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1«  Einleitende  Übersicht  über  die  geometriBChen  Grössen  der 
und  Physik«  Von  den  in  der  Mechanik  und  Physik  auf- 
tretenden Grössen  sind  einige^  wie  Masse,  Enei^ie  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  die  Angabe  ihrer  MasszaU  und  ihrer  Dimension^)  zu  ihrer 
eindeutigen  Bestimmung  hinreicht  Solche  Grössen  nennt  man  neuer- 
dings Skalare  ^)]  die  Masszahl  des  Skalars  giebt  an,  wie  oft  ein  als 


1)  /.  B.  Fourier,  Theorie  analytique  de  la  chaleur,  Paris  1822,  deutsch  y. 
£.  Weinstein.   Berlin  1884,  art.  160—162. 

2)  W,  B.  Hamilton,  Lectures  on  quaternions^   Cambr.  1853,  art.  64. 
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Einheit  gewählter  Skalar  derselben  Art  in  ihm  enthalten  ist^  die 
Dimension^  wie  sich  diese  Einheit  bei  einer  Änderung  der  Grund- 
einheiten für  Masse,  Länge  und  Zeit  transformiert.  (Über  Dimen- 
sionen und  absolutes  Masssystem  vgl. VI.) 

Neben  diesen  algebraischen  Grössen  spielen  indessen  auch  geome- 
trische Grössen  eine  RollC;  d.  h.  solche  Grössen^  die  eine  bestimmte 
Orientierung  im  Baume  besitzen.  In  der  Mechanik  starrer  Körper 
kamen  bereits  (s.  IV  2)  die  Vektoren  zur  Verwendung.  Neben  diesen 
sind  für  die  Mechanik  der  Kontinua  dicv  Tensoren  (s.  Nr.  17  dieses 
Art.)  von  besonderer  Wichtigkeit. 

Die  Orientierung  dieser  gerichteten  Grössen  gegen  das  Koor- 
dinatensystem pflegt  man  durch  Angabe  ihrer  ,yKomponerUenf^  festzu- 
legen; die  Komponenten  ändern  bei  einer  Transformation  des  Koor- 
dinatensystems ihre  Werte.  Das  Verhalten  der  Komponenten  gegenüber 
der  Gruppe  aller  Transformalionen  des  rechttvinkligen  Koordinaten- 
systems charakterisiert  vollständig  die  geometrische  Nalwr  der  betreffenden 
Grosse^).  Ist  der  geometrische  Charakter  der  Grösse  bekannt^  so  er- 
übrigt zu  ihrer  vollständigen  Bestimmung  noch  die  Angabe  ihrer 
Dimension  y  und  ihrer,  auf  ein  festes  Koordinatensystem  bezogenen 
Komponenten. 

Dabei  besteht  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  den  geo- 
metrischen Grössen  y  die  in  der  Mechanik  starrer  Körper,  und  den- 
jenigen, die  in  der  Mechanik  deformierbarer  Körper  und  in  der  mathe- 
matischen Physik  zur  Verwendung  gelangen.  Die  Bewegung  aller 
Punkte  eines  starren  Körpers  ist  durch  Angabe  von  6  Grössen,  den 
Komponenten  einer  „Schraubung*'  (Art.  IV  2)  vollständig  bestimmt. 
In  der  Mechanik  der  Kontinua  und  in  der  Physik  hingegen  können  die 
Werte  der  Grössen,  welche  den  mechanischen  und  physikalischen 
Zustand  des  Körpers  bestimmen,  in  den  einzelnen  Punkten  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  unabhängig  von  einander  vorgeschrieben  wer- 
den. Es  sind  die  ^dder^  der  gerichteten  Grössen,  deren  Theorie 
hier  von  Wichtigkeit  wird.  Man  nennt*)  ein  Gebiet  ,yPeld'^  einer  Zu- 
standsgrösse,  wenn  jedem  Punkte  des  Gebietes  ein  beliebiger,  im  all- 


3)  Die  Klassifikation  der  geometrischen  Grössen  der  Mechanik  und  Physik 
auf  Grund  dieses  Prinzips  scheint  in  der  Litteratur  nicht  vollständig  durch- 
geführt worden  zn  sein,  ist  aber  z.  B.  von  Herrn  T.  Klein  in  seinen  Vorlesungen 
wiederholt  vorgetragen  worden.  In  einer  während  der  Korrektur  erscheinenden 
Arbeit  von  W.  Voigt,  Gott.  Nachr.  1900,  Heft  4,  p.  866—379  (vgl.  das  Verzeichnis 
der  Monographien)  kommt  das  Prinzip  gleichfalls  zur  Verwendung. 

4)  W.  Thomson,  Phil.  Mag.  (4)  1  (1861),  p.  179  =  Reprint  of  papers  on 
eleckostatics  and  magnetism  n.  606,  p.  467. 
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gemeinen  stetig  mit  dem  Orte  veränderlicher  Wert  der  Zustands- 
grösse  zugeordnet  ist.  Die  Werte  der  Zustandsgrösse  an  yerschiedenen 
Punkten  ihres  Feldes  stehen  im  allgemeinen  in  keinem  gesetzmässigen, 
durch  Gleichungen  zwischen  den  Komponenten  auszudrückenden  Zu- 
sammenhange. 

Dieser  Artikel^  welcher  den  geometrischen  Grundbegriffen  der 
Mechanik  der  Kontinua  und  der  mathematischen  Physik  gewidmet  ist, 
beschrankt  sich  auf  die  Behandlung  derjenigen  gerichteten  Grössen, 
welche  zur  Charakterisierung  der  in  der  Mechanik  und  Physik  auf- 
tretenden Felder  verwandt  worden  sind.  Demgemäss  wird  hier  bei 
der  Klassifikation  der  gerichteten  Grössen  von  Translationen  des 
Koordinatensystems  abgesehen  und  ausschliesslich  die  Gruppe  der- 
jenigen Transformationen  des  rechtwinkligen  Koordinatensystems  be- 
rücksichtigt, welche  den  AnfiEuigspunkt  fest  lassen;  dieselbe  entsteht, 
wenn  man  die  Gruppe  der  Drehtmgen  durch  Heranziehung  der  Ith 
Versionen  (d.  h.  UmkehruI^;  aller  Axenrichtungen)  erweitert.  Durch 
das  Verhalten  der  Komponenten  einer  Zustandsgrösse  diesen  Opera- 
tionen gegenüber  ist  bestimmt,  in  welche  Klasse  gerichteter  Grössen 
sie  einzuordnen  ist.  Die  Einordnung  der  Zustandsgrössen  der  Mechanik 
und  Physik  in  die  verschiedenen  Elassen  gerichteter  Grössen  ist  von 
prinzipieller  Bedeutung;  denn  nur  zwischen  Grössen,  die  derselben 
Klasse  angehören,  kann  Gleichheit  bestehen.  Auch  kommt  die  geo- 
metrische Natur  der  physikalischen  Grössen  in  der  Krystallphysik 
zur  Geltung,  wo  sie  in  Beziehung  zur  Symmetrie  der  Krystallstruktur 
tritt  (s.  Nr.  21  dieses  Art.). 

I.  Yektoranalysis. 

2.  Polare  Vektorezi.  Ein  Vektor  ^)  ist  (s.  lY  2)  nach  Grösse, 
Richtung  und  Sinn  bestimmt  durch  eine  Strecke,  welche  von  einem 
Punkte  P  zu  einem  Punkte  Q  führt;  seine  Komponenten  entsprechen 
den  Projektionen  der  Strecke  auf  die  Koordinatenaxen.  Demgemäss 
transformieren  sich  die  Komponenten  eines  Vektors  A  auf  wechselnde 
rechtwinklige  Koordinatensysteme  durch  folgende  orthogonale  Sub- 
stitution 

A^  =  «1.4,  +  ß^Ay  +  yiA,, 

(1)  Ay'  =  a^A^  -f  ß^Ay  +  yiA,, 

A,'  =  «s^x  +  ßsAy  +  ysA,, 

deren  9  Koeffizienten  die  Cosinus  der  Winkel  angeben,  welche  die  Axen 
5)  TT.  R.  HamüUm\  Lectures  on  quatemions  art  17. 
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des  neuen  Koordinatensystems  {x  y  z)  mit  denen  des  alten  {xyz) 
einschliessen.     Der  Ausdruck 

(10  A,^  +  Ay^  +  A.' 

ist  gleich  dem  Quadrate  der  Länge ^')  des  Vektors  A\  er  ist  ein  Skalar, 
d.  h.  er  bleibt  invariant  bei  Transformationen  des  Koordinatensystems. 
Ebenso  ist  folgende  Verbindung  von  Komponenten  zweier  Vektoren 
Ay  B  eine  skalare  Grösse 

(2)  A,B,  +  A,By  +  A,B,, 

Geometrisch  stellt  (2)  das  Produkt  der  Längen  der  beiden  Vektoren 
und  des  Cosinus  des  von  ihren  Richtungen  eingeschlossenen  Winkels 
dar.  Ä  Grassmann  ^  nennt  die  Grösse  (2)  das  „imiere  Produkif^  der 
beiden  „Strecken"  und  schreibt  symbolisch  [J.|  JB],  W.  B.  Hamilton^) 
bezeichnet  es  als  den  negativen  skalaren  Teil  — SAB  des  Quater- 
nionenproduktes  der  beiden  Vektoren,  J.  W.  Gibbs  ^^)  schreibt  Ä  •  B, 
0.  Heaviside^^)  AB, 

Sind  AxyAiyjAt  Komponenten  eines  Vektors,  tmd  ist  der  Ausdruch 
(2)  ein  Skalar y  so  sind  auch  JB^,  By,  B,  VeJctorkomponenten^).  Aus 
der  Invarianz  von  (2)  folgt  zunächst,  dass  für  die  Grössen  Bx^By^  JB, 
folgende  Transformationen  gelten 

Bx  =  «iJBx'  +  «2^y'  +  «3Ä  , 

By    =    ßlBx'    +    ß%By-    +    ß^^Z    , 

B,  =  yiBx  +  ya^y  +  ^sÄ  • 
Die  Koeffizienten  der  Substitution,  welche  die  alten  Werte  der  Grössen 
{Bx,  Byy  B,)  durch  die  neuen  {Bx',  By',  B»)  ausdrückt,  gehen  also  aus 
den  Koeffizienten  der  für  die  Transformation  von  Vektorkomponenten 
von  den  alten  auf  die  neuen  Axen  geltenden  Gleichungen  (1)  durch  Ver- 
tauschung der  Horizontal-  und  Vertikal^eihen  hervor;  in  der  Sprache 
der  Invariantentheorie  drückt  man  diese  Beziehung  aus,  indem  man 
sagt:  die  Grössen  Bx,By,B,  sind  zu  den  Grössen  A^,Ay,Ag  kontra^gre- 
dient.  Zwei  Grössensystenie,  die  zu  demselben  dritten  kontragredient 
sind,  sind  offenbar  zu  einander  kogredient,  d.  h.  sie  transformieren 
sich  in  derselben  Weise  auf  wechselnde  Koordinatensysteme.  Infolge 
der  Invarianz  der  Ausdrücke  (!')  und  (2)  sind  die  Grössen  Ax,  Ay, 
At\  Bx,  By,  B,  beide  kontragredient  zu  Ax,  ALy,  Ag,  folglich  sind  sie 
zu  einander  kogredient;  die  Grössen  Bx,By,Bg  sind  also  ihrerseits 
Vektorkomponenten. 


6')  Die  Länge  der  Strecke,  die  den  Vektor  Ä  repräsentiert,  wird  in  der 
Quatemionentheorie  „Tensor**  des  Vektors  Ä  genannt. 
6)  Vgl.  H.  Burkhardt ,  Math.  Ann.  43  (1898),  p.  197, 
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Die  Existenz  eines  Vektors  Ä  bedingt  in  der  Regel  das  Vorhan- 
densein eines  Energiequantums  Ey  dessen  Zunahme  dJE  der  bei  einer 
Steigerung  dAxy  dAy,  dÄ,  der  Vektorkomponenten  aufzuwendenden 
Arbeitsleistung  gleich  ist.  Da  die  Arbeit  stets  ein  Skalar  ist,  so 
folgt  aus 

wie  soeben  bewiesen,  dass  ^-j-,  j-p,  -^j-  ebenfalls  Komponenten  eines 
Vektors  sind.  x        y        « 

Vektorkomponenten  von  der  bisher  untersuchten  Art  wechseln 
nach  (1)  bei  einer  Inversion  das  Vorzeichen.  Wollen  wir  diese 
Eigenschaft  besonders  hervorheben,  so  bezeichnen  wir  sie  weiterhin 
als  Komponenten  eines  polarm  Vektors. 

3«  Axiale  Vektoren  ^^  traten  schon  in  IV  2  auf,  nämlich  als 
Kräftepaare,  die  an  einem  starren  Korper  angreifen.  Ihre  Kompo- 
nenten transformieren  sich  bei  Drehungen  und  Inversionen  des  Koor- 
dinatensystems wie  folgende  Verbindungen  von  Komponenten  zweier 
polarer  Vektoren  Aj  B: 

(3)    P:,  =  AyB,—A,By,    Py  =  A,B,-A^B,y    P,  =  AxBy—AyB,. 

Die  Komponenten  P«,  Py,  P^  stellen  die  Projektionen  des  von  den 
Strecken  A,  B  gebildeten  Parallelogramms  auf  die  Koordinatenebenen 
dar;  sie  bestimmen  jenes  Parallelogramm  nach  Flacheninhalt,  Stellung 
seiner  Ebene,  und  Umlaufssinn.  H.  Grassmann  nennt  dasselbe  y,ömseres 
Produkt^'')  der  beiden  Strecken  -4,  B  und  schreibt  symbolisch 
[AB],   W.  B.  HamiUon^  bezeichnet  es  als   vektoriellen  Teil  Y AB 


7)  H.  Chrassmann,  Die  lineale  Aasdehnungslehre,  Leipz.  1844,  and  Die 
Ausdehnungslehre  von  1862,  Berlin  =»  Ges.  Werke,  herausg.  von  F.  Engel,  Bd.  I 
bezw.  n,  1,  Leipz.  1894.    Vgl.  Art.  IV  2. 

8)  H.  (rrowmann,  AuBdehnungslehre  von  1844,  p.  114.  Ges.  Werke  1,  p.  189 
nennt  ein  an  seine  Ebene  gebundenes  Parallelogramm  „Plangrässe^^.  Für  das 
frei  im  Räume  verschiebbare  hat  er  keinen  besonderen  Namen. 

9)  W.  B.  HamOton,  Phil.  Mag.  (8)  86  (1848),  p.  490.  GrOssere  Werke  sind: 
Lectures  on  quatemions,  Cambr.  1868;  Elements  of  quatemions,  l.ed.  London 
1866;  (dentsch  v.  P.  Olan,  Leipz.  1881/84),  2.  ed.  1,  1899.  S.  auch  P.  G.  Tait, 
An  elementary  treatise  on  quatemions,  Cambr.  1.  ed.  1867,  2.  ed.  1874,  3.  ed.  1890. 
Die  Quatemionentheorie  stellt  den  Vektor  Ä  dar  durch  Ä^i-^  Ä  ■  j  -{-  Ä^  -  k; 
i  j  k  sind  Einheitsvektoren,  welche  in  Richtung  der  Eoordinatenaxen  weisen, 
und  den  Multiplikationsregeln  unterworfen  sind  %  •  t  =  j  j=^kk=^  —  1 ;  *j  =  — j  %  >=  k, 
jk^=  —  kj  ^=i,  fct  =  —  ik  =^j  (s.  in  B3).  Daher  ist  das  Produkt  zweier  Vek- 
toren eine  Quatemion,  d.  h.  ein  Aggregat  aus  einem  Skalar  und  einem  Vektor. 
Der  skalare  Teil  ist  mit  dem  negativen  inneren  Produkte,  der  vektorielle  mit 
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des  Quatemionenproduktes  der  beiden  Vektoren,  Ä  de  Saint -Venant^^) 
nennt  es  ^^geometrisches  Produkt",  J,  W.  Gibbs  ^^)  schreibt  ÄX  B, 
0.  Heaviside ^*)  Y  AB,  letzterer  Autor  nennt  es  „vektorielles  Produkt" 
oder  y,Veldorprodukt^'. 

Die  aancden  Vektoren,  deren  Repräsentant  das  äussere  Produkt 
zweier  Strecken  ist,  verhalten  sich  hei  Drehungen  des  Koordinatensystems 
wie  polare  Vektoren,  sie  unterscheiden  sich  von  jenen  dadurch,  dass  ihre 
Komponenten  hei  eitler  Inversion  der  Koordinatenrichtungen  das  Vorzeichen 
heibehalten,  während  polare  Vdctorkomponenten  es  wechseln  So  lange 
man  von  Inversionen  des  Koordinatensystems  absieht,  kann  man  ein 
ParaUelogramm«)  durch  eine  auf  seiner  Ebene  senkrechte  Strecke  er- 
setzen, deren  Länge  dem  Flächeninhalt  des  Parallelogramms  gleich 
ist;  dieses  ist  Crrassmann^B  „Ergänzung"^  des  Parallelogramms.  TVah- 
rend  aber  das  Parallelogramm  selbst  bei  einer  Spiegelung  in  Bezug 
auf  seine  Ebene  ungeändert  bleibt,  kehrt  die  Ergänzung  ihre  Rich- 
tung um. 

In  der  Quatemionentheorie  und  der  auf  dieser  fassenden  Entwick- 
lung der  Yektoranalysis  wurde  diesem  Unterschiede  keine  Rechnung 
getragen.  Erst  Ä,  N.  Whitehead^^)  trennt  bei  der  Darstellung  der 
Yektorenrechnung  wieder  die  gerichteten  Strecken  systematisch  Ton 
den  mit  einem  Umlaufssinn  yersehenen  Parallelogrammen.  Inzwischen 
war  von  Seiten  der  Physiker  die  Wichtigkeit  dieses  Gegensatzes  er- 
kannt worden.  Hier  war  es  J.  Cl.  MaxweU^*),  der  zuerst  die  beiden 
Arten  von  Richtungsgrossen  ab  „translatorische"  und  „rotatorische" 
Vektoren  unterschied,  mit  Rücksicht   darauf,    dass  unendlich  kleine 


der  f^Erg&nznng'^  des  äusseren  Produktes  in  Grassmann's  Terminologie  identisch ; 
8.  H.  Grassmann^  Math.  Ann.  12  (1877),  p.  378. 

10)  B.  de  Saint 'Venant,  Par.  C.  R.  21  (1845),  p.  620  scheint  unabhängig 
Ton  Grassmoftm  und  Hamilton  zu  diesem  Begriffe  gelangt  zu  sein. 

11)  J.  W.  Gibhs,  Vector  Analysis,  New-Haven  1881/84. 

12)  0.  Heaviside,  Electrical  papers  London  1892^  passim.  Electromagnetic 
theory,  1,  chap.  3,  London  1894.  An  Heaviside  schliessen  sich  Ä.  Föppl  und 
G.  Ferraris  an  (s.  d.  Yerz.  der  Lehrbücher  und  Monographieen).  Die  Systeme 
Ton  Gihbs  und  Heaviside,  welche,  den  Umweg  über  das  Quatemionenprodukt 
vermeidend,  die  Grundbegriffe  der  Yektorenrechnung  geometrisch  definieren, 
sind  von  ihren  Autoren  wiederholt  in  den  Spalten  der  „Nature**  gegen  die  An- 
griffe der  orthodoxen  Quatemionisten  (P.  G.  Tait  und  Ä,  Mc  ÄtUay)  verteidigt 
worden;  vgl.  Nature  43,  p.  611,  608;  44  (1891),  p.  79;  47,  p.  161,  226,  463,  633; 
48  (1893),  p.  364. 

13)  Ä,  N.  Whitehead,  A  Treatise  on  universal  algebra,  Cambr.  1898, 
book  VII,  chap.  4,  p.  648  ff. 

14)  Treatise  1,  art.  16;    Papers  2,  p.  267. 
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Rotationen  der  zweiten  Art  angehören  (s.  Nr.  16  dieses  Art.).  P.  Curie^^) 
und  E.  Wieckert  ^®)  wiesen  neuerdings  ebenfalls  auf  die  Notwendigkeit  hin, 
.  diese  Grössenklassen  auseinanderzuhalten,  letzterer  Forscher  nennt  sie 
„Vektoren"  und  ,JRotoren"  während  W,  Voigt  ^"^  sie  ab  „polaref^  und 
„axi(U&^  Vektoren  bezeichnet;  die  letztgenannte  Bezeichnung  ist  die 
hier  gebrauchte.  Man  hat  gefunden,  dass  die  elektrische  Kraft  der 
Klasse  der  polaren,  die  magnetische  der  Klasse  der  axialen  Vektoren 
angehört  (s.  Nr.  22  dieses  Art.). 

Sind  P,  Q  zwei  axiale  Vektoren,  so  sind  die  Ausdrücke 

(4)  PJ  +  P/  +  P.\  (40  QJ  +  Qy'  +  Q.\ 

(5)'  F.Q.  +  FyQy+P.Q. 

Skalare,  d.  h.  sie  sind  invariant  bei  Drehungen  und  Inversionen  des 
Koordinatensystems.  Sind  andrerseits  Pz,  Py,  P,  Koniponenien  eines 
axialen  Vektors,  und  ist  der  Ausdruck  (5)  ein  Skala/r,  so  sind  Qx, 
Qy,  Qt  ebenfalls  Komponenten  eines  a^icden  Vektors,  Der  Beweis 
dieses  Satzes  entspricht  ganz  dem  des  analogen  für  polare  Vektoren 
geltenden  (s.  Nr.  2  dieses  Art.).  Ebenso  folgt,  dass  aus  einem  von  P 
abhängigen  Skalar  E  ein  neuer  axialer  Vektor  abgeleitet  werden  kann 

mit  den  Komponenten: 

dij      öE      dE 

dPl'  dP^'  W,' 

4.  Feld  eines  Skalara.  Ist  ein  Skalar  9  als  stetige  Funktion 
des  Ortes  (fonction  de  pöint)^*)  gegeben,  so  ist  seine  Abnahme  auf 
dem  Wegelement  dX: 

wenn  dx  dy  dz  die  Projektionen  von  dX  auf  die  Koordinatenaxen  be- 
zeichnen. Da  dX  als  Vektor,  dx  dy  dz  als  seine  Komponenten  anzu- 
sehen sind,   so  folgt  nach  Nr.  2  dies.  Art.,  dass  -g — ,  -^ — ,  — 0— 

Komponenten  eines  Vektors  sind.  Die  Richtung  dieses  Vektors  ist 
die   der  grössten  räumlichen  Abnahme  des  Skalars  ^,   seine  Länge 

r  (s^)   "^  \Fi   "^  (^)    8^®^*  ^^^  *^^  ^^®  Längeneinheit  bezogenen 

16)  P.  Curie,  J.  de  phys.  (3)  3  (1894),  p.  393. 

16)  E.  Wiechert,  Königsb.  Phys.  ökon.  Ges.  37  (1896),  p.  6;  Ann.  Phy». 
Cbem.  69  (1896),  p.  287. 

17)  W.  Voigt y  Compendium  2,  p.  418  u.  p.  801,  1896.  Die  fundamentalen 
physikalischen  Eigenschaften  der  Erystalle.    Leipz.  1898,  p.  18. 

18)  G,  Lami,  J.  ^c.  polyt.  cah.  23  (1834),  p.  216;  Le9ons  sur  las  coordon- 
ndes  curvüignes,  Paris  1859,  chap.  1. 
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Betrag  dieser  grössien  Abnahme  an.  Letzteren  Ausdruck  nannte 
G.Lame^^)  y^DifferenticUparameter  erster  Ordnung'^»  Lame  erfasste  in- 
dessen nicht  den  Vektor  als  gerichtete  Grösse.  Dieses  blieb  W,  ü.  Ha- 
milton vorbehalten^  der  ihn  mit  Hülfe  des  symbolischen  Operators 

^j;    '   "^  ^y    '       dz 

darstelltet^).  Man  bezeichnet  den  Vektor  — Vg?  als  6re/äZfe  (slope*^)) 
oder  Gradienten^')  des  Skalars  q>.  Durch  Berechnung  des  Gefälles 
wird  jedem  Skalarfeld  ein  Vektorfeld  zugeordnet.  Das  Feld  eines  Vek- 
tors,  der  als  Gefälle  eines  Skalars  angesehen  werden  kann  ^  wird 
„potentielles  Vektorfeld"  genannt;  weitere  Ausführungen  über  Skalar- 
felder  werden  unten  an  die  Behandlung  des  potentiellen  Vektorfeldes 
(Nr.  6)  angeknüpft. 

5.  Feld  eines  Vektors.  Ändert  sich  ein  Vektor  in  einem  ge- 
wissen Bereiche  im  allgemeinen  —  d.  h.  abgesehen  von  einer  end- 
lichen Zahl  vcfti  Flächen,  Kurven  und  Punkten  —  stetig  mit  dem 
Orte,  so  nennt  man  den  Bereich  das  Feld  des  Vektors*).  Wir  ver- 
stehen im  Folgenden  unter  einem  Vektorfelde  schlechtweg  das  Feld 
eines  polaren  Vektors.  Für  axiale  Vektoren  gelten  entsprechende 
Entwickelungen. 

MaxweU  unterscheidet J&a/]^6Ä:^en  und  Sirömungsvektoren  ^*).  Diese 
Unterscheidung  ist  keine  wesentliche,  man  kann  vielmehr  denselben 
Vektor  Ä  bald  als  Eraftvektor,  bald  als  Strömungsvektor  deuten.  Deutet 
man  ihn  als  Strömungsgeschwindigkeit  einer  den  Raum  erfüllenden 
Flüssigkeit,  so  erhält  man  eine  skaiare  Grösse,  indem  man  die  ge- 
samte Flüssigkeitsmenge  berechnet,  welche  in  der  Zeiteinheit  ein 
festes  Flachenstück  f  in  dem  durch  die  Normale  n  angezeigten  Sinne 
durchfliesst.    Dieselbe  ist  gleich  dem  Flächenintegral 

(6)  F  =Jj  df{Ax  cos  nx  -{-  Ay  cos  ny  -f-  A,  cos  nz). 

Deutet  man  ihn  hingegen  als  Eraftvektor,  so  erhält  man  eine  skalare 
Grösse,  wenn  man  die  Arbeit  berechnet,  welche  die  Kraft  bei  einer 
Verschiebung  längs  des  festen  Kurvenstückes  k  leistet.  Dieselbe  ist 
gleich  dem  Linienintegral 

(7)  L  =J  dk{Ax  cos  kx  -f-  Ay  cos  ky  -\-  A^  cos  kz), 

19)  W,B.  HamiUan^  Lectures,  art.  620.  Den  Operator  V  nennt  man  gelegent- 
lich „Nabla"  nach  einem  hebräischen  Musikinstrumente  von  ähnlicher  Form. 

20)  0.  Heaviside,  Electromagnetic  theory  1,  p.  186. 

2O0  Bietnann 'Weber,  Partielle  Differentialgleichungen  1  (1900),  p.  213. 

21)  Maxwell,  Treatise  1,  art.  12;*  Papers  2,  p.  257  ff. 
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Man  kann  andrerseits  aucli  aus  einem  Eraftvektor  einen  Skalar  F, 
aus  einem  Strömungsvektor  einen  Skalar  L  ableiten.  Ersteren  nennt 
man  jyKraftßuss  durch  die  Fläche  /*"  letzteren  in  der  Hydrodynamik 
„Circulation  längs  der  Kurve  A'^ 

Ist  die  Fläche  f  geschlossen  und  n  ihre  äussere  Normale^  so 
ergiebt  eine  unter  dem  Namen  j,Gauss^scher  Satsf^  bekannte  Integral- 
transformation **) 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  über  den  Ton 
von  der  Fläche  f  begrenzten  Raum  t  zu  erstrecken.     Der  Ausdruck 

^A       ^K       ^^. 
(9)  div^  =  -^'  +  ^^  + 


dx     *     dy     *    dz 

ist  ein  Skalar,  Er  stellt  in  der  hydrodynamischen  Analogie  die  auf 
die  Yolumeinheit  berechnete  Ergiebigkeit  der  FlüssigkeitsgueUen  dar. 
J,  Cl  Maxwell  nennt  •')  **•)  den  mit  dem  negativen  Vorzeichen  ver- 
sehenen Ausdruck  (9)  jyKonvergensf^^  während  der  jetzt  ftlr  (9)  ge- 
bräuchliche Name  ^fiivergen^^  von  W.  K  Clifford^)  herrührt.  In  der 
Symbolik  der  Quatemionentheorie'^)  wird  er  —  jSV-4.  geschrieben. 
J.  W,  Gibhs  und    0.  Heaniside^)   schreiben  V-A  bezw.  VA. 

Verläuft  im  Felde  eine  IJnstetigkeitsfiäche  6,  deren  Normalen  mit 
^1 )  ^s  bezeichnet  werden  mögen,  so  ist  die  Ergiebigkeit  der  Quellen  pro 
Flächeneinheit  gleich  dem  Sprunge  der  Normalkomponente  des  Feldvektors 

(9')  A  +  A- 

Dieser  Sprung   wird  daher  als  „Flächendivergenji^'*'')   des  Vektors  A 

bezeichnet. 


22)  8.  n  A  2,  Nr.  46.  Der  Satz  wurde  von  Gauss  in  seinen  „Allgemeinen 
Lehrsätzen^',  Leipz.  1840^  für  potentielle  Felder  bewiesen.    G^.  Werke  5,  p.  224. 

23)  Treatise  1,  art.  26. 

23*)  MaxtceU,  Classification  of  physical  quantities.  Papers  2,  p.  257  ff. 
Lond.  math.  soc.  Proc.  3  (1871),  p.  224. 

24)  W.  K.  Clifford,  Elements  of  dynamic,  p.  209. 

25)  P.  G.  Tau  wandte  zuerst  den  Operator  V  auf  Vektoren  an,  s.  Edinb. 
Proc.  4  (1862)  =  Papers  1,  Cambr.  1898,  p.  87.  Der  Skalarteil  der  so  entstehen- 
den Quatemion  ergiebt  die  Konvergenz,  der  Vektorteil  den  curl  des  betr.  Vektors. 

26)  Cribbs  und  Heaviside  (s.  Anm.  11,  12)  bilden  das  innere,  bez.  äussere 
Produkt  aus  dem  Operator  V  und  dem  Vektor  Ä  und  erhalten  so  div.  und  curl. 
Das  entgegengesetzte  Vorzeichen  des  Symbols  für  die  Divergenz  bei  den  Qua- 
temionisten  entspricht  den  verschiedenen  Vorzeichen  des  inneren  Proi^uktes 
und  des  Skalarteils  des  Quatemionenproduktes,  s.  Anm.  9. 

27)  F.  Bjerknes^  Vorlesungen  Über  hydrodynamische  Femkräfte  1,  Leipzig 
1900,  p.  9—18. 
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Bildet  man  das  Linienintegral  (7)  für  eine  geschlossene  Kurve  l, 
so  erhalt  man  nach  dem  ^ßtcikes^ sehen  Satz^^^) 

(10)  L  =jfda>  \{j^  -  -^)  cos (ö,  y^)  +  (^  -  ^)  cos(a,,  zx) 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  über  eine 
von  der  Kurve  X  umrandete  Fläche  o  zu  erstrecken;  (co,  ye)y  (co,  zx)y 
{p ,  xy)  geben  die  Winkel  an,  welche  das  betreflPende  Element  der 
Flache  o  mit  den  Koordinatenebenen  einschliesst.  Die  bei  der  Um- 
wandlung des  Linienintegrals  L  in  ein  Flächenintegral  auftretenden 
Ausdrücke 

an  ^_?^,   !i=_!i.',   !f»_?^ 

^     ^  dy  dz  dz         dx  '      dx         dy 

sind  Komponenten  eines  analen  Vektors^^y^).  Diesen  nennt  Jfaa:- 
well^)  y^otoHon^y  später***)  „curV'  des  Vektors  -4.;  er,  wie  SLUchHeaviside  ^% 
der  gleichfalls  den  Namen  „curP'  gebraucht,  schreibt  in  der  Symbolik 
der  Quatemionentheorie  *^)  Vv^,  J.  W.  Gibhs^)  schreibt  VX-4, 
E.  Wiechert^)  Quirl  Äy  K  A,  Lorentz^)  Rot  Äy  W,  Voigt ^)  vort.  A. 
Li  der  Kinematik  der  Kontinua  (Nr.  16  d.  Art.)  spielt  der  halbe  curl 
des  Verschiebungsvektors  eine  Rolle,  indem  er  die  Rotation  der  Volum- 
elemente angiebt.  Bei  einer  den  Raum  erfüllenden  Flüssigkeits- 
strömung giebt  der  halbe  curl  des  ßeschwindigkeitsvektors  die  auf 
die  Volumeinheit  berechnete  Intensität  der   Wirbel  an. 

Verläuft  im  Felde  der  Flüssigkeitsströmung  eine  Unstetigkeits- 
fläche  öy  längs  der  die  Flüssigkeitsschichten  an  einander  vorbei 
gleiten,  so  bildet  die  Fläche  6  den  Sitz  eines  „Flächenmrbelsf^  ^'')y 
dessen  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Intensität  durch  den  halben 
yyFlächencurV^  gemessen  wird.  Der  Flächencurl  ist  ein  axialer  Vektor, 
dessen  Ebene  senkrecht  zur  ünstetigkeitsfläche  orientiert  ist  Seine  Kom- 
ponente nach  irgend  einer,  auf  der  ünstetigkeitsfläche  senkrechten 
Ebene  ist  gleich  dem  Sprunge  der  in  die  betreffende  Ebene  fallen- 
den tangentiell^n  Komponente  des  Feldvektors.  Ist  N^^  ein  von  der 
•rsten   nach   der   zweiten  Seite   der  ünstetigkeitsfläche  6   weisender 


28)  O.  G,  Stokes,  A  Smith's  prize  paper,   Cambr.  1864;   H,  Hankely  Preis- 
Bchrift,  Gottingen  1861 ;  s.  auch  11  A  2,  Nr.  46. 

29)  JE?.   Wiecherty   Königsb.   Phys.   ökon.  Ges.  37  (1896),  p.  8;    Ann.  Phys. 
Chem.  69  (1896),  p.  288;  Grundlagen  der  Elektrodynamik,    Festschrift  1899. 

SO)  H.  A.  Lorentgy  Versuch  einer  Theorie  der  elektrischen  und  optischen 
Erscheinungen  in  bewegten  Körpern^  Leiden  1896. 
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EinheitsTektor^  so  ist  der  Flächencurl  des  Vektors  A  mit  dem  äusseren 
Produkte  (Nr.  3  dieses  Artikels) 

(11')  {N,,{Ä,-A,)] 

identisch, 

6.  Potentielles  Feld.  Ist  dafi  Linienintegral  (7)^  erstreckt  über 
eine  die  Punkte  a,  ß  verbindende  Kurve,  bei  beliebiger  Wahl  des 
Punktes  ß  vom  Wege  unabhängig,  so  lässt  sich  das  Vektorfeld  auf 
ein  Skalarfeld  zurückführen.  Wird  der  Wert  des  Skalars  q>  im 
Punkte  a  beliebig  gewählt,  so  sei  der  Wert  im  Punkte  ß 


=  q>a  —fä 


(12)  q>ß  =  tpa  — /  dk {Ax  cos  kx  +  Ay  cos  ky  +  A^  cos kz)\ 

a 

der  so  bestimmte  Skalar  9  heisst  das  (skalare)  Potential  (vgl.  den 
Artikel  über  Potentialtheorie  II  A  7  b);  ein  Vektorfeld,  das  ein  skalares 
Potentid  besitzt,  wird  ,,  potentielles  Vektorfelds^  genannt.  Der  Peldvek- 
tor  A=  —  V9  giebt  das  Gefälle  (s.  Nr.  4  dies.  Art.)  des  Potentials  an. 
W.  Thomson  gebraucht  die  Bezeichnung  „lamellares  FeldS'^^),  mit 
Rücksicht  darauf,  dass  man  ein  potentielles  Feld  durch  ein  Netz  von 
Äquipotentialflächen  (Niveauflächen)  in  dünne  Lamellen  teilen  kann, 
derart,  dass  beim  Durchqueren  einer  jeden  Lamelle  das  Potential  um 
den  gleichen  Betrag  abnimmt.  Diese  Lamellen  sind  überall  senkrecht 
zur  Richtung  des  Feldvektors  orientiert;  bringt  man  ein  Eurven- 
element  von  bestimmter  Länge  an  verschiedene  Stellen  des  Feldes, 
so  bildet  die  Zahl  der  Lamellen,  welche  es  schneidet,  ein  relatives 
Mass  für  die  Komponente  des  Feldvektors  in  Richtung  des  Elementes, 
an  der  betreffenden  Stelle  des  Feldes. 

Die  Divergenz  des  potentiellen  Vektors  A  ist 

(13)  div^  =  -^  +  -^^  +  -^-      (^_+^_  +  ^.j  =  -V»9. 

Der  Skalar  (|^,  +  |!^  -j-  0)  wird  von  G.  La/md^^)  als  .^Differential^ 

Parameter  2,  Ordnung  ( A^)"  bezeichnet ;  MaaweU  nennt  ihn  *')  *^) 
„concentroHon^^  des  Skalars  9.  In  der  Symbolik  der  Quaternionen- 
theorie  ^®) '^)  wird  er  — Vy,  von  Thomson-Tait,  Gibhs  und  Heavi- 
side^)  V^g)  geschrieben,  auch  andere  Zeichen  sind  für  ihn  im  Ge- 
brauch (s.  n  A  7  b,  Nr.  2). 


81)  W,  Thomson^  On  Boleno'idal  and  lamellar  distributions  of  magnetism. 
London  Roy.  Soc.  Proc.  1860  —  Reprint  of  papers  on  electrostatica  and  magne- 
tism, art.  504  ff. 
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Der  Carl  des  Feldvektors  verschwindet  in  potentiellen  Feldern;  denn 
hier  verschwindet  yermöge  Gl.  (12)  das  Linienintegral  L  für  jede  ge- 
schlossene Kurve  A,  und  mithin  die  linke  Seite  von  GL  (10)  für  jede 
Flache  ©.  Umgekehrt  folgt  aus  dem  Verschwinden  des  curl  nach  (10) 
die  Unabhängigkeit  des  Linienintegrales  L  vom  Wege^  mithin  die  Exi- 
stenz eines  skalaren  Potentials  q>.  Daher  bezeichnet  man  das  potentielle 
Feld  auch  als  „wirbelfreies  Fdd^^.  Verlaufen  Unstetigkeitsflächen  im 
Felde^  so  ist  es  dann  und  nur  dann  ein  potentielles^  wenn  nicht  nur 
im  ganzen  Felde  der  räumliche  curl  (11)^  sondern  auch,  auf  der  Un- 
stetigkeitsfläche,  der  Flächencurl  (ll')  verschwindet;  d.  h.  wenn  die 
tangentiellen  Komponenten  des  Feldvektors  stetig  die  Fläche  durch- 
setzen. Sind  UnstetigJceitslinien  vorhanden,  so  ist  das  Potential  im 
allgemeinen  nicht  mehr  einwertig,  es  hängt  vielmehr  davon  ab,  wie 
oft  der  Litegrationsweg  (aß)  in  Gl.  (12)  die  Unstetigkeitslinien  um- 
schlingt. Das  Analoge  findet  in  mehrfach  zusammenhängenden  Fel- 
dern statt  (s.  n  A  7  b,  Nr.  9). 

Für  die  Optik,  Elektrodynamik,  Akustik  und  Elastizitätslehre 
besitzen  diejenigen  Vektorfelder  besonderes  Interesse,  welche  ebenen, 
homogenen  Wellenzügen  entsprechen.  Dieselben  besitzen  die  Eigen- 
schaft, dass  man  eine  Schar  paralleler  Ebenen  konstruieren  kann 
derart,  dass  in  allen  Punkten  einer  jeden  dieser  Ebenen  der  Feld- 
vektor dieselbe  Grösse  und  Richtung  hat.  Sind  die  ebenen  homogenen 
Wellen  longitudinal,  wie  in  der  Akustik,  d.  h.  ist  der  Feldvektor 
senkrecht  zu  den  Wellenebenen  orientiert,  so  verschwindet  der  curl 
des  Feldvektors.  Wendet  man  nämlich  den  Stokes'schen  Satz  (10) 
auf  ein  Rechteck  an,  das  man  parallel  oder  senkrecht  zu  den  Wellen- 
ebenen stellt,  so  verschwindet  stets  das  über  die  Begrenzung  er- 
streckte Linienintegral  L;  daher  verschwinden  die  drei  Komponenten 
des  curl  an  allen  Punkten  des  Feldes,  d.  h.  das  Feld  longitudinaler 
ebener  homogener  Wellen  ist  ein  potentielles^^. 

7.  SolenoMales  Feld.  Ist  das  Flächenintegral  F  (6),  welches  die 
Strömung  durch  eine  Fläche  f  hindurch  angiebt,  für  alle  im  Felde 
verlaufenden  geschlossenen  Flächen  gleich  Null,  so  verschwindet  nach 
(8)  im  ganzen  Felde  die  Divergenz  des  Feldvektors,  Derartige  Felder 
werden  y^gueUenfreief'  oder  ^^solenoidalef'^^)  genannt.  Letztere  Bezeich- 
nung ist  darauf  zurückzuführen,  dass  man  ein  quellenfreies  Feld  in 
ein  System  von  dünnen  Röhren  oder  Solenoiden  teilen  kann,  derart, 

32)  Wohl  zuerst  von  M.  O'Brien,  Cambr.  Trane.  8  (1847),  p.  608,  der  eine 
eigene  Symbolik  verwendet;  s.  auch  M.  Abraham,  Math.  Ann.  52  (1899),  p.  88; 
P.  Duhem,  J,  de  math.  (6)  6  (1900),  p.  249. 
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dass  die  Strömung  durch  die  einzelne  Röhre  für  alle  Querschnitte  der- 
selben die  gleiche  ist.  Die  Röhrenwände  werden  Ton  Stromlinien  ge- 
bildet. Man  konstruiert  sie  zweckmässig  so^  dass  für  alle  Röhren  der 
Betrag  der  Strömung  der  gleiche  ist.  Bringt  man  alsdann  ein  Flächen- 
elemept  von  bestimmtem  Flächeninhalt  an  verschiedene  Punkte  des 
Feldes^  so  giebt  die  Zahl  der  Röhren,  welche  das  Element  durchsetzen, 
ein  relatives  Maass  für  die  Komponente  des  Feldvektors  senkrecht 
zum  Elemente  an  der  betreffenden  Stelle  des  Feldes. 

Verlaufen  IJnstetigkeitsfiächen  im  Felde,  so  ist  es  dann  und  nur 
dann  ein  solenoidales,  wenn  nicht  nur  im  ganzen  Felde  die  räumliche 
Divergenz  (9),  sondern  auch  an  der  ünstetigkeitsfläche  die  Flächen- 
divergenz (9^)  verschwindet,  d.  h.  wenn  die  Normalkomponente  des 
Feldvektors  die  ünstetigkeitsfläche  stetig  durchsetzt. 

In  solenoidalen  Feldern  kann  man  die  Komponenten  des  diver- 
genzlosen Feldvektors  A  auf  folgende  Form  bringen: 

<Z>x;  9yy  ^m  siud  als  Komponenten  eines  axialen  Vektors  9  anzusehen; 
unterwirft  man  sie  der  Bedingung 

('^•)  %•  +  IJ  + '^' -  0. 

so  wird  *  yjVektorpotential'^  ^)  genannt. 

Mit  dem  curl  des  Feldvektors  hängt  das  Vektorpotential  durch 
die  Gleichungen  zusammen: 

^^     ^       dy         dz  ^  *''        dz        dx  ^  ^y' 

? -  = V'4> 

dx         dy  *' 

Ein  solenoidales  Feld,  dessen  Wirbel  im  Endlichen  liegen,  besitzt  stets 
ein  Vektorpotential**).  Über  seine  Berechnung  bei  gegebenen  Wirbeln 
vgl.  Nr.  10  dieses  Artikels. 

Ist  das  Feld  ein  ebenes,  d.  h.  entspricht  es  einer  ebenen  Flüssig- 
keitsströmung, die  etwa  in  der  (a?y)- Ebene  stattfinden  möge,  so  lautet 
die  für  queUenfreie  Strömung  charakteristische  Bedingung: 

J^  +  Ty   ~  ^*  < 

Ist  dieselbe  erfQllt,  imd  das  ebene  Feld  somit  solenoidal,  so  ist  die 


83)  MaxwtU,  TreaUse  St,  art.  404,  40Ö  u.  617. 

84)  Siehe  etwa  R  DN^em,  J.  de  math.  (5)  6  (1900),  p.  215. 
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gesamte  Strömung  durch  eine  Kurve,  die  zwei  Punkte  (a,  ß)  des 
Feldes  verbindet,  vom  Wege  (a,  ß)  unabhängig,  und  somit  dem  Zu- 
wachs ifß  —  i/a  einer  Funktion  ^(^r,  y)  des  Ortes  gleich  zu  setzen  ^^), 
die  yyStrofnfunkiionf'  genannt  wird.  Mit  ihr  sind  die  Komponenten  des 
Feldvektors  durch  die  Gleichungen  verknüpft 

(15)  ^=fj,     Ä,  =  -'£. 

Die  Stromfnnktion  kann  gedeutet  werden  als  jer-Komponente  des 
Yektorpotentiales;  die  anderen  beiden  Komponenten  des  letzteren  ver- 
schwinden in  ebenen  Feldern.  Auch  die  Theorie  der  Strömung  in- 
kompressibler  Flüssigkeiten  auf  gekrümmten  Flächen  wird  durch  Ein- 
führung einer  Stromfunktion  vereinfacht. 

In  analoger  Weise  werden  solemidale  axial- symmetrische  Felder 
behandelt^).  Legt  man  durch  die  Symmetrieaxe  des  Feldes  eine 
Ebene,  und  verbindet  zwei  Punkte  (a,  ß)  derselben  durch  eine  Kurve 
A,  so  ist  die  gesamte  Strömung  durch  die  Fläche,  welche  durch 
Rotation  der  Kurve  A  um  die  Symmetrieaxe  entsteht,  vom  Wege  X 
unabhängig,  und  somit  dem  Zuwachs  2^(^^  —  ^a)  einer  Funktion 
2;r^  gleichzusetzen,  die  nur  vom  Orte  in  jener  Ebene,  also  etwa  dem 
Abstand  q  von  der  Axe,  und  dem  Abstand  z  des  auf  die  Axe  gefäll- 
ten Lotes  vom  Anfangspunkte  abhängt.  Die  Komponenten  des  Feld- 
vektors parallel  bezw.  senkrecht  zur  Symmetriaxe  sind 

(15')  A,=  -^p^,    ^.=-|7- 

In  dem  Felde  homogener  ebener  transversaler  Wellen  verschwindet 
die  Divergenz  des  Feldvektors.  Dieses  ergiebt  sich  durch  Anwendung 
des  Gaus^schen  Satzes  (8)  auf  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped,  von 
dem  ein  Paar  gegenüberliegender  Seiten  in  Wellenebenen  fällt.  Das 
Feld  d>ener  homogener  transversaler  Wellen  —  z.  B.  der  elektro- 
magnetischen —  ist  daher  ein  solenoidales^^). 

8«  Laplaoe*80lie8  Feld.  Ein  Vektorfeld,  welches  zugleich  poten- 
tiell und  selenoidal  ist,  besitzt  ein  skalares  Potential,  welches 
der  Laplace^schen  Gleichung  V^tp  =  0  genügt;  es  wird  daher  „i^- 
plac^sches  Feld"  genannt**').  Seine  Theorie  ist  in  dem  Art.  über 
Potentialtheorie  IIA  7b  behandelt  worden. 


86)  Lagrange ^  Oeuvres  4,  p.  720;    W.  J.  M.  Rankine,  Lond.  Phil.  Trans. 
1871,  p.  276. 

86)  G.  G.  Stakes,  Cambr.  Trans.  7  (1842)  =  Papers  1,  p.  14;  TT.  J.  M.  Eamr 
hme,  Phil.  Trans.  1871,  p.  278. 

86')  Maxwell,  Treatise  I,  art.  96  b. 
Saoxklop.  d.  m»ik  Wiwtnioh.   IV  8.  8 
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Ein  ebenes  Laplace'sches  FM  besitzt  femer  eine  Stromfunktion 
^,  die  mit  dem  Potential  9  nach  (15)  durch  die  Gleichungen  ver- 
knüpft ist 

r^o\  ^9 ?^^ ?^ 

^     ^  dx        dy'dy        dx 

Diese  Gleichungen  sind  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedin- 
gungen dafür^  dass  ( — 9  +  ifi)  eine  Funktion  des  komplexen  Argu- 
mentes (x  +  yi)  ist  (s.  n  B  1).  Durch  Einführung  dieser  Punktion 
und  Verwendung  der  in  der  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen 
Yariabeln  gebräuchlichen  Methoden  erfahrt  die  Theorie  ebener  Laplace- 
scher  Felder  eine  erhebliche  Vereinfachung. 

9.  Fläohennormales  Vektorfeld.  Ein  Vektor  J.  ist  an  allen 
Punkten  des  Feldes  senkrecht  zu  einer  Flächenschar  f  =  constans 
orientiert,  wenn  er,  der  Richtung  nach,  mit  dem  GefäUe  —  Vf  über- 
einstimmt, und  nur  der  Intensität  nach  durch  einen  Faktor  ^,  der 
eine  Funktion  des  Ortes  ist,  von  dem  Gefälle  möglicherweise  abweicht. 
Ein  flächennormaler  Vektor  steht  mithin  zu  zwei  Skalaren  /*,  g  in 
der  Beziehung  Ä  =  —  5^ V/*.  Damit  ein  Vektor  A  einer  derartigen 
Gleichung  genüge,  muss  es  möglich  sein,  das  Differential 

A^dx  '\-  Aydy  +  A,dz 

mit  Hülfe  eines  integrierenden  Divisors  g  zu  einem  vollständigen 
Differential  zu  machen.     Die  Bedingung  hierfür 

(dA„       dA\  /dA^       dA\  /dA^       dA\ 

besagt  geometrisch,  dass  der  Vektor  A  an  allen  Punkten  seines  Feldes 
der  Ebene  seines  curl  parallel  ist^'^). 

W,  Thomson  nennt  flächennormale  Vektorfelder  „towjpfer-iatweßar^'  *^). 
Wie  A,  Clehsch  gezeigt  hat,  lässt  sich  jedes  Vektorfeld  in  der  Form 
A  =  —  Vg) — gS/f  darstellen **),  also  als  Superposition  eines  poten- 
tiellen und  eines  fiächennormalen  Vektorfeldes  auffassen. 

10«  Zerlegung  des  Vektorfeldes  in  ein  potentielles  und  ein 
solenoYdales  Feld.  Ein  unbegrenztes  Vektorfeld,  dessen  Komponen- 
ten im  UnendUchen  mindestens  von  der  2*«"  Ordnung  unendHch  klein 
werden,  kann  stets  als  Superposition  eines  potentiellen  und  eines 
solenoidalen   Feldes   angesehen   werden.     Ist   A   der  Feldvektor,    so 


37)  A.  Sommerfeld^  Deutsche  Math.-Y.  6  (1897),  p.  124;  8.  auch  P.  Appell, 
Trait^  de  m^canique  rationelle  8,  1900,  p.  16. 
88)  A.  Cld>9ch,  J.  f.  Math.  66  (1859),  p.  1. 
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setzt  man  Ä^=  Ä'  -{-  A'\  div  A'  =  0,  curl  A"  =  0  und  ordnet  durch 
die  Gleichungen 

^'=  curl  0',  div  <I>'  =  0;     A" Vy" 

dem    solenoidalen   Teile    ein   Vektorpotential,   dem   potentiellen   ein 
skalares  Potential   zu.     Letztere   haben   nach   (13)  ^  (1^0    ^^^   ^^^i~ 

chungen  zu  genügen 

dA         dA 

,     ,        dA^       dA, 
'        oz         dx 


—  v^«;  = 


ox         oy 

aus  denen  die  Werte  von  9",  Ojj  4>y',  0/  in  einem  beliebigen  Punkte 
{xyz)  der  Feldes  nach  den  Regeln  der  Potentialtheorie  zu  berechnen 
sind.    Stellt  r  die  Entfernung  vom  Raumelement  dx^  dar^  so  hat  man 

9"=  rJfr-T  (d-  A, 

Die  2**  Gleichung  ist  eine  Vektorgleichung,  sie  ersetzt  die  drei  Glei- 
chungen für  die  Komponenten  von  0\  die  man  erhält,  wenn  man 
den  curl  in  seine  Komponenten  zerlegt.  Hierdurch  ist  die  Zerlegung 
in  den  potentiellen  und  den  solencndalen  Teü  vollendet^  und  gleichzeitig 
das  Vektorfeld  durch  die  Werte  seiner  Divergenz  und  seines  curl  ein- 
deutig bestimmt  ^^),  Auf  den  Fall,  dass  UnstetigJceitsflächen  im  Felde 
verlaufen,  ist  das  Resultat  leicht  zn  übertragen,  indem  man  entsprechende 
Flachenintegrale  hinzufügt,  welche  von  der  Flächendivergenz  (9')  und 
dem  Flächencurl  (11')  abhängen'^). 

Begrenzte  Felder  kann  man  auf  unendlich  viele  verschiedene 
Arten  in  ein  quellenfreies  und  ein  wirbelfreies  Feld  zerlegen  ^^).  Man 
kann  etwa  das  skalare  Potential  so  bestimmen,  dass  der  potentielle 
Teil  des  Feldes  nicht  nur  im  Innern  die  verlangten  Vierte  der  Diver- 
genz, sondern  auch  an  der  Begrenzung  die  dem  Gesamtfeld  vorge- 
schriebenen Werte  der  Normalkomponente  annimmt;  dann  ist  das 
Vektorpotential  zugleich  bestimmt  Oder  man  er^nzt  das  begrenzte 
Vektorfeld  in  stetiger  Weise,  indem  man  ausserhalb  der  Grenzfläche 

39)  G.  G.  Stokes,  Cambr.  Trans.  9  (1850),  p.  1  »=  Papers  2,  p.  255  ff. 
89')  L.  Donati,  Bol.  Mem.  (6)  7  (1897),  p.  1—26. 

40)  A,  CUhschy  J.  f.  Math.  61  (1868),  p.  195;  E.  BeUi,  Nuovo  Cim.  (2)  7 
(1872),  p.  75;   H,  HdmhoUz,  J.  f  Math.  65  (1858),  p.26ff. 

2' 
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Quellen  und  Wirbel  derart  anbringt^  dass  das  innere  Feld  ungeändert 
bleibt,  und  bildet  die  entsprechenden  Werte  des  skalaren  und  des 
Vektorpotentials  mit  Hülfe  der  GL  (18). 

11.  Ableitung  neuer  Vektoren  und  Skalaren  aus  gegebenen 
Vektoren.  Aus  gegebenen  Vektoren  A^B,  C, . . .  kann  man  in  mannig- 
facher Weise  neue  Vektoren  ableiten,  deren  Komponenten  ganze  ratio- 
nale Fimktionen  der  Komponenten  der  gegebenen  Vektoren  imd  ihrer 
Differentialquotienten  nach  den  Koordinaten  sind.  H.  Burkhardt  hat 
untersucht^),  welches  die  allgemeinste  Form  der  so  zu  erhaltenden 
Vektoren  und  Skalaren  ist,  indem  er  die  formalen  Hülfsmittel  verwandte, 
die  in  der  Invariantentheorie  der  Algebraiker  ihre  Ausbildung  ge- 
funden haben.  Er  fährt  alle  abgeleiteten  Vektoren  auf  fünf  Typen 
zurück,  die  durch  folgende  Operationen  entstehen: 

a)  Geometrische  Addition  von  Vektoren. 

b)  Bildung  des  äusseren  (vektoriellen)  Produktes  aus  je  zwei 
der  gegebenen  Vektoren  Ä,  JB,  C,  •  •  •,     \_ÄE]  u.  s.  w. 

c)  Anwendung  der  Operationen  curl,  V  div,  V*  auf  die  gegebe- 
nen Vektoren. 

d)  Kombination  der  gegebenen  Vektorkomponenten  zu  einem 
neuen  Vektor,  dessen  Komponenten  von  der  Form  sind 


A. 

SB, 

dx 

+  A 

dB, 

dy 

+  A, 

dz  ' 

A. 

dx 

+  A 

dB, 

dy 

+  A, 

dB, 

dz  ' 

A. 

dB, 

+  A, 

dB, 

^•1 

+  A, 

dB, 

Heaviside  schreibt^*)  diesen  Vektor  {AV)B,  Ist  A  ein  Einheitsvektor, 
so  giebt  {AV)B  den  auf  die  Längeneinheit  berechneten  Zuwachs  an, 
den  der  Vektor  B  erfährt,  wenn  man  in  der  durch  A  angezeigten 
Richtung  fortschreitet. 

e)  Multiplikation  der  gegebenen  und  der  neuen  Vektoren  mit 
drei  Skalaren,  nämlich  dem  inneren  Produkte  zweier  Vektoren,  dem 
Quadrate  der  Länge  und  der  Divergenz  eines  Vektors. 

Bei  der  Reduktion  auf  eine  dieser  Formen  sind  insbesondere 
folgende  Rechnungsregeln  von  Nutzen*^)  ^'): 

(19)         div,v^=  |£ .  15  +  |i .  g  +  U .  |£  +  ,VY, 

(19')  div  \AE\  =  Bc\a\A  —  Ae\a\B, 

(20)  curl  curl  ^  =  V  diy  ^  —  VM . 
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Integriert  man  die  61.  (19)^  (19')  über  einen  Raum  t,  und  formt 
die  linken  Seiten  mit  Hülfe  des  Gauss^schen  Satzes  (8)  in  Flächen- 
integrale  um,  so  führt  die  erste  zu  dem  Green' sehen  Satze  ^^),  die 
zweite  zu  einer  ganz  analogen  Umwandlung  eines  Baumint^rals  in 
ein  Oberflächenintegral. 

H,  BurJchardt  zieht  nur  Drehungen  des  Koordinatensystems  in 
Betracht,  und  unterscheidet  demgemäss  nicht  zwischen  polaren  und 
axialen  Vektoren.  Man  kann  indessen  seine  Resultate  durch  folgende 
Regel  ergänzen:  Sind  die  bei  Drehungen  des  Koordinatensystems  sich 
wie  Vektorkomponenten  transformierenden  Ausdrücke  Produkte  von 
n  Vektorkomponenten,  so  sind  sie  Komponenten  eines  polaren  Vektors, 
wenn  n  ungerade,  eines  axialen,  wenn  n  gerade  ist;  Differentiation  nach 
einer  Koordinate  ist  äquivalent  der  Multiplikation  mit  der  Kompo- 
nente eines  Vektors  in  Richtung  der  betreffenden  Koordinate.  Dem- 
gemäss ist  z.  B.  der  curl  eines  axialen  VeJctors  ein  polarer  Vektor^). 

Wie  es  zweierlei  Arten  von  Vektoren  giebt,  die  sich  durch  ihr 
Verhalten  bei  Umkehrung  der  drei  Koordinatenaxen  unterscheiden,  so 
giebt  es  auch  zwei  Arten  skaiarer  Grössen.  Die  einen  behalten  ihr 
Vorzeichen  hei,  wenn  man  von  einem  rechten  Koordinatensystem  zu 
einem  linken  übergeht,  die  anderen  wechseln  es.  Zu  ersteren  gehört 
das  innere  Produkt  zweier  polarer  Vektoren,  die  Divergenz  eines 
polaren  Vektors, 'zu  letzteren  die  aus  den  Komponenten  von  3  polaren 
Vektoren   A,  B,C  gebildete  Determinante 

jAx  -A-y  A.Z 

Sx  JBy  Sa 

Cx    Cy    Cm  i 

deren  absoluter  Betrag  den  Rauminhalt  des  durch  jene  drei  Vektoren 
bestimmten  Parallelepipeds  angiebt.  Zu  den  Skalaren  der  zweiten  Art 
gehört  femer  die  Divergenz  eines  ojialen  Vektors.  Die  Unterscheidung 
zweier  Arten  skalarer  Grossen  ist  in  der  Mechanik  und  Physik  bisher 
nicht  üblich  gewesen  und  wird  daher  hier  nur  beiläufig  erwähnt. 

II.  Kinematik  und  Statik  der  Kontinna. 

12.  Homogene  Deformation.  Die  Deformation  eines  Körpers, 
der  stetig  den  Raum  erfüllt,  sieht  man  in  der  Elastizitätstheorie  als 
bestimmt  an,  wenn  man  die  Lage  aller  Punkte  des  Körpers  vor  und 


41)  G.  öreen^  Essay  on  the  application  of  mathematical  aualysis  to  tfae 
theories  of  electricity  and  magnetism,  Nottingham  1828  =»  Papers,  p.  28  (s.  n  A  2, 
Nr.  47). 
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nach  der  Deformation  kennt;  sie  ist  analytisch  darzustellen  durch  Glei- 
chungen; welche  jedem  Wertsystem  (xyz)  der  Koordinaten  vor  der 
Deformation  eineindeutig  ein  Wertsystem  (5^5)  der  Koordinaten 
nach  der  Deformation  zuordnen.  Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass 
diese  Gleichungen  linear  sind**) 

I  =  Ol  +  (1  +  a^^)x  +        a^^y       +       a^^z, 

(21)  1?  =  öj  +         »21^         +  (1  +  <hi)y  +        <hs^y 

S  =  ÖS  +         <hl^         +  «32^        +  (1  +  <hz)^' 

Eine  derartige  Transformation  des  Raumes  nennen  die  Geometer  nach 
A.  F,  Mobius  eine  affine^^);  W.  Thomson  und  P.  G.  Taü^)  bezeichnen 
die  entsprechende  Deformation  als  homogene  Deformation.  Strecken^ 
die  anfänglich  parallel  und  gleich  waren^  bleiben  auch  nach  der 
homogenen  Deformation  parallel  und  gleich.  Ebenen  bleiben  Ebenen^ 
wie  überhaupt  der  Grad  einer  Fläche  durch  eine  homogene  Deforma- 
tion nicht  geändert  wird;  Punkte,  die  anfänglich  auf  einer  Kugel 
lagen,  liegen  nachher  auf  einem  EUipsoide,  dem  sogenannten  Defor- 
maMonseUipsoide^).  Ein  Tripel  senkrechter  Halbmesser  der  Kugel  wird 
zu  einem  Tripel  konjugierter  Halbmesser  des  EUipsoids.  Es  giebt 
im  allgemeinen  nur  ein  Tripel  von  Halbmessern^  die  sowohl  vor  wie 
auch  nach  der  Deformaüon  a/uf  einander  senkrecht  stehen,  nämlich 
die  Hauptaxen  des  BeformaMonseUipsoids. 

13.  liineare  Vektorfaxiktion.  Man  kann  die  affine  Transfor- 
mation (21)  zusammensetzen  aus  einer  Translation  des  Körpers  mit 
den  Komponenten  aj,  a,,  Oj,  welche  den  Punkt  x  ^=  y  =^  z  =  0 
in  seine  endgültige  Lage  bringt,  und  einer  homogenen  linearen  Trans- 
formation, welche  diesen  Punkt  unverschoben  lässt.  Wir  fassen  wei- 
terhin nur  letztere  ins  Auge,  schreiben  also 

S  =  (l+aii)^+         «12^        +        <hl^y 

(22)  1?  =        a^^x       +  (1  +  (hi)y  +       «M^> 

£  =         <hx^        +         «82^         +  (1  +  «Bs)^- 

Ordnet  man  jedem  Punkte  des  Körpers  einen  Vektor  r  zu,  der  seinen 
Abstand  vom  Anfangspunkte  vor  der  Deformation  nach  Grösse  und 
Richtung  darstellt,  so   statuieren    die  Gl.  (22)   lineare   Beziehungen 


42)  A.  Cauchy,  Snr  la   condensation  et  la   dilatation   des  corps   solides. 
Exercices  de  mathämatiques  2,  1827,  p.  60 — 69. 

42')  A.  F,  Mäbius,  Der  baiyzentrische  Calcul,   Leipz.  1827,  p.  144  ff. 

43)  W.  Thomson  und  P.  Q.  Tau,  Natural  philosophy  1,  art.  155. 

44)  A.  Cauchy  ^  Exercices  de  math^matiques  1828,  8,  p.  237—244. 
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zwischen  den  Komponenten  {x  y  z)  dieses  Vektors  und  den  Komponen- 
ten (|i?5)  des  Vektors  p,  in  den  (r)  durch  die  Deformation  über- 
geführt wird.  Man  bezeichnet  zuweilen  schlechtweg  q  als  „lineare 
Funktion"  des  Vektors  r .  *^)  Die  Theorie  der  „linearen  Vektovfunktio- 
nenf^  ist  mit  Hülfe  symbolischer  Methoden  von  P.  6r.  Tait^^)  und 
namentlich  von  J,  W.  Gibbs^^)  entwickelt  worden.  Man  stellt  die 
lineare  Vektorfunktion  symbolisch  dar  durch  q  =  gjr,  wobei  g?  einen 
von  neun  Koeffizienten  abhängigen,  „linearen  Operator^^  bezeichnet. 
Man  kann  etwa  (p  schreiben: 

q)=^ia+jß'\-'kyy 

a  =  (1  -f  aji  +      a^sj        +        a^Jc, 

/3  =        ajji       +  (1  +  «22)^  +        «23*; 

y  =  Osii  +  a^J  +  (1  +  »33)*  • 
Ein  Aggregat  symbolischer  Produkte,  von  der  Art,  wie  q>,  nennt 
J.  W.  Gibbs  eine  „dyadi&'^^)\  gebraucht  man  sie,  wie  in  der  Gleichung 
Q  SS  gjr,  als  „prefactor'',  so  hat  man  die  Vektoren  a,  /J,  y,  welche 
an  zweiter  Stelle  stehen,  mit  r  nach  den  Gesetzen  der  inneren  Pro- 
duktbildung zu  vereinigen,  um  zu  den  Gl.  (22)  zu  gelangen.  Ge- 
braucht man  sie  dagegen  als  „postfactor'',  d.  h.  bUdet  man  den  Vektor 
Q^=rtpy  so  hat  man  r  mit  den  an  erster  Stelle  stehenden  Vektoren 
der  „dyadic"  zu  vereinigen.  Es  ist  daher  Q=(prj  wo  g}'=ai-{-/3j-|"y* 
der  „jerw  tp  konjugierte  Operator^*  ist.  Wir  gehen  auf  die  symbolische 
Behandlungsweise  der  linearen  Vektorfunktionen  nicht  näher  ein, 
weil  die  meisten  der  hier  in  Betracht  kommenden  kinematischen  Be- 
ziehungen zuerst  mit  Hülfe  der  Koordinatenmethoden  abgeleitet  wor- 
den sind. 

14.  Zerlegung  in  reine  Deformation  and  Botation.  Man  kann 
die  Frage  aufwerfen,  welche  Richtungen  durch  die  homogene  Defor- 
mation (22)  nicht  geändert  werden.  Diese  Richtungen  bestimmen 
sich  aus  einer  Gleichung  dritten  Grades*^,  letztere  hat  entweder  eine 
reelle  Wurzel,  oder  deren  drei;  der  erste  Fall  tritt  beispielsweise  ein, 
wenn  die  Deformation  in  eine  Rotation  ausartet;  im  zweiten  Fall  giebt 
es  drei  im  allgemeinen  schiefwinklige  Richtungen  im  Körper,  die  durch 
die  Deformation  nicht  geändert  werden.  Stehen  die  drei  RidUungen,  die 
durch  die  Deformation  nicht  geändert  werden,  auf  einander  senkrecht, 


46)  P.  G.  Tait^   An   elementary   treatise   on  quaternions,    Cambr.   1.  ed. 
1867,  2.  ed.  1874,  8.  ed.  1890;  W.  K.  CUfford,  Elements  of  dynamic,  1,  p.  162. 

46)  J.  TF.  Gibbs,  Vector  Analysis,  New-Haven  1881/84,  chap.  III. 

47)  Thomon-Tait,  Nat.  phil.  1,  art.  181. 
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SO  heisst  die  Deformation  eine  reine  **).  Bei  einer  reinen  Deformation 
ändern  demnach  die  Hauptaxen  des  Deformationsellipsoids  ihre  Lage 
im  Räume  nicht.  Dafür,  dass  die  Deformation  (21)  eine  reine  ist; 
reichen  hin  und  sind  notwendig  die  Bedingungen:  ^1=0^3;  ^s^^^^s? 
a^j  =  a3i.*®)  Lineare  Vektorfunktionen,  die  dieser  Bedingung  ge- 
nügen, nennt  man*^)**)  selbstkonjugiert  oder  st/mmeirisch. 

Man  kann  eine  beliebige  homogene  Deforfnation  stets  hervorgebracht 
denken,  indem  man  zuerst  durch  eine  Botaticn  des  Korpers  ais  eines 
starren  die  Hauptaaen  des  Deformationsellipsoids  in  die  endgültige  Lage 
überführt  und  dann  durch  eine  reine  Deformation,  d.  h.  durch  Dehnung 
der  zu  jenen  Axen  parallelen  Geraden,  die  verlangte  Formänderung 
herstellt  Führt  man  zuerst  die  reine  Deformation,  und  dann  die 
Rotation  aus,  so  ist  die  Lage  der  Rotationsaxe  im  Räume  eine  an- 
dere*^). Die  beiden  Operationen,  deren  Produkt  die  allgemeine  homo- 
gene Deformation  ist,  verhalten  sich  insofern  verschieden,  als  die 
Rotationen  eine  Gruppe  bilden,  die  reinen  Deformationen  dagegen  nicht; 
vielmehr  geben  zwei  reine  Deformationen,  mit  verschiedenen  Haupt- 
axen, nach  einander  ausgeführt,  im  allgemeinen  keine  reine  Defor- 
mation**). 

16.  Andere  Zerlegungen.  Ausser  den  angeführten  Arten,  die 
allgemeine  homogene  Deformation  als  Produkt  einfacherer  Transfor- 
mationen darzustellen,  giebt  es  noch  eine  Reihe  anderer.  Unter  den 
speziellen  Deformationen,  die  hierbei  in  Betracht  kommen,  spielt  die 
einfache  Scherung  oder  Schiebwng  (engl,  shear,  franz.  glissement)  eine 
Rolle.  Bei  einer  Scherung  bleiben  die  Punkte  einer  bestimmten 
Ebene  in  ihrer  ursprünglichen  Lage;  alle  anderen  Punkte  werden 
parallel  einer  in  jener  Ebene  festen  Geraden,  in  einem  dem  Abstände 
von  der  Ebene  proportionalen  Masse  verschoben^). 

Eine  von  P.  6r.  Tait^^)  angegebene  Darstellung  der  allgemeinen 
homogenen  Deformation  als  Resultante  zweier  einfacherer  Deforma- 
tionen, nämlich  einer  reinen  Deformation  und  einer  Drehung  des 
Körpers  um  einen  rechten  Winkel,  die  mit  einer  gleichförmigen  Deh- 
nung aller  zur  Drehaxe  senkrechten  Geraden  verbunden  ist,  ist  mit 
der  Zerlegung  der  allgemeinen  linearen  Vektorfunktion  in  den  sym- 
metrischen und  den  antisymmetrischen  Teil  (vgl.  Nr.  16  dieses  Art.) 
identisch.    Die  Resultante  der  beiden  Deformationen  ist  dabei  in  der 


48)  Thomson-Tait,  Nat.  phil.  1,  art.  182—186. 

49)  P.  G.  Tait,  Edinb.  Proc.  1872  =  Papers  1,  p.  194—198,  stellt  die  Zer- 
legung durch  Quatemionen  dar. 

60)  Thomsm-Tait,  Nat.  phil.  art.  170  ff. 
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Weise  zu  bilden  ^  dass  man  die  entsprechenden  Verschiebungen  zu 
ihrer  geometrischen  Summe  vereinigt;  diese  giebt  die  resultierende 
Verschiebung  an. 

16.    Unendlioh  kleine,  insbesondere  heterogene  Deformation. 

Die  Zusammensetzung  verschiedener  Deformationen  gestaltet  sich 
wesentlich  einfacher^  wenn  die  entsprechenden  Verschiebungen  (5  —  Xy 
rj  —  y,  g — 0)  der  Punkte  des  Körpers  so  klein  sind,  dass  die  Quadrate 
und  Produkte  der  Koeffizienten  a^,  •  •  •,  033  der  Gl.  (22)  neben  diesen 
Koeffizienten  selbst  zu  vernachlässigen  sind.  Führt  man  solche  un- 
endlich kleine  Deformationen  nach  einander  aus,  so  addieren  sich  die 
entsprechenden  Koeffizienten,  d.  h.  die  Verschiebungen  setzen  sich  zu 
ihrer  geometrischen  Summe  zusammen.  Mithin  ergeben  zwei  unend- 
lich kleine  reine  Deformationen,  nach  einander  ausgeführt,  wiederum 
eine  unendlich  kleine  reine  Deformation.  Die  Zerlegung  der  unend- 
lich kleinen  homogenen  Deformation  in  reine  Deformation  und  Rota- 
tion (Nr.  14)  entspricht  der  Zerlegung  der  linearen  Vektorfwnhtion 
in  einen  symm^etrischen  und   einen  antisymmetrischen  Bestandteil;   die 

reine  Defortnation  hängt  von  den  Koeffizienten  a^i,  o^j;  ^>  T  '*  ^ 
^'"T"^' ;  ^' o  ^'  des  symmetrischen,  die  Rotation  van  den  Koeffijsienten 

y(«82  —  ^s)>  yKs—  «8i)j  yKi  —  »1«)  ^  antisymmetrischen  Teiles 

ab;  letztere  stellen  die  Komponenten  der  Rotation  dar,  d.  h.  die  un- 
endlich kleinen  Rotationen  um  die  Koordinatenaxen,  welche  sich  zu 
der  resultierenden  Drehung  nach  dem  Gesetze  des  Parallelepipeds 
vereinigen. 

Die  Theorie  der  heterogenen  Deformationen  lässt  sich  auf  die  der 
homogenen  zurückführen.  Es  lassen  sich  nämlich  die  stetigen  Funk- 
tionen des  Ortes,  welche  die  Verschiebungskomponenten  (u,  v,  w) 
darstellen,  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  (x^,  y^,  z^  in  eine  Tay- 
lor'sche  Reihe  entwickeln^).  Nimmt  man  den  Bereich  so  klein  an, 
dass  die  Reihe  mit  dem  linearen  Gliede  abgebrochen  werden  kann, 
also  die  Gleichungen  gelten: 

(23)    .  =  ,  -  y  =  r„  +  (f^)^(x  -  x,)  +  (|j)/y-yo)  +  (^^^C^  -  ^o), 

«'  =  s-«'=«'o+(|l)/^-^o)  +  0„(y-yo)+(|f\(^-^o), 

80  kann  die  Deformation  als  innerhalb  dieses  Bereiches  homogen  an- 
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gesehen  werden  ^^).  Die  Verschiebung  aller  Punkte  des  Bereiches 
stellt  sich  daher  nach  Nr.  13  dar  als  Produkt  einer  Translation^  die 
den  Punkt  Pq  in  seine  endgültige  Lage  überführt,  einer  Rotation  und 
einer  reinen  Deformation.  Die  Deformation  eines  Bereiches,  welcher 
einen  beliebigen  Punkt  P  umgiebt,  hängt  somit  von  den  neun  Diffe- 
rentialquotienten  der  Verschiebungskomponenten  nach  den  Koordi- 
naten ab.  Sind  insbesondere  diese  neun  Differentialquotienten  unend- 
lich klein,  so  hängt  die  Rotation  des  Bereiches  von  den  Grössen 

m 

ab,  welche  A,  Cauchy^^)  „mittlere  Rotationen  der  Volumelemente'' 
nennt;  dieselben  sind  mit  den  halben  Komponenten  des  curl  (s.Nr.  6) 
des  Verschiebungsvektors  identisch.  Die  Formänderung  ist  durch  die 
Grössen 

^^^  ^  dx^dy^dz'     dy'^dz^     dz'^dx'     dx^dy 

bestinmit,  auf  deren  kinematische  Bedeutung  wir  in  Nr.  18  ein- 
gehen werden.  Aus  den  obigen  Überlegungen  folgt,  dass  man  jede 
unendlich  Tdeine  Verschiebung  eines  Jcontinrnerlichen  Mediums,  beispiels- 
weise die  in  einem  unendlich  kleinen  Zeitintervalle  stattfindende  Flüs- 
sigkeitsbewegung, darsteilen  kann  als  Swperposition  einer  Translation, 
einer  RotaHon  und  einer  DilcUation  nach  drei  senkrechten  Richtungen  ^^),  ^). 
Von  J,  Bertrand  sind  andere  Zerlegungen  angegeben  worden;  die 
Einwände,  welche  dieser  Autor  gegen  die  Zulässigkeit  der  obigen 
Zerlegung  erhob,  haben  sich  bei  der  Diskussion^)  als  unberechtigt 
herausgestellt 

17.  Formändemng  (engl,  strain)  ^^)  bei  homogener  Deformation; 
Tensoren.  Für  die  Elastizitätstheorie  ist  die  Formänderung  von 
weit  grösserer  Wichtigkeit,  als  die  Translation  und  Rotation,  da 
nur  die  Formänderung  elastische  Krafte  hervorruft,  nicht  aber  eine 
Bewegung  des  Körpers  als  eines  starren.  Daher  ist  es  notwendig, 
zu  imtersuchen,  von  welchen  Grössen  die  Formänderung  abhängt;  wir 
führen  dieses  zunächst  für   die  homogene  Deformation  (22)  aus,  auf 


51)  G.  G.  Stokes,  Cambr.  Trans.  8  (1845),  p.  287=  Papers  1,  p.  75. 

52)  A.  Cauchy,  Exercices  d'analyse  et  de  pfaysique  math^matique  2  (1841), 
p.  802—380. 

58)  Ä  HelmhoUz,  J.  f.  Math.  55  (1858),  p.  25  ff. 

54)  J.  Bertrand,  Par.  C.  R.  66  (1868),  p.  1227;  67  (1868),  p.  267,  469,  773; 
H.  HelmhoUz,  Par.  C.  R.  67  (1868),  p.  221,  754,  1034;  a.  auch  E,  Beltrami,  Tor. 
Mem.  (8)  1  (1871),  p.  482. 
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die  sich  die  heterogene  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (23)  zurückfuhren 
lässt.  Die  Formänderung  eines  Körpers  ist  offenbar  bestimmt,  wenn 
man  die  Abstände  aller  Punkte  des  Körpers  vor  und  nach  der  Defor- 
mation keriht;  wie  wir  oben  erwähnten  (s.  Nr.  12),  sind  die  Längen 
zweier  paralleler  Strecken  nach  der  homogenen  Deformation  gleich, 
wenn  sie  vor  derselben  gleich  waren.  Ddher  ist  die  Formänderung 
hei  einer  homogenen  Deformation  (22)  eindeutig  bestimmt  durch  die 
Längenändenmg  aUer  vom  Anfangspunkte  ausgehenden  BadienveJctoren  ^^). 
Ist  aber  r  die  Länge  eines  vom  Anfangspunkte  nach  dem  Punkte 
(xye)  gezogenen  Vektors  vor  der  Deformation,  q  die  Länge  des  ent- 
sprechenden Vektors  nach  derselben,  so  ist  gemäss  Gl.  (22): 

(24)  p^  =  r*  +  2 [6x -a?*  +  ^ •  y^  +  ß* •  ^^  +  5^^* •  y^+ffzx •  sfoc-hgx'y'Xy], 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

ex  =  «11  +  yK'  +  <hi^  +  ^i*)> 

(25)  ^y  =  «Ä2  +  Y  (*«"  +  ^2^  +  «3«*)  ^ 

«*   =  0^38  +  y(^8'  +  ^3'  +  «38*)  ; 

g»x  =  ötjs  +  032  +  («12  •  «13  +  «22  *  «23  +  «82  •  «83)? 

(25')  g,j,  =  «31  +  «18  +  («13  •  «11  +  «28  •  «21  +  «83  •  «Sl); 

gxi,  =  «18  +  «21  +  («11  •  «12  +  «21  •  «22  +  «81  *  «82)' 

Durch  diese  sechs  Grössen  ist  die  Formänderung  bestimmt^^).  Für  den 
Winkel,  welchen  zwei  beliebige,  anfangs  mit  den  Vektoren  r^,  r,  zu- 
sammenfallende Strecken  nach  der  Deformation  einschliessen,  erhält 
man  die  Gleichung 

(26)  Qi'Q2'OOs{QiQ^)  =  rir^co&{r^r^)-\'[2e:,-x^'X^+2ej,-yi'y^-{'2e,'Zi'Z^ 

+fl'y.(yi^2+^iy2)+5'*«(^i^2+^i^2)+fl'*ir(i«^iy2+yi^)]- 

Die  kinematische  Bedeutung  der  sechs  Grössen  Cx^-  -  -, gxy  ergiebt 
sich  aus  den  Gl.  (24)  und  (26).  Es  seien  x,  y,  z  drei  Strecken,  die 
anfanglich  in  die  Koordinatenaxen  fielen,  a,  6,  c  die  Strecken,  in 
welche  sie  durch  die  Deformation  übergeführt  werden.     Dann  ist^): 

,e\n\  ^"~^  &*--  y'  C*— -  £r" 

(27')       ^y,  =  ^cos(6c),    5'.*  =  j^cos((ja),    gf.y  =  ^.cos(a6). 


66)  A.  E.  H.  Love,  Treatise  on  the  mathematical  theory  of  elasticitj,  1, 
chap.  1,  Cambr.  1892. 

66)  G.  Green,  Cambr.  Trans.  1839  »  Papers  p.  293--311. 
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Die  ersten  drei  Grössen  gehen  also  die  halben  relativen  Änderungen  der 
Quadrate  der  Strecken  an,  welche  anfänglich  in  die  Koordinaienaocen 
fielen,  die  letalen  drei  bestimmen  die  Winkel^  welche  diese  Stecken  nach 
der  Deformation  einschliessen. 

Führt  man  ein  neues  rechtwinkliges  Koordinatensystem  (x\y\z) 
ein^  so  folgt  aus  OL  (24),  da  die  Längen  r,  q  der  Radienvektoren 
vor  und  nach  der  Formänderung  vom  Koordinatensystem  unabhängig 
sind,  dass  der  Ausdruck 

(28)  e:c'X^  +  ej,'y^-{'e,'Z*'{-gyz'yz  +  g,^'gx  +  g^y'Xy 

invariant  gegen  Koordinatentransformationen  ist. 

Ebenso  ist  der  aus  den  Komponenten  -4«,  -4y,  -4,  eines  Vek- 
tors gebildete  Ausdruck: 

(280    (Ä,'  X  +  Ay  '  y  +  A,^  zy  =  AI  ^  x^  +  AI  •  y»  +  A]  •  z' 

+  2AyAM  -yz  +  2AgAx'Zx  +  2AxAy'  xy 

Tom  Koordinatensystem  unabhängig.  Mithin  sind  die  6  Koeffizienten 
von  x^,  y^,  z^,  2y0y  2jsx,  2xy,  in  den  Ausdrücken  (28),  (28')  zu 
einander  kogredient  (s.  Nr.  2  dieses  Art.).  Die  Transformations- 
formeln, nach  denen  die  sechs  Grössen  Cx,  Cyy  e,,  -^g^t,  -^gtxj  yfl'xy 

auf  wechselnde  Koordinatensysteme  umzurechnen  sind,  sind  identisch  mit 
den  für  die  Quadrate  und  Produkte  AJ,  Ay\  A^,  AyA»,  A,Axj  A^Ay 
von  Vektorkomponenten  geltenden.  Jenen  Komplex  von  sechs  Grossen 
nennt  J,  W.  Gtftfo")  „right  tensor^^  W.  Voigt  ^)  bezeichnet  ihn  als 
„TensortripeV*  („triple  tenseu/^  franz.),  die  6  Grössen  selbst  als  „Tensor- 
komponenten^^  und  überträgt  diese  Namen  a^f  andere  Grössensysteme, 
welche  sich  in  derselben  Weise  auf  wecJiselnde  Koordinaienaa>en  trans- 
formieren. Diese  Bezeichnungsweisen  sind  dadurch  gerechtfertigt,  dass 
man  (s.  Nr.  14)  die  Formänderung  stets  als  reine  Deformation,  d.  h. 
als  Produkt  dreier  Dehnungen  der  Hauptaxen  des  Deformationsellip- 
soids  betrachten  kann. 

Die  Hauptaxen  des  Deformationsellipsoids  (Nr.  12)  ändern  bei 
der  Deformation  ihre  Winkel  nicht,  man  kann  daher  ihre  anfängliche 
Ls^e  ermitteln,  indem  man  das  Tripel  senkrechter  Radienvektoren 
sucht,  für  das  gy','  =  g^'x'  =  gxy  =  0  ist.  Diese  Richtungen  fallen  zu- 
sammen mit  den  Hauptaxen  der  Flächen  zweiten  Grades 

57)  J.  W.  Gihhs,  Vector  AnalysiB,  New-Haven  1881/84,  p.  67.  Der  Name 
„Tensor'*  wird  zuweilen  auch  in  abweichender  Bedeutung  gebraucht.  Vgl. 
Anm.  5'. 

68)  W.  Voigt,  Die  fundamentalen  phTsikalischen  Eigenschaften  der  Kry- 
stalle,  Leipz.  1898,  p.  20  ff. ;  Rapport,  Paris  1900  u.  Gott,  Nachr.  1900,  Heft  2, 
p.  4  ff. 
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(29)       x^e^  +  y%  +  z^e,  +  yzgy,  +  zxg,^  +  xyg^^y  =  +  1^ 

deren  Radienvektoren  nach  61.  (24)  alle  die  nämliche  Zunähme  oder 
Abnahme  des  Quadrates  ihrer  Länge  erfahren.  Ergiebt  in  (29)  das 
obere  Vorzeichen  ein  reelles  EUipsoid^  so  werden  alle  Radienvektoren 
gedehnt;  ergiebt  das  untere  ein  reelles  Ellipsoid,  so  werden  alle  kon- 
trahiert. Bestimmt  GL  (29)  zwei  konjugierte  Hyperboloide,  so  werden 
die  Radienvektoren  des  einen  Hyperboloids  bei  der  Formänderung 
verlängert,  die  des  anderen  verkürzt.  Die  Bestimmung  der  Hauptaxen 
dieser  Flächen  hängt  von  der  Gleichung  dritten  Grades  ab; 


Cx <y 

1 

1 

2  </*x 

^^^y 

By   tf 

1 

1 

29»x 

^^y' 

e. 

=  0, 


deren  Invarianten*^ 

(30)     ^  +  ey  +  c,,    eyC,  +  e,C;,  +  exCy  —-^{gh+gtx  +  V^y), 

ex'  ey'  e,  -^  -^  (ßy,-  g,x'  gxy  —  e^-git  —  ey-gU  —  et-gly) 
die  primitiven  Invarianten  des  Tensortripds  sind. 

18.  Unendlioh  kleine  heterogene  Formänderung;  Tensorfelder. 

In  der  Mechanik  der  Eontinua  beschränkt  man  sich  in  der  Regel  auf 
die  Betrachtung  unendlich  kleiner  Formänderungen,  d.  h.  solcher,  bei 
denen  die  relativen  Längenänderungen  und  die  Winkeländerungen  so  kleine 
Werte  besitzen,  dass  ihre  Quadrate  und  Produkte  zu  vernachlässigen 
sind.  In  diesem  Falle  gewinnen  die  sechs  Komponenten  (27),  (27") 
des  Tensortripeis  eine  vereinfachte  Bedeutung.  Die  ersten  drei  Kom- 
ponenten stellen  die  relativen  Längenänderungen  dar,  welche  anfänglich 
in  die  Koordina^enaxen  fallende  Geraden  erfahren  ^  die  letzten  drei  die 
VerJdeinerungen  der  ursprünglich  reckten  Winkel  ^  welche  jene  Geraden 
einschliessen.  Diese  Dünungen  und  Gleitungen  (franz.  dilatations  et 
glissements,  engl,  extensions  and  shears  oder  slides,  ital.  dilatazioni  e 
scorrimenti)  werden  also  bei  einer  unendlich  kleinen  Formänderung 
durch  die  GL  (25),  (25')  bestimmt. 

Wie  wir  in  Nr.  16  gesehen  haben,  kann  man  die  heterogene  De- 
formation auf  die  homogene  mit  Hülfe   der  Gl.  (23)   zurückfiihren. 


59)  W.  J.  M,  Bankine,  On  axes  of  elasticity  and  crystalline  forms,  Lond. 
Phil  Trans.  146  (1866),  p.  261  ff. 
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Demnach  sind  die  Dehnungen  und  Oleitungen  bei  einer  unendlidh  kleinen 
heterogenen  Formänderung^)^): 


~  aa:  +   2  \\dx)    +  \dx)    +  \dx)  )' 


(31) 


dw    ,     1  //du\^    ,    (dv\'^    ,    (dw\^\. 
^    ,    a«?    ,    /^tt    du  j^dv    dv    .dfß    dw\ 

^''  ~  äS  "T"  ä7  "^  lä7 '  ä5  '  ä7  *  äx  ■+"  äl '  ä5/ ' 

^'^  ~dy  '^dx'^Xdx'dy'^dx'd^'^di'dy)' 

Diese  Dehnungen  und  ßleitungen  transformieren  sich  auf  wechselnde 
Koordinatensysteme  wie  Tensorkomponenten.  Bei  einer  unendlich 
kleinen  Formänderung  besitzen  die  Flächen  (29)  die  Eigenschaft^  dass 
das  reciproke  Quadrat  eines  Radiusvektors  die  relative  Dehnung  oder 
Kontraktion  der  betreflfenden  Richtung  angiebt"). 

Die  Voraussetzung;  dass  die  Formänderung  unendlich  klein  sei; 
schliesst  nicht  aus^  dass  die  Verschiebungen  und  einige  ihrer  Diffe- 
rentialquotienten nach  den  Koordinaten  endliche  Werte  besitzen  ^  da 
ja  die  Rotation  endlich  sein  kann.  Ist  auch  die  Rotation  imendlich 
klein ;  so  erfahren  die  61.  (31)  eine  Vereinfachung^  indem  daselbst 
die  Quadrate  und  Produkte  der  Differentialquotienten  der  Verschie- 
bungskomponenten nach  den  Koordinaten  zu  vernachlässigen  sind; 
die  Dehnungen  und  Oleitungen  nehmen  dann  die  Werte  an: 
/QON  du  dv  dw 

KP^)  ^'  —  di'    ^~d^'    ^'~di'' 

di^  j^dw  dw  j^dti  du    .    dv    g^x 

^^'~dJ'^dy'    ^"'~di'^dz'    3'y~dy'^di'    ^ 

Die  relative  Dilatation  der  Volumelemente  wird  in  diesem  Falle  ^^) 
gleich  ä~  +  ^  +  ä~ ;  ^'^'  gleich  der  Divergenz  des  Verschiebungs- 
vektors. 


60)  B.  de  Saint'Vmant,  Par.  C.  R.  24  (1847),  p.  260—263;  auch  in  Navier, 
,,Le9on8  snr  la  r^sistance  des  corps  solides*^,  3.  äd.  1864,  appendix  III,  p.  689. 

61)  G.  Kirchhoff,  J.  f.  Math.  66  (1868)  =  Ges.  Werke  p.  287;    Mechanik, 
Vorl.  11.   Er  schreibt  fär  die  Grössen  (32)  x^,  y  ,  z^;   y^  =  i?^,  iP^  =  a;^,  o;  »=  y^ . 

Eine  Tabelle  der  für  die  Spannungen  von  den  verschiedenen  Autoren  gebrauchten 
Bezeichnungen  findet  sich  bei  Todhunter  and  Pearson,  A  History  of  the  theory 
of  elasticity,  Vol.  I,   Cambr.  1886,  p.  322,  Art  610. 
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Bei  einer  heterogenen  Formänderung  können  die  sechs  Kompo- 
nenten des  für  das  ,yTensorfeW^  charakteristischen  Tensortripeis  nicht 
unabhängig  Yon  einander  gewählt  werden.  Es  müssen  yielmehr  sechs 
Differentialgleichungen  erfüllt  sein^  wenn  die  Elemente  des  Körpers 
sich  auch  nach  der  Deformation  stetig  an  einander  schliessen  sollen; 
dieselben  ergeben  sich  durch  Elimination  der  Komponenten  Uy  v^  w 
aus  den  Gleichungen  (31)  bezw.  (32),  und  sind  für  den  letzteren  Fall 
von  G,  KircMioff^^),  für  den  allgemeineren  Fall,  wo  die  61.  (31)  die 
Formänderung  bestimmen,  von  B,  de  Saint-Venant^^)  angegeben  wor- 
den.    Sie  lauten: 

a«p^_a%     a«e,    ^  d\  _  a  /    dg^,     dg,,     a^y.A 

dydz~  dz*  "^  ay*'       dydz  ~  dx\       dx   '^   dy    "^    dz  )^ 

^     ^    ozdx       dx*    '    dz*  ^       dzdx       dy\       ex  dy   '^   dz  J' 

^*9.y        ^'^x    ,    ^\     c  ^'^z  ^  (      ^9y,    ,    dg,,       dg^ 


dxdy 


ay«    '    ax"       dxdy        dz\       dx     '     ay  dz)' 


Dass  diese  Bedingungen  nicht  nur  notwendig,  sondern  auch  hinrei- 
chend dafür  sind,  dass  sechs  Funktionen  des  Ortes  e,,  Cy,  6,,  Qyt^  g^^,  9xy 
mögliche  Werte  der  Dehnungen  und  Gleitungen  bei  einer  heterogenen 
Formänderung  sind,  hat  E.  BeUrami^)  bewiesen.  Das  Tensorfeld, 
das  von  den  Dehnungen  Cx,  ey,  e,  und  den  halben  Gleitungen  gyt,g»xy  9xy 
gebildet  wird,  ist  also  nicht  das  allgemeinste  stetige  Tensorfeld. 

19.  SpannxLngen  in  einem  Körper  (engl,  stress^^).  Erteilt 
man  den  Punkten  eines  kontinuierlich  den  Raum  erfüllenden  Körpers 
eine  unendlich  kleine  Verschiebung  mit  den  Komponenten  m,  v,  tc;, 
so  sind  die  Komponenten  der  unendlich  kleinen  Rotation  der  Yolum- 
elemente,  nach  Gl.  (23') 

1  /dw        dv\  1  /du        dw\  1  /dv        du\ 

^''~Y\dy~  dz)'     ^^~Y\dz~dx)'     ^*~Y\dx~dy)' 

Gemäss  Nr.  6  dieses  Art.  sind  es  Komponenten  eines  axialen  Vektors, 
sie  besitzen  die  Invariante 

(34)  rj  +  ry'  +  rj. 


62)  G.  Kirchhoff,  J.  f.  Math.  66  (1868)  =  Ges.  Werke  p.  801 ;  Mechanik, 
Vorl.  27,  p.  898. 

68)  B,  de  Saint'  Venant  in  Kavier,  Le9on8  sur  la  r^sistance  des  corps  solides, 
3  4d.  1864,  appendix  lU,  p.  698. 

64)  E.  BeUrami,  Bol.  Mem.  1886,  p.  3;  Pal.  Bend.  3  (1889);  Par.  C.  B. 
108  (1889),  p.  602. 
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Andererseits  sind  die  Formänderungskomponenten  durch  (23")  bez. 
(32)  gegeben.     Sie  besitzen  nach  (30)  die  quadratische  Invariante 

34')  c,»  +  e,»  +  e*  +  {-  (sh  +  9i.  +  9h)  • 

Die  Rotation  bezw.  Formänderung  ist  nun  Yon  Spannungen  im 
Körper  begleitet.  Wir  schneiden  aus  dem  Körper  einen  unendlich 
kleinen  Würfel  heraus  ^^);  dessen  Seitenflächen  den  Koordinatenebenen 
parallel  sind,  imd  bezeichnen  die  Komponenten  der  Spannung^  welche 
auf  die  Flächeneinheit  der  Seiten  wirkt,  nach  G.  Kirchhoff^^)  mit 

derart;  dass  der  Index  immer  die  äussere  Normale  der  Seite  angiebt^ 
auf  welche  die  betreffende  Spannung  wirkt  X«,  Ty,  Z,  werden  Normal- 
spannungen, XyyTx,  Y,y  ZyyZxj  Xg  Schubspamiungen  genannt.  Um  die 
geometrische  Natur  dieser  neun  Grössen  festzustellen ,  muss  man  er- 
mitteln, wie  sie  sich  transformieren,  wenn  man  das  Koordinatensystem 
und  mithin  die  Orientierung  des  elementaren  Würfels  verändert. 
Dieses  gelingt  am  einfachsten,  indem  man  den  Ausdruck  für  die 
Arbeit  bildet,  welche  die  Spannungen  bei  virtuellen  Formänderungen 
und  Rotationen  leisten,  und  aus  der  Invarianz  ihres  Wertes  gegenüber 
Koordinatentransformationen  Schlüsse  zieht 

Die  auf  die  Yolumeinheit  bezogene  Arbeit  bei  virtuellen  Deh- 
nungen dexyde^yde,  und  Gleitungen  8gygj8g,x,Sgxy   ist**)**) 

(35)  8A'  =  X,*c,  +  YySey  +  Z,8e, 

+  |(r,  +  Z,)8gy.  +  -i(Z,  +  X,)*i7,x+4(X,+  Tx)8gxy, 

und  die  Arbeit,  die  bei  virtuellen  Rotationen  SrxiryStt  geleistet 
wird: 

(35')     6A"=  (Z,  -  Y:)Srx  +  (X,  — Z,)dr,  +  (F,  —  X,)dr,. 

Da  die  virtuellen  Änderungen  der  Tensorkomponenten  e«,  e,,  e, 
~^9f*j     ~^9»*y     '%9*9    ihrerseits  Tensorkomponenten   sind,  so  folgt 

aus  der  Invarianz  der  Ausdrücke  (34^)  und  (35),  dass  sowohl 

j_  1  1 

€xf    ^j    €sy      2   g^Zj     '^9*X)    ~^9*9f 

wie      X,,  r, ,  z, ,  I  ( i; + z,),  I  (z. + x.),  ^  (^  +  ^0 


65)  A.  CoMc^,  Exercices  de  math^matiqiies  2  (1887),  p.  4S— 56,  benntsi  ein 
unendlich  kleines  Tetraeder  statt  des  Würfels. 

66)  W.  Tkowuon,  Lond.  Boj.  Soc.  Trans.  146,  S  (1856),  p.^lfL^  Pi^pers  3, 
p.  84  ff. 
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kontragredient  (s.  Nr.  2  dieses  Art.)  zu  e^,  Cy,  ^,,  gy,,  g^xy  gxy  sind. 
Folglich  sind  jene  beiden  Grössensysteme  zu  einander  kogredient^^). 

Die  Verbindungen  X^,  F,,  Z„  l(r,+Zy),  ^(Z^+X,),  |(X,+  r.) 

von  Spannungskomponenten  sind  daher  selbst  Komponenten  eines  Tensor- 
tripels^y  d.  h.  sie  transformieren  sich  wie  die  Quadrate  und  Pro- 
dukte von  Vektorkomponenten  ^). 

Aus  (34),  (35')  folgt  in  entsprechender  Weise,  dass  die  Verbin- 
dungen {Zy  —  F,) ,  (X^  —  Zx),  {Tg — Xy)  der  Spannungskomponenten  Kom- 
ponenten eines  axialen  Vektors  sind^;  sie  geben  die  yon  den  Span- 
nungen herrührenden  Drehmomente  an.  Im  allgemeinen  setzt  man  sie 
in  der  Elastizitätstheorie  gleich  null«^).  Wenn  aber  die  von  den 
äusseren  Kräften  auf  den  elementaren  Würfel  ausgeübten  Dreh- 
momente bei  beliebiger  Verkleinerung  der  Würfelkanten  nicht  ver- 
schwinden, so  kommen  auch  die  Drehmomente  der  inneren  Span- 
nungen in  Betracht.  Dieses  ist  z.  B.  im  Innern  permanenter  Magnete 
der  FaU«^. 

Verschwinden  die  Drehmomente  der  Spannungen,  so  kann  man 
den  Spannungszustand  an  einem  Punkte  vollsi£ndig  durch  die  Fläche 
«weiten  Grades  darstellen: 

(36)    Xxx^  +  Yyy^  +  Z,z^  -f  2  Y,yz  +  2Zxßx  +  2XyXy  =  ±  1, 

aus  der  man  die  Grosse  und  Richtung  der  Spannung  ermittebi  kann, 
die  auf  ein  beliebig  orientiertes  Flächenelement  wirkt  ^)^®).  Auch 
andere  Flächen  zweiten  Gbrades  sind  zur  geometrischen  Darstellung  der 
Spannungen  verwandt  worden*^) ''^). 

Tensoren  treten  nicht  nur  in  der  Kinematik  und  Statik  der 
Kontinua,  sondern  auch  in  anderen  Disziplinen  der  mathematischen 
Physik  auf,  insbesondere  dort,  wo  lineare  Beziehungen  zwischen  Vek- 
toren eine  Rolle  spielen  (s.  Nr.  22  dieses  Art.).  Auch  die  Trägheits- 
momente (IV  3)  eines  starren  Körpers  in  Bezug  auf  Axen,  die  durch 
einen  festen  Punkt  gehen,  sind  durch   einen  Tensor  bestimmt. 

Wir  haben  uns  bisher  ausschliesslich  mit  der  Kinematik  und 
Statik  eines  Kontinuums  beschäftigt,  dessen  Zustand  durch  Angabe 
der  Verschiebung  aller  seiner  Punkte  bestimmt  ist.     Stellt  man  sich 

67)  Ä.  Cauchy,  Ezercices  de  mathämatiqnes  4  (1829),  p.  38. 

68)  W,  Voigt,  Gott.  Nachr.  1900,  Heft  2,  p.  14;  Rapport,  Paris  1900. 

69)  Maxwell,  Treatise  2,  art.  641,  642. 

70)  W.  Thonmn,  Papers  8,  p.  88;   Thomson- Tau,  Nat.  Phil.  2,  art.  668  ff. 

71)  G.  Lamd,  Le9on8  sor  la  thäorie  math^matique  de  r^lastieit^,  Paris 
1862,  2**  Aufl.  1866,  p.  68;  F.  E.  Neumann,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der 
Elasticit&t,   Leipz.  1886,  p.  82  ff. 

Eno7klop.  d.  msth.  WifMntob.    IV  8.  8 


34  rV  14.   M.  Abraham.    Geometrische  Grundbegriffe. 

auf  den  Standpunkt  der  molekularen  Hypothese  ^  so  erscheint  diese 
Auffassung  als  eine  einseitige  ^  da  sie  nur  die  Verschiebungen  der 
Moleküle  y  nicht  die  davon  unabhängigen  Rotationen  berücksichtigt. 
In  der  That  hat  man  die  Grundgleichungen  der  Elastizitatstheorie  durch 
Heranziehung  selbständiger  Rotationen  der  Moleküle  erweitert  ^^')^ 
indem  man  gleichzeitig  die  Möglichkeit  offen  liess^  dass  die  Yolum- 
elemente  durch  ihre  Begrenzungsfläche  hindurch  nicht  nur  Kräfte, 
sondern  auch  Drehmomente  auf  einander  ausüben.  Auch  sind  mecha- 
nische Theorieen  des  elektro-magnetischen  Feldes  auf  Grund  ähn- 
licher Vorstellungen  entwickelt  worden,  indem  man  die  Verschiebungen 
und  Rotationen  der  Partikel  des  Mediums  ineinander  greifen  liess, 
und  sich  so  die  Wechselwirkung  der  Felder  eines  polaren  und  eines 
axialen  Vektors  veranschaulichte.  Nähere  Angaben  hierüber  sollen 
in  Band  V  Platz  finden. 

20.  Einführung  krummliniger  Koordinaten  in  Vektor-  und 
Tensorfelder.  Krummlinige  Koordinaten  sind  zuerst  in  der  Mechanik 
der  Systeme  mit  einer  endlichen  Zahl  von  Freiheitsgraden  {Lagrange) 
und  in  der  Flächentheorie  {Gomss)  zur  Verwendung  gelangt  (vgl.  Bd.  III). 
Um  ihre  Einführung  in  die  Mechanik  der  Kontinua  und  die  mathe- 
matische Physik  hat  sich  insbesondere  G.Lame'^^  verdient  gemacht. 
Konstruiert  man  in  einem  Felde  drei  Scharen  Yon  Flächen 

derart,  dass  durch  jeden  Punkt  des  Feldes  eine  Fläche  von  jeder  der 
drei  Scharen  hindurchgeht,  so  stellen  die  Parameter  a,  ß,  y  ein  System 
hfumnilimger  Koordinaten  vor.  Die  Einführung  der  Parameter  €c,  ß,y 
erweist  sich  als  zweckmässig,  falls  der  betreffende  Vektor  oder  Tensor 
auf  bestinmiten  Flächen  /i  =  const.,  f^  =  const.,  f^  =  const.  vor- 
geschriebene Grenzbedingungen  zu  erfüllen  hat.  Es  sind  die  Para- 
meter Uf  ßj  y  so  zu  wählen,  dass  durch  ihre  Angabe  ein  Punkt  des 
Feldes  eindeutig  bestimmt  ist;  dann  kann  man  die  Komponenten  stets 
durch  einwertige  Funktionen  der  krummlinigen  Koordinaten  aus- 
drücken. Hier  soll  ausführlich  nur  auf  die  Einführung  orthogonaler 
Koordinaten  eingegangen  werden,  da  fast  ausschliesslich  solche  bei 
physikalischen  Problemen  eine  Rolle  spielen. 

Als  orthogonale  Koordinaten  bezeichnet  man  die  Parameter  a,  /3,  y 
dreier  Flächenscharen,  die  sich  senkrecht,  und  demnach,  einem  Satze 

71')  Vgl.  z.  B.  W.  Voigt,  öött.  Abb.  84  (1887),  p.  1—9.  Compendium  I, 
p.  119—128. 

72)  O.  Lami,  J.  ^c.  pol.  8,  cah.  28  (1884),  p.  215,  247;  Le9on8  sur  las 
coordonn^es  carvilignes,  Paris  1859. 
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von  Ch,  Dupin  gemäss ,  in  den  Erümmungslinien  schneiden.  Das 
Quadrat  der  Länge  des  Linienelementes  dr,  welches  die  Punkte 
(a,  ß,  y)  und  (a  +  da,  ß  +  dß,  y-^dy)  verbindet,  ist  bei  Zugrunde- 
legung orthogonaler  Koordinaten 

Die  auf  die  Richtimgen  der  wachsenden  (a,  ß,  y)  bezogenen  Kom- 
ponenten eines  Vektors  A  hängen  mit  den  auf  die  (x,y,i8)-Axen 
bezogenen  durch  die  Gleichungen  zusammen 

(38)  ^  =  Ä,.Ä,|j  +  ^^-Ä,|^  +  A-»»|^,- 

deren  Koeffizienten  den  Cosinus  der  Winkel  gleich  sind,  welche  die 
oeiden  Axensysteme  mit  einander  bilden.  Die  Umrechnung  der  Diver- 
genz (s.  Nr.  6)  auf  die  neuen  Koordinaten  lässt  sich  ausführen,  in- 
dem man  die  neun  Differentialquotienten  der  Komponenten  A^,  Ap, 
Ag  nach  x,  y,  z  mit  Hülfe  der  GL  (38)  durch  die  Parameter  «,  /S,  y, 
die  Komponenten  Aa^  Aß,  Ay  und  deren  nach  a,  ß,  y  genommene 
Differentialquotienten  ausdrückt.  Die  Berechnung  der  Divergenz  ist 
hierdurch  erledigt,  die  Ermittelung  der  auf  die  neuen  Axen  be- 
zogenen Komponenten  des  curl  (s.  Nr.  6)  und  des  aus  dem  Yektor- 
felde  abzuleitenden  Tensorsystems  (32)  erfordert  noch  eine  Anwen- 
diuig  der  für  diese  Komponenten  geltenden  Transformationsformeln. 
Die  Rechnungen  sind  von  G.  Lame'^^  und  0.  Neumann ''^)  ausgeführt 
und  von  E.  BeUramV*')  auf  beliebige  krummlinige  Koordinaten  aus- 
gedehnt worden.     Rascher  führen  folgende  Methoden  zum  Ziele. 

a)  Die  Methode  der  bewegten  Axen  ^^)  ordnet  dem  Systeme  ortho- 
gonaler Koordinaten  a,  /3,  y  ein  rechtwinkliges  Gartesisches  Axensystem 
(x^y  y^j  z^  zu,  das  durch  die  Normalen  der  Flächen  a^  ß,  y==^  coDstans 
gebildet  wird.  Geht  man  nun  zu  einem  benachbarten  Punkte 
(a-f-da,  /S,  y)  über,  so  muss  man  dem  Koordinatensysteme  (x^,  y^,  z^) 
bestimmte  Rotationen  dd'^,  dd'^,  dd'^  um  die  Axen  erteilen,  damit  es 
mit    dem    veränderten   Normalensystem   zusammenfällt.     Demgemäss 

78)  C.  Neunumn,  J.  f.  Math.  67  (1860),  p.  810  ff. 

74)  E.  BeUrami,  Tor.  Mem.  (8)  1  (1871),  p.  461  ff. 

76)  0.  Bonnet,  J.  6c,  pol.  18  (1846),  p.  171;  B.  B.  Webb,  Mass,  of  math. 
11  (1882),  p.  146;  Ä.  E.  H.  Love,  Treatise  on  the  mathematical  theory  of  ela- 
sticity  1,  chapter  8. 

8* 
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setzt  sich  der  Zuwachs  -^-^  •  dx^  =  -^-^  •  -^ ,  welchen  die  Kompo- 
nente Ax^  erfahrt^  zusammen  aus  einem  Teile^  der  dnrch  die  Ab- 
hängigkeit der  Komponente  A^  Yon  a  bedingt  ist,  und  einem  zweiten^ 
zu  dem  die  Komponenten  Aßy  Ay  dem  Betrage  der  Rotationen  (dt^) 
bezw.   ( — dd'2)    proportionale   Beiträge   liefern.     So  kann   man   den 

Differentialquotienten  -^ — -,  und  in  analoger  Weise  alle  neun  Diffe- 
rentialquotienten der  Komponenten  ^^  A^^^  A,^  nach  {x^y  y^y  sf^), 
durch  die  Parameter  aßy  ausdrücken.  Von  jenen  Differentialquotien- 
ten hangen  aber  die  Divergenz,  sowie  die  auf  die  orthogonalen  Koor- 
dinaten aßy  bezogenen  Komponenten  des  curl  und  des  Tensor- 
tripeis (32)  ab. 

b)  Man  vermeidet  überhaupt  jede  Bezugnahme  auf  Cartesische  Koor- 
dinaten, wenn  man  von  den  geometrischen  beew,  kinematischen  Defini- 
tionen ausgeht,  durch  die  unr  in  Nr.  6  die  Divergenz  und  den  curl 
eines  Vektors,  in  Nr,  17  und  18  die  Komponenten  eines  Tensortripeis 
definierten. 

Der  6rattös'8che  Satz  (8)  ergiebt,  auf  das  Yolumelement 

mit  den  Seitenflachen    J^'jJ,    /.",   'TTT  *^^^*^^*' 
(89)     ^,A^H,^^[l{^)  +  f^{^)  +  i-{^)]. 

Diesen  Weg  zur  Umrechnung  der  Divergenz  scheint  zuerst  W.  Thomson 
eingeschlagen  zu  haben ^^.  G.  Lame'^^y  L.  Dirichlet  und  B.  Bie- 
mann''^)  haben  diese  Ableitung  in  ihren  Vorlesungen  yoi^^etragen. 
Ist  das  Feld  des  Vektors  A  ein  potentielles,  also  A=  —  Vtp,  so  folgt 
aus  (39): 

(40)  vv-*,».».[,4  (^  H) + 1  (Ä  äf) + Ä  G^  If)] 

als  Ausdruck  des  Laplace' sehen  Operators  in  orthogonalen  Koordinaten. 
In  analoger  Weise  hat  man,  um  die  auf  die  neuen  Axen  bezoge- 
nen Komponenten  des  curl  zu  ermitteln,   den  jSfoÄ^es'schen   Satz  (10) 
anzuwenden,   etwa  auf  ein  Element   einer  Flache  a  =  constans  vom 


76)  TT.  Thomson,  Cambr.  math.  J.  4  (1843)  ->  Coli.  pap.  1,  p.  25. 

77)  G.  Lam^^  Le90ii8  sur  les  coordonn^  cmrilignes  §  16,  1869. 

78)  S.  hierüber  Heine,  ,^andbach  der  Kugelfonktionen''  1,  p.  807. 
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Flächeninhalt  -^  ,  ^  und  den  Seitenlangen  t^,  -ir--  So  erhält 
man  '**) : 

und  dem  entsprechend 

(41)  («„,^v_i.*.[^(^)_^?.(^i)], 

Die  kinematische  Bedeutung  der  Tensorkomponenten  (32)  beruht 
darauf^  dass  sie  die  Dehnungen  und  Gleitungen  bei  einer  unendlich 
kleinen ;  heterogenen  Deformationen  bestimmen.     Geben 

eaj   «/J;    eyy  g^y,   gya,  9a fi 

die  Dehnungen  und  Gleitungen  an^  welche  zu  den  Flächen  a  =  const., 
ß  =  const.,  y  =  const.  normale  Linienelemente  bezw.  Elemente  jener 
Flachen  erfahren^  so  muss^  den  Transformationseigenschaften  der  Ten- 
soren zu  FolgC;  die  Dehnung  Cr  einer  beliebigen  Richtung  r  den 
Wert  besitzen: 

(42)  er  =^  ea  '  C^a  +  e^  •  Cl^  +  Cy  •  Cly  +  g^y  •  Cr^  •  Cry 

+  9ra  '  Cry  •  Cra  +  gaß  '  Cra  '  Crß  ; 

die  Cray  Crßy  Cry  gcbcu  hier  die  Cosinus  der  Winkel  an^  welche  die 
Richtung  r  mit  den  Normalen  der  Flächen  a,  ß,  y  ^=^  constans  ein- 
schliesst.  Deutet  man  A  als  Verschiebungsvektor^  so  sind  die  Ande- 
rungen,  welche  die  Parameter  a^  /3,  y  bei  der  Verschiebung  erfahren, 
nach  Gl.  (37) 

da  '^  Aa  '  h^,    dß=^Aß'\y     dy  =s  Ay  '\. 
Femer  ist  die  Längenänderung  eines  Elementes  dr  zu  bestimmen  aus 

Berechnet  man  hieraus  die  Dehnung  dieses  Elementes  Cr  =:  -^—  und 

berücksichtigt,  dass  dieselbe  Bei  beliebiger  Orientierung  des  Elementes 
der  durch  (42)  gegebenen  gleich  sein  muss,  so  erhält  man^): 


79)  E,  Cesaro^  Introduzione  alla  teoria  matematica   della  elasticitä,  Tor. 
1S94,  p.  197;  Jf.  Abraham,  Math.  Ann.  52  (1899),  p.  86. 

80)  C.  W  Borchardt,  J.  f.  Math.  67  (1873),  p.  46;    E.  BeUrami,  Ann.  di 
mat.  (2)  10  (1881),  p.  188. 
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Kann  man  in  dieser  Weise  die  Transformation  auf  beliebige 
orthogonale  Koordinaten  ausführen,  indem  man  auf  die  vom  gewähl- 
ten Koordinatensystem  unabhängigen,  d.  h.  inrarianten  Eigenschaften 
der  Vektor-  und  Tensorfelder  zurückgeht,  so  kann  man  auch  die 
Aufgabe  folgendermassen  formulieren:  es  sind  direkt  die  InTarianten 
au&usuchen,  welche  aus  den  Koeffizienten  im  Ausdruck  (37)  fQr  das 
Quadrat  des  Linienelementes  und  den  auf  die  krummlinigen  Koordinaten 
bezogenen  Komponenten  des  Vektor-  bezw.  Tensorfeldes  zu  bilden 
sind;  in  dieser  Weise  verföhrt  die  yon  G.  Ricci  ausgearbeitete^^) 
y^dbsohäe  DifferetMdlrechnfinj^'. 

c)  C.  O.  J.  Jacobi^^  vereinfachte  die  Umrechnung  der  Laplace- 
sehen  Oleichung  auf  krummlinige  Koordinaten^  indem  er  dieselbe  auf 
ein  Varuxtiansprdblem  zurückf&hrte;  die  Verwendbarkeit  dieser  Methode 
beruht  auf  dem  Umstände^  dass  in  dem  zu  yariierenden  Integrale  nur 
ein  Skalar  auftritt;  sie  lässt  sich  erheblich  verallgemeinem.  Die  Diffe- 
renUaigleichungen  der  mathematischen  Physik  lotösen  sich  nämlich  in  der 
Begd  auf  die  Form  von  VariaHonS'  oder  Minimalproblemen  bringen, 
und  enthalten  in  dieser  Form  nur  skalare  Funktionen  der  Kompo- 
nenten des  Vektor-  und  Tensorfeldes,  die  meist  mit  der  Feldenergie 
zusammenMngen.  Hait  man  die  Vektor-  bessw,  Tensorkomponenten  nach 
einer  der  soeben  dargelegten  Methoden  auf  die  netten,  krummlinigen 
Koordinaten  umgerechnet,  so  kann  man  von  dem  Variations-  besfw, 
Minimalproblem  direkt  m  den  Differentialgleichungen  in  krummlinigen 
Koordinaten  gelangen.  Näheres  darüber  findet  man  in  den  Art.  FV  16 
und  22. 


81)  G,  Bicci,  Lezioni  sulla  teoria  delle  superfizie,   Padova  1898;  G.  Bioei 
u.  T.  Levi-Oivita,  Math.  Ann.  64  (1900),  p.  125. 

82)  C.  G.  J.  Jacobi,  J.  f.  Math.  86  (1848),  p.  117  »  Ges.  Werke  2,  p.  198. 
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m.   Wechselwirkungen  der  Felder  yon  Skalaren  ^  Tektoren 

nnd  Tensoren. 

21.  Symmetrie  pbysikalisoher  Erscheinungen  und  Krystall- 
symmetrie.  Wir  teilten  die  Grossen^  welche  zur  Charakterisierung 
der  in  der  Mechanik  der  Eontinua  und  in  der  Physik  auftretenden 
Felder  verwandt  worden  sind,  in  Klassen  ein,  die  durch  das  Ver- 
halten der  Komponenten  bei  Drehungen  des  rechtwinkligen  Koordi- 
natensystems gekennzeichnet  wurden.  Skalare  bleiben  hierbei  in- 
variant; die  Komponenten  eines  Vektors  (Nr.  2)  transformieren  sich 
den  Gl.  (1)  gemäss,  während  Tensorkomponenten  (Nr.  17)  sich  wie 
die  Quadrate  und  Produkte  von  Vektorkomponenten  verhalten.  Be- 
rücksichtigt man  femer  Inversionen  des  Koordinatensystems,  so  sind 
polare  und  axiale  Vektoren  (Nr.  3)  zu  unterscheiden,  sowie  zwei 
Arten  skalarer  Grössen  (Nr.  11).  Dementsprechend  kann  man  den 
bisher  ausschliesslich  in  Betracht  gezogenen  (axialen)  Tensoren  solche 
polarer  Art  entgegenstellen,  die  bei  Inversionen  das  Vorzeichen 
wechseln.  Bei  den  Wechselwirkungen  verschiedener  Felder  kommen 
diese  letzteren  Grossen  in  Betracht  (Nr.  22),  sowie  auch  solche  geo- 
metrische Grössen,  die  sich  wie  die  Verbindungen  3*®°  und  4*®"  Grades 
von  Vektorkomponenten  transformieren  (Nr.  23). 

Ein  homogenes  Feld  einer  gerichteten  Grösse  besitzt  stets  eine 
gewisse  Symmetrie;  als  Chvppe  der  Symmetrie  des  Feldes  bezeichnet 
man  die  Gruppe  derjenigen  Koordinatentransformationen,  welche  die 
einem  jeden  Punkte  des  Feldes  zugehörigen  Werte  der  Komponenten 
ungeändert  lassen,  derart,  dass  die  Komponenten,  auf  die  transfor- 
mierten Axen  bezogen,  die  alten  Werte  annehmen.  Die  Symmetrie- 
gruppe eines  homogenen  Vektorfeldes  enthält  die  Gruppe  der  Drehungen 
um  die  Richtung  des  Vektors;  für  den  polaren  Vektor  ist  dieselbe 
durch  Spiegelungen  an  Ebenen,  die  durch  die  Richtung  des  Vektors 
gelegt  sind,  fOr  den  axialen  durch  Spi^elungen  an  der  zur  Axe  senk- 
rechten Ebene  zu  erweitem.  Ein  homogenes  Tensorfeld  endlich  be- 
sitzt die  Symmetrie  eines  EUipsoids,  d.  h.  im  allgemeinen  drei  auf 
einander  senkrechte  Symmetrieebenen. 

Eine  physikalische  Erscheinung  ist  aufzufassen  als  Wechselwir- 
kung der  Felder  mehrerer  Zustandsgrössen.  Die  Gruppe  der  Sym- 
metrie einer  Erscheinimg  ist  die  den  Symmetriegrupper^  aUer  in  Wech- 
sdwirkung  tretenden  Fdder  gemeinsame  Untergruppe»  Denn  diese 
Untergmppe  enthalt  die  Gesamtheit  derjenigen  Koordinatentransfor- 
mationen, welche  die  Komponenten  aller  in  Wechselwirkung  treten- 
den Zustandsgrössen   und   demnach   auch   den   mathematischen  Aus- 
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druck  des  Gesetzes  ihrer  Wechselwirkung  ungeandert  lassen.  Die  Er- 
scheinung der  Pyrodektrizitäl  beispielsweise  lasst  Wechselwirkungen 
zwischen  den  homogenen  Feldern  eines  Skalars  (der  Temperatur)  und 
eines  polaren  Vektors  (der  elektrischen  Polarisation)  erkennen.  Die 
Synmietriegruppe  dieser  Erscheinung  ist  die  des  Vektors,  da  dessen 
Gruppe  zugleich  Untergruppe .  der  Symmetrie  des  Skalars  ist. 

Betrachtet  man  die  Gesamtheit  der  in  einer  Substanz  auf- 
tretenden Wechselwirkungen,  und  setzt  deren  Symmetriegruppen 
zusammen,  so  kann  es  vorkommen,  dass  die  erhaltene  Gruppe  nicht 
die  aller  möglichen  Eoordinatentransformationen  ist;  alsdann  wird 
man  der  Substanz,  in  der  die  Erscheinung  sich  abspielt,  eine  aniso- 
trope oder  asymmetrische  Struktur  zuschreiben  müssen.  Andrerseits 
werden  alle  Synmietrieen  der  Struktur  einer  Substanz  in  Symme- 
trieen  der  in  derselben  auftretenden  physikalischen  Erscheinungen 
sich  kundgeben.  Die  Symmetriegmppe  der  Struktur  einer  Substanz  ist 
die  gemeinsame  Untergruppe  aUer  in  der  Substanss  auftretenden  Wechsel- 
wirkungen^), 

Für  homogene  feste  KrystaUe  gilt  nun  erfahrungsgemäss  ein  Ge- 
setz, welches  besagt,  dass  die  Symmetriegruppe  der  Struktur  mit  der 
Gruppe  der  krystaUographischen  Symmetrie  (s.  V  8),  die  sich  in  den 
Wachstumserscheinungen  kundgiebt,  zusammenfallt.  Man  kann  es 
auch  folgendermassen  formulieren:  KrystaUographisch  gleichwertige  Rich- 
tungen sind  stets  auch  physikalisch  gleichwertig^);  oder:  Die  Gruppe 
der  krystaUographischen  Symmetrie  ist  eine  Untergruppe  der  Symmetrieen 
aller  in  dem  KrystaUe  möglichen  physikalischen  Erscheinungen^). 

Dieses  Gesetz  gestattet  es,  einerseits,  wenn  die  geometrische 
Natur  gewisser  Zustandsgrössen  bekannt  ist,  vorherzusagen,  in  welchen 
Kry stallen  Wechselwirkungen  ihrer  Felder  auftreten  können;  es  er- 
laubt andrerseits,  aus  solchen  Wechselwirkungen  Anhaltspunkte  für 
die  Bestimmung  der  Symmetrie  einer  Zustandsgrösse  zu  gewinnen, 
welche  für  ihre  Einordnung  in  eine  bestimmte  Klasse  geometrischer 
Grössen  massgebend  ist.  So  kann  elektrische  Polarisation  infolge  von 
Temperaturerhöhung  nur  £[rystallen  ohne  Symmetriecentrum  zuge- 
schrieben werden,  wenn  man  die  elektrische  Polarisation  als  polaren 
Vektor  betrachtet;  aus  dem  Umstände,  dass  in  der  That  Pyroelektri- 


88)  P.  Curie,  J.  de  phys.  (8)  8  (1894),  p.  398  ff. 

84)  Wohl  zuerst  ausgesprochen  von  F.  E,  Neunuum^  s.  Vorlesungen  Aber 
die  Theorie  der  ElastiziUlt,  herausgeg.  von  0.  E.  Meyer,  Leipz.  1886;  s.  auch 
TT.  Voigt,  Compendium  1,  p.  128  ff. 

86)  B.  Minnigerode,  Gott.  Nachr.  1884,  p.  196. 
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Zitat  gewissen  aeentrischen  KryetaUen,  und  nur  solchen  zukommt, 
schliesst  man,  dass  jene  Voraussetzung  gerechtfertigt  war,  dass  die 
elektrische  Polarisation  ein  polarer  Vektor  ist  (s.  Nr.  22  dieses  Art.). 

22.    WeohBelwirktuigen  von  Vektorfeldern. 

a)  Homogene  Felder,  Wir  fassen  zunächst  eine  Wechselwirkung 
zweier  homogener  Vektorfelder  ins  Auge,  deren  Gesetz  durch  linea/re 
Gleichungen  zwischen  den  Kon^mienten  der  Vektoren  h  und  i  ausdrück- 
bar ist: 

h  =  hiix  +  hiiy  +  hiis , 

(44)  ky  =  isi  i^  +  ki^iy  +  ha  iz, 

kz  =  hiiz  +  k^iy-\'  k^i». 

Derartige  Beziehungen  bestehen  beispielsweise  zwischen  Temperatur- 
geßUe  und  Wärmestrom  (s.  V  5),  sowie  zwischen  elektrischer  Straft 
und  elektrischer  Strömung  (s.  V  17).  Wir  nennen  k  die  Kraft  und  i 
die  Strömung.    Das  Ellipsoid 

(45)  1  =  \^a?  +  k^^y^  +  k^z^  +  (fc^j  +  Kt)y^  +  (*8i  +  Kz)^y 

wird  jfLeiifähigkeitseUipsoic^'  genannt  ^^).  Das  Quadrat  des  der  Strö- 
mung parallelen  Radiusvektors  des  Leitfahigkeitsellipsoids  ist  gleich 
dem  Quotienten  aus  der  Strömung  und  der  in  Richtung  der  Strö- 
mung fallenden  Komponente  der  Kraft. 

Man  zerlegt®')  die  „lineare  Vektorfunktion^^  (s.  Nr.  18  dieses 
Art.)  k  in  den  symmetrischen  und  antisymmetrischen  Teil,  indem 
man  setzt 

(46)  ik  =  *'+*"; 

(460  V=  Y  (*!«  +  *^i)^*  +  *w*y  +  Y  (*M  +  h%)isy    . 

*«  ^™  Y  ^^1   »  ^')  **  ■('  Y  (^28  "f"  K%)  H  "f"  Ki  *«  ? 

**   ™^  Y  (  "       ^i)  ^^       Y  ^^1  —  ^1*)  *" 
(46")  V'  =  Y  (*^»  ~  *»«)  *'  ""  Y  (*!«  ~  ^i)  **' 


86)  J.  Boussinesq,  Par.  G.  R.  63  (1869),  p.  104;  J.  de  math.  14  (1869),  p.  265. 

87)  G.  O.  Siokes,  Cambr.  Dabl.  math.  Joum.  6  (1851),  p.  216. 
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Sind  die  Vektoren  Je  und  i  beide  poUxr&r^  oder  beide  aadaler  Art^  so 
sind  die  Koeffisfienien  der  symmetrischen  linearen  Vektorfunktion  k' 

Komponenten  eines  {aoAalen)  Tensors^),  Konstruiert  man  den  der 
Strömung  i  paraUelen  Radiusvektor  des  Leitfahigkeitsellipsoids  (45), 
so  ist  k'  der  im  Endpunkt  errichteten  Normalen  paralleL  Die  Koeffi- 
zienten der  antisymmetrischen  linearen  Vektorfunktion  k" 

Y  (*^      ^2)?   Y  ^^      ^^ '   Y  ^^      ^^ 

sind  Komponenten  eines  axialen  Vektors  P.^)  Der  Vektor  k"  steht 
senkrecht  auf  der  Strömung  i  und  ist  der  Ebene  des  axialen  Vektors 
P  parallel.  Ein  derartiger  aus  den  Koeffizienten  einer  linearen  Vektor- 
funktion gebildeter  axialer  Vektor  P  tritt  auf  bei  der  elektrischen 
Strömung  im  magnetischen  Felde,  wie  der  sogenannte  ^yHaüeffekt^ 
zeigt ^).  Man  schliesst  hieraus^),  dass  der  magnetische  Vektor  axialer 
Art  ist 

Ist  einer  der  beiden  Vektoren  i,  k  polarer^  der  andere  axialer  Art^ 
so  sind  die  Koeffizienten  von  (46")  Komponenten  eines  polaren  Tensors^% 
diejenigen  von  (46'^)  Komponenten  eines  polaren  Vektors, 

Die  Spezialisierung  der  Oleichungen  (44)  zwischen  Vektoren  der- 
selben Art  f&r  die  verschiedeneh  krystaUographischen  Oruppen  ist  Yon 
B,  Minnigerode^^' )  durchgeführt  worden. 

b)  Heterogene  Felder.  Die  moderne  Elektrodynamik  (s.  V  13) 
statuiert  Wechselwirkungen  der  Felder  yon  vier  Zustandsgrössen,  der 
elektrischen  Kraft  (E)  und  Induktion  (D)  und  der  magnetischen  Kraft 
(H)  und  Induktion  (B),  die  insbesondere  in  nichtleitenden  ruhenden 
Körpern  folgendermaassen  zu  formulieren  sind: 

(47)  -^~?  =  curlir,  (47')     div2)  =  4«e; 

(48)  _l||  =  curlE,  (480     div-B=4^m. 

Die  Induktionen  hängen  mit  den  betreffenden  Kräften  durch  Oleichungen 
von  der  Form  der  symmetrischen  linearen  Vektorfunktion  {46')  zusanmien. 


8S)  W.  Thomson,  Edinb.  Trans.  11  (1857),  p.  165  »=  Papers  1,  p.  282. 

89)  W.  Thomson,  Papers  1  (1882),  p.  281. 

90)  F.  Kolageck,  Ann.  Phys.  Clhem.  55  (1895),  p.  508. 

91)  W.  Voigt,  Gott  Nachr.  1900,  Heft  4,  p.  865—879.  Mit  „polarer  Tensor'* 
gleichbedeutend  wird  dort  der  yon  P.  Cwrie  Torgeschlagene  Name  „Torsor" 
gebraucht. 

91')  B.  Miwnigerode,  Jahrb.  f.  Mineralogie  1  (1886),  p.  1. 


22.  Wechselwirkungen  von  Vektorfeldern.  43 

c  ist  eine  Eonstante,  nämlich  die  Lichtgeschwindigkeit  im  Äther. 
Die  Divergenz  der  elektrischen  bezw.  der  magnetischen  Induktion 
giebt  die  mit  4x  multiplizierte  Dichte  der  ^^wahren  Elektrizität  (ey 
bezw.  des  ^^wahren  Magnetismus  (m)^  an.  Aus  den  Orundgleichungen 
(47),  (48)  folgt  mit  Hülfe  des  Gauss'schen  Satzes  (Gl.  8),  dass  die 
Mengen  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus,  die  sich  innerhalb 
einer  geschlossenen,  nur  im  Isolator  verlaufenden  Fläche  befinden, 
sich  zeitlich  nicht  ändern.  Während  aber  wahre  Elektrizität  existiert, 
und  ihre  Eonstanz  allgemeines  Gesetz  ist,  existiert  wahrer  Magnetismus 
nibhi  Da  auch  in  isotropen  Eörpem  eine  elektrische  Eraft  elek- 
trische Induktion,  eine  magnetische  Eraft  magnetische  Induktion 
hervorruft,  so  gehören  die  IndvJctumen  su  derselben  Klasse  geometri- 
scher Grrössen,  wie  die  beireffenden  Kräfte.  Mit  Rücksicht  hierauf 
und  auf  Nr.  5  und  11  dieses  Artikels  lassen  die  öl.  (47),  (48)  folgende 
beiden  Deutungen  zu**): 

Entweder  die  magnetische  Kraft  ist  ein  polarer  und  die  elektrische 
ein  axialer  Vektor,  oder  die  elektrische  Kraft  ist  ein  polarer  und  die 
magnetische  ein  axiaier  Vektor.  Die  Entscheidung  zu  gunsten  der  letzteren 
Deutung  haben  die  Erscheinungen  der  Pyrodektrizität  (s.  Nr.  21  dieses 
Art.)  und  des  HaUeffekts  (s.  Nr.  22,  a))  geliefert.  Die  Dichte  der  Elek- 
trizität ist  daher  die  Divergenz  eines  polaren  Vektors,  die  des  Mag- 
netismus die  Divei^enz  eines  axialen  Vektors.  Erstere  Grosse  gehört 
den  Skalaren  erster  Art  an,  letztere  würde,  wenn  sie  existierte,  den 
in  Nr.  11  dieses  Artikels  erwähnten  Skalaren  zweiter  Art  zuzu^Lhlen 
sein,  die  sich  von  denen  erster  Art  durch  Vorzeichenwechsel  bei  In- 
versionen des  Eoordinatensystems  unterscheiden. 

Eliminiert  man  aus  den  Gleichungen,  welche  die  vier  Zustands- 
grössen  des  elektromagnetischen  Feldes  verknüpfen,  drei  derselben,  so 
erhält  man  die  Differentialgleichung,  welche  die  zeitliche  Änderung 
des  heterogenen  Feldes  der  vierten  Grösse  reguliert.  Diese  enthält 
neben  Differentialquotienten  nach  der  Zeit,  nur  Differentialquotienten 
2*"  Ordnung  der  Eomponenten  nach  den  Eoordinaten.  Somit  wird 
durch  Umkehrung  einer  der  Eoordinatenaxen  nichts  geändert,  es  sind 
ako  zwei  Vorzüge,  die  sich  spiegelbildlich  verhalten,  in  gleicher 
Weise  möglich.  Will  man  dissymmetrische  Vorgänge,  wie  die  noMr- 
liehe  Drehung  der  Polarisationsebene  des  Lichtes,  die  keine  Spiegelung 
gestatten,  mathematisch  formulieren,  so  muss  man  Differentialquo- 
tienten nach  den  Eoordinaten  von  ungerader  Ordnung  heranziehen,  sei 
es,   dass   man   mit   A.  Cauchy^^)    solche    erster   Ordnung,    oder  mit 

92)  X  Cauchy,  Par.  C.  R.  16  (1842),  p.  916. 
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J,  Mc.  GuUdgh  *')  solche  dritter  Ordnung  bevorzugt.  Hierbei  treten 
lineare  Beziehungen  der  Komponenten  eines  polaren  und  eines 
axialen  Vektors,  somit  polare  lensoren  auf**).  Wie  es  das  Grund- 
gesetz der  Krystallphysik  (Nr.  31  dieses  Art.)  verlangt^  tritt  bei  cir- 
cular-polarisierenden  Saystallen  diese  Dissymmetrie  auch  an  der  Ery- 
stallform  hervor.  Es  giebt  Flüssigkeiten ^  die  isotrop  sind,  d.  h. 
bei  denen  alle  Richtungen  physikalisch  gleichwertig  sind,  und  die 
dennoch  die  Polarisationsebene  des  Lichtes  drehen;  die  Symmetrie- 
gruppe dieser  Substanzen  (s.  Nr.  21  d.  Art.)  enthält  zwar  die  Gruppe 
der  Drehungen  des  Koordinatensystems,  aber  nicht  Inversionen;  solche 
Körper  nennt  J.  JBoussinesq^)  isotrop-dissymmetrisch.  Ihre  Dissym- 
metrie kommt  auch  bei  ihrem  chemischen  Verhalten  zur  Geltung. 


23.  Weohselwirkmigeii,  bei  denen  Tensorfelder  ins  Spiel 
konunen. 

a)  Wechsehoirkung  zweier  Tensorfdder,  Wie  wir  gesehen  haben, 
ist  sowohl  die  Formänderung  (Nr.  17  d.  Art.),  wie  die  Spannung, 
welche  sich  einer  Formänderung  widersetzt  (Nr.  19  d.  Art.),  durch 
ein  System  von  sechs  Tensorkomponenten  charakterisiert.  In  defor- 
mierbaren Körpern  stehen  diese  in  einer  gesetzmässigen  Beziehung, 
die  im  einfachsten  Falle  durch  lineare  Gleichungen  auszudrücken  ist*^): 

Xg  =  Cn  ex  +  Ci,  6y  +  Ci3  Cm  +  (^i99*  +  Cisgzx  +  Ci%gxy, 

Yy  —  cji6,  -f  Cjjßy  +  <^^*  +  <^9v  +  <^9»x  +  Ct%gxyy 

Z,  =  c^iCx  +  c^ey  +  CzAet  +  c^gy»  +  c^&gzx  +  c^^gxy, 

(49)^ 

Y(r,  +  ^y)="^41««  +  C4,6y  +  CiB^,  +  <^i4^*  +  ^46?*«+  Ci^gxyy 
Y(Zx-\'Xy)  =  C5i€x  +  <ii8«y  +  ^65«*  +  ^^9»*  +  ^555^«+  Cugxyj 

Y(^y+^*)=^i^«  +  %^  +  ^^*  +  eu9»*  +  C6s9**'i'^9xy' 

Die  ,4iAeare  Tensorfanktion"  (49)  wird  symmetrisch,  d.  h.  es  gelten 
15  Gleichungen  Cik  »»  Cki,  welche  die  Zahl  der  Koeffizienten  auf  21 
reduzieren,  wenn  die  bei  der  Formänderung  aufgewandte  Arbeit  Ä' 
(Gl.  35)   vom  Wege   unabhängig  ist  und   nur   von   den  endgültigen 


98)  J.  Mc.  CuUagh,  Irish  Trans.  17  (1836)  «  Coli,  works  p.  63. 

94)  J.  Bausginesq,  J.  de  math.  18  (1868),  p.  319. 

95)  A,  Cauchy,  Exercioee  de  math^matiques  4  (1829),  p.  296;  Poisson,  J.  4c. 
polyt.  cah.  20  (1831),  p.  1—174. 
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Werten  der  Komponenten  der  Formänderung  abhängt**).     Diese  An- 
nahme^  die  sich  thermodynamisch  begründen  lässt  (IV,  21)^  ergiebt 

f50^  ^~^'        '""^'      ^'~'^' 

1  ^  A*  1  P  >!'  1  ä\  A' 

und  68  wird  die  Formänderungsarbeit  (das  elastische  Potential): 

+  C84e,iry,  H 

Diejenige  molekulare  Hypothese,  welche  die  zwischen  den  Mole- 
külen wirksamen  Kräfte  nur  von  der  Entfernung  abhängig  annimmt, 
führt  ausserdem  zu  den  Relationen  (vgl.  IV,  21) 

(51 J       ^44  ^^  ^8  ?    ^5  =  ^1  >    ^66  =^  ^12  ;    ^56  "^^  ^11  J     ^64  =^  ^5  >    ^46  =  ^6  ; 

welche  die  Zahl  der  Koeffizienten  der  Gl.  (49)  auf  15  reduzieren. 

Die  21  Koeffizienten  in  (51)  sind  geometrisch  darzustellen  durch 
eine  Fläche  4*^  und  eine  2^  Grades*'),^,  deren  15  bezw.  6  Para- 
meter sich  auf  wechselnde  Koordinatensysteme  transformieren,  wie 
die  Verbindungen  4^  Ordnung  von  Vektorkomponenten,  bezw.  wie  die 
Komponenten  eines  (axialen)  Tensors.  Die  6  Tensorkomponenten  ver- 
schwinden, wenn  die  Relationen  (51')  gelten,  welche  vom  Stand- 
punkte der  molekularen  Hypothese  aus  als  für  das  Fehlen  von  der 
Richtung  abhängiger  Kräfte  zwischen  den  Molekülen  charakteristisch 
anzusehen  sind^®^). 

Die  Symmetrieelemente  der  einzelnen  Ejrystallsysteme  führt  man 
in  die  Gleichungen  (50),  (51)  ein,  indem  man  die  Bedingungen  dafür 
aufstellt,  dass  der  Skalar  A\  auf  krystallographisch  gleichwertige 
Richtungen  bezogen,  dieselben  Koeffizienten  dt  besitzt^'')**).  Man 
kann  auch  direkt  die  Frage  aufwerfen,  welche  diskontinuierlichen 
Gruppen  der  Symmetrie   mit  Gleichungen  von  der  Form  (50),  (51) 


96)  G.  Green,  Cambr.  Trans.  7  (1838)  =  Papers  p.  249. 

97)  W.  J.  M.  Bankine,  Lond.  Phil.  Trans.  1866,  p.  261  ff. 

98)  B.  de  Saint 'Venant,  J.  de  math.  (2)  8  (1863),  p.  257. 

99)  F.  E.  Nettmann^  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Elastizität  p.  164; 
G.Kirdihoff,  Mechanik  p.  889;  W.  Voigt,  Ann.  Phys.  Chem.  16  (1882),  p.  275; 
B.  Minnigerode,  Gott.  Nachr.  1884,  p.  195,  374,  488. 
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zwischen  zwei  Tensortripeln  vertraglich  sind;  und  gelangt  zu  dem 
Resultate  ^^)y  dass  in  die  hier  möglichen  Gruppen  sich  die  Gruppen 
der  kiystallographischen  Symmetrie  als  Untergruppen  einordnen^  wie 
es  das  Grundgesetz  der  Krystallphysik  (s.  Nr.  21  d.  Ari)  verlangt. 
In  isotropen  Körpern  kann  das  elastische  Potential  (51)  nur  von  den 
beiden  primitiven  Invarianten  ersten  und  zweiten  Grades  (30)  des 
Tensorensystems  abhängen,  daher  reduzieren  sich  hier  die  Eonstanten 
auf  zwei.  Werden  indessen  auch  Glieder  dritten  Grades  im  elastischen 
Potential  isotroper  Körper  berücksichtigt  ^°^),  so  ist  die  dritte  der 
Invarianten  (30)  mit  heranzuziehen. 

b)  Wechsdmrhmgen  eines  Skalarfddes  und  eines  Tensorfddes  treten 
auf,  wenn  durch  Temperaturerhöhung  Spannungen  hervorgerufen  werden. 
Die  Symmetrie  dieses  Vorgangs  ist  die  des  Tensors;  daraus  ergeben 
sich  unmittelbar  die  in  einem  Krystalle  möglichen  Formen  des  für 
das  Tensorfeld  charakteristischen  Ellipsoids.  Für  isotrope  Körper 
degeneriert  dasselbe  in  eine  Kugel. 

c)  Wechsekoirkungen  eines  Vektorfeldes  und  eines  Tensorfeldes  sind 
im  einfachsten  Falle  durch  lineiare  Gleichungen  zu  formulieren.  Die 
18  Koeffieienten  derselben  kann  man  durch  Kombination  von  3  geo- 
metrischen Grössen  darstellen,  nämlich  dtbrch  eine  gerichtete  Grösse 
dritter  Ordnung,  deren  10  Komponenten  sich  bei  Drehung  des  Koordi- 
natensystems wie  die  Verbindungen  dritter  Ordnung  von  Vektor- 
komponenten transformieren,  einen  Tensor,  dessen  Komponenten  einer 
gewissen  einschränkenden  Bedingung  unterworfen  sind  —  man  kann 
etwa  die  Summe  der  ersten  drei  Komponenten  des  Tensors  gleich 
null  setzen  —  und  einen  Vektor  ^).  Die  polare  oder  axiale  Art  dieser 
drei  gerichteten  Grössen  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  derjenigen  des 
Vektors  imd  Tensors,  die  in  Wechselwirkung  treten.  Wenn  durch 
Spannung  elektrische  Kräfte,  oder  durch  elektrische  Kräfte  Span- 
nungen hervorgerufen  werden,  so  hat  man  es  mit  Wechselwirkungen 
eines  (axialen)  Tensors  und  eines  polaren  Vektors  zu  thun,  was  bei 
der  Spezialisierung  für  die  verschiedenen  Erystallsysteme  ^^^)  zu 
beachten  ist.  Hingegen  tritt  an  Stelle  des  polaren  Vektors  ein 
axialer,  wenn  im  magnetischen  Felde  Spannungen  hervorgerufen  werden. 
Die  umgekehrte  Erscheinung,  die  Erregung  magnetischer  KjiLfte  durch 


100)  H,  Aron,  Ann.  Phys.  Chem.  20  (1S83),   p.  272;   C.  Somigliana^  Rom. 
Acc.  Line.  (5)  3  (1894),  p.  288  und  (5)  4  (1896),  p.  25. 

101)  W,  Voigt,  Ann.  Phys.  Chem.  52  (1894),  p.  536;  Wien.  Ber.  103  (1894), 
p.  1069;   J.  Finger,  Wien.  Ber.  103  (1894),  p.  163,  231,  1073. 

102)  W.  Voigt,  Gott.  Abb.  1890. 
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Spannungen^  ist  bisher  nicht  beobachtet  worden,  obwohl  sie,  nach  der 
Symmetrie,  in  gewissen  Saystallen  möglich  wäre^°^). 

Genauere  Ausführungen  über  die  hier  angedeuteten  Beziehungen 
zwischen  den  verschiedenen  Zustandsgrössen  der  Mechanik  und  Physik 
finden  sich  in  den  betreffenden  Artikeln  von  Band  IV  und  V.  Hier 
handelte  es  sich  nur  um  eine  allgemeine  Übersicht,  welche  die 
geometrischen  Grundbegriffe  hervortreten  liess. 


108)  W,  Voigt,  Gott.  Nachr.  1901,  Heft  1. 


(Abgeschlossen  im  Februar  1901.) 
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Iiiste  der  gewählten  Beaeiolmungen  (aucli  für  IV,  16  gflltig). 

p        Druck  in  einem  Punkte. 
Q        Dichte. 
X,  F,  Z  äussere  Kraft. 

V  Potential  der  äusseren  Kraft. 

ff        Beschleunigung  durch  die  Schwere. 
u^VfW   Geschwindigkeitskomponenten  einer  Flüssigkeit. 
q        Resultierende  Geschwindigkeit  einer  Flüssigkeit. 

^        Operation8«ymbol=A  +  uA+„^+«,^. 
a,  b,  o,  f,  g,  h    Komponenten  der  Deformationsgreschwindigkeit  (rates  of  strain). 

1, 7],  £  Komponenten  der  Drehgeschwindigkeit  (spin). 

CO  Resultierende  Drehgeschwindigkeit  (spin). 

9  Geschwindigkeitspotential. 

V  Kinematischer  Reibungskoeffizient. 

d*         d*        d* 
A        Laplace'scher  Operator  =  ^— j  +  x— j  +  ^-j  • 

fff        Stromfunktion. 

Bem.   Als  Einheiten  werden  in  diesem  und  dem  folgenden  Artikel  G.-G.-S. 
Einheiten  und  Celsiusgrade  benutzt. 


1.  Der  Begriff  des  FlüaaigkeitBdraokeB.  Der  grundlegende  Begriff 
in  der  Hydrodynamik  ist  der  Begriff  des  Flüssigkeitsdruckes.  Archi- 
medes  scheint  zu  seiner  Einfdhrong  in  die  Mechanik  durch  die  all- 
gemeine Erfahrung  veranlasst  zu  sern^).  Er  stellte  den  Ghnmdsatz 
auf  ^),  dass  jeder  Teil  einer  Flüssigkeit  von  anderen  Teilen  gedrückt 
wird,  und  benutzte  die  so  erhaltene  Vorstellung  vom  Flüssigkeits- 
druck zum  Aufbau  einer  Theorie  schwimmender  Körper^.  Am  Ende 
des  16.  Jahrhunderts  helebte  Stemn^)  das  Studium  der  Hydrostatik 
von  neuem.  Er  wandte  die  Grundsätze  des  Archimedes  an,  um  den 
Druck  auf  den  Boden  und  auf  die  Wände  eines  mit  Flüssigkeit 
gefüllten  Gefässes  zu   bestimmen.     Bis   dahin   bestand  zwischen  der 


1)  Nach  Lagrange,  M^c.  an.  1,  p.  167. 

2)  B.  S.  HeaÜh,  The  Works  of  Archimedes,  Cambridge  1897;  E.  Heiberg, 
Archimedis  Opera  omnia,  Leipzig  1880,  1881.  Archimedes  schrieb  ein  Buch 
nsifl  o%w){U'9iov,  welches  nur  in  einer  lateinischen  Übersetzung  unter  dem  Titel 
„de  üs  quae  in  humido  vehuntur**  erhalten  ist. 

3)  Von  Lctgrange,  M^c.  an.  1,  p.  168  als  „une  throne  de  la  stabüit^  des 
Corps  flottants^  k  laquelle  les  modernes  ont  peu  ajout^^^  bezeichnet. 

4)  Simon  Stevin,  De  Beghinselen  des  Waterwichts,  Leyden  1686;  franzö- 
sische Übersetzung  in  8.  Stevin,  Oeuvres  math^matiques,  Leyden  1684. 
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Hydrostatik  und  der  allgemeinen  Statik  keine  Verbindung.  Galilei  ^) 
suchte  die  Methoden  der  allgemeiaen  Statik  auf  das  Gleichgewicht 
der  Flüssigkeiten  mit  Hülfe  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen 
anzuwenden.  Dasselbe  Prinzip  wurde  mit  Erfolg  von  PasccU*)  und 
später,  in  grösserer  Allgemeinheit,  von  Lagrange'^  angewandt  Das 
Problem,  die  Hydrostatik  mit  der  allgemeinen  Statik  zu  verbinden, 
wurde  von  •  Newton  ^  dadurch  grundsatzlich  erledigt,  dass  er  be- 
merkte, dass  jeder  in  Ruhe  befindliche  Flüssigkeitsteil,  der  durch  irgend 
einen  andern  Körper  von  derselben  Gestalt  und  Dichte  ersetzt  wird, 
in  Ruhe  bleibt.  Insbesondere  kann  der  Körper,  durch  welchen  der 
FlüssigkeitsteU  ersetzt  wird,  ein  starrer  sein.  Bis  zu  dem  Erscheinen 
von  Etde/s  Abhandlung^)  aus  dem  Jahre  1755  stellte  man  sich  den 
Druck,  der  auf  einen  Flüssigkeitsteil  wirkt,  allgemein  als  das  Gewicht 
einer  auf  ihm  lastenden  Flüssigkeitssäule  vor,  und  nahm  stillschweigend 
an,  dass  der  Druck  in  allen  Richtungen  um  einen  Punkt  herum  der- 
selbe sei.  Etder  führte  eine  allgemeinere  Auffassung,  wie  folgt,  ein: 
Man  bezeichne  die  Flüssigkeit  auf  der  einen  Seite  einer  Oberfläche  mit  f\ 
und  die  Flüssigkeit  (oder  einen  andern  Körper)  auf  der  andern  Seite 
der  Oberfläche  mit  -F^;  die  Teilchen  von  -F\,  die  in  unmittelbarer 
Berührung  mit  der  Oberfläche  stehen,  üben  Kräfte  auf  die  benach- 
barten Teilchen  von  F^  aus;  man  kann  diese  Kräfte  so  ansehen, 
als  ob  sie  aus  infinitesimalen  Normaldrucken  vom  Typus  pdSy  ge- 
nommen über  jedes  Oberflächenelement  dS,  zusammengesetzt  seien. 
Euler  mhm  p  unabhängig  von  der  Orientierung  von  dS  an  und 
erhielt  daraufhin  die  allgemeinen  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht 
einer  unter  Einwirkung  irgendwelcher  Kräfte  stehenden  Flüssigkeit 
durch  Anwendung  des  oben  erwähnten  Newtm'scken  Prinzips.  Die 
Grösse  p  ist  der  ,yDruck  in  einem  Punkte^^  In  dem  Werke  von  Lor 
grange'^)  wm-de  der  Flüssigkeitsdruck  in  einem  Punkte  einer  inkom- 
pressiblen  Flüssigkeit  als  der  Multiplikator  eingeführt,  welcher  in  der 
Gleichung  der  virtuellen  Verrückungen  auftritt,  wenn  die  Variationen 
der  Koordinaten  der  Inkompressibilitätsbedingung  unterworfen  sind. 
Für  eine  kompressible  Flüssigkeit  wurde  der  Druck  weniger  präzis 


6)  Q(Meo  GiUüei^  DiBCorso  intomo  alle  cose  che  stanno  su  Facqua,  o  che 
in  queUa  si  mnovono,  Firenze  1612;   O.  Galilei,  Opere  12,  Firenze  1854. 

6)  Blaise  Pcucäl^  Traitä  de  T^quilibre  des  liqneurs,   Paris  1668;    Oeuvres 
de  Pascal  4,  Paris  1819. 

7)  Möc.  an.  1,  p.  178—206. 

8)  Principia,  Lib.  2^  Prop.  20,  Cor.  4. '  Das   Resultat  wird  oft  als    „das 
Archimedische  Prinzip'*  angeführt;  vgl.  Fussn.  21. 

9)  Berlin,  Hist.  de  TAcad.  11  (1766). 
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durch  die  Einführung  eines  beim  Zusammendrücken  auftretenden 
elastischen  Widerstandes  definiert.  In  beiden  Fallen  leitete  sich  die 
in  allen  Richtungen  herrschende  Gleichheit  des  Druckes  aus  den  von 
Lagrange  angenommenen  Prinzipien  ab.  Cauchy^^)  erkannte  ^  dass  der 
Flüssigkeitsdruck  ein  spezieller  Fall  des  allgemeinem  Begriffs  eines 
innem  Spannungszustandes  (streBs)")  in  einem  mechanischen  System 
ist,  und  zeigte,  dass  eine  immer  normal  gegen  das  Oberflächen- 
element wirkende  Spannung  notwendigerweise  in  aUen  Richtungen 
um  einen  Punkt  herum  dieselbe  ist. 

In  der  ,,rationellen^'  Mechanik  der  Flüssigkeiten  nimmt  man  von 
einer  Flüssigkeit  an,  dass  sie  einen  Raumteil  kontinuierlich  ausfülle, 
und  definiert  sie  als  ein  mechanisches  System,  für  welches  in  der 
Ruhelage  die  Spannung  überall  ein  rein  normaler  Druck  ist.  Man 
nennt  eine  Flüssigkeit  „ideal^,  wenn  man  einen  rein  normalen  Druck 
erhält,  einerlei  ob  die  Flüssigkeit  sich  in  Ruhe  oder  Bewegung  befindet. 
Eine  nicht  ideale  Flüssigkeit  heisst  zäh. 

3.  Die  GlelohgewiohtBbedingnngen  ^^.  Die  Gleichgewichts- 
bedingungen einer  unter  Einwirkung  irgend  welcher  Eiufbe  stehen- 
den Flüssigkeit  besagen,  dass  der  in  irgend  einer  geschlossenen  Ober- 
fläche^') befindliche  Flüssigkeitsteil  genau  so  im  Gleichgewicht  ist, 
wie  ein  starrer  Körper,  auf  den  die  äusseren  Kräfte  ^^)  und  die  über  die 
Oberfläche  hin  verteilten  Drucke  wirken.  Sind  X,  F,  Z  die  äusseren 
Kräfte,  bezogen  auf  die  Masseneinheit  und  parallel  zu  festgewählten, 
rechtwinkeligen  Koordinatenaxen,  und  bezeichnet  q  die  Dichte  in  einem 
Punkte  (rr,  y,  £r),  so  lauten  die  Gleichungen 

^Y ^P      ^v.^^P       ^7—^P 

9^=di'    «^"^d^^    ^^=di' 

Es  folgt,  dass  (f^Käx^  Ydy  +  Zdz)  das  vollständige  Differential«) 
einer  einwertigen  Funktion  von  x,  y,  e   ist,  und  dass  also  die  Flüs- 


10)  Exercices  de  math^matiques  2,  Paris  1827,  p.  23  und  54.  Oeuvres 
(2)  7,  p.  87—39. 

11)  Siehe  IV  14,  Nr.  19. 

12)  EtUer  (Fussnote  9).  Siehe  auch  Paiason,  Traitd  de  m^canique  2,  Paris 
1833,  p.  17;   Kirchhoff,  Mechanik,  p.  126. 

13)  Chreenhül,  Ency.  Brit.,  leitet  die  Gleichungen  aus  diesem  Prinzip  mit 
Hülfe  des  (7reen*8chen  Satzes  ab  (U  A  2,  Nr.  46). 

14)  Die  äusseren  Kräfte  sind  diejenigen,  welche  von  den  Teilchen  ausser- 
halb  der  Oberfläche,  die  mit  letzterer  nicht  in  unmittelbarer  Berührung  sind, 
auf  die  Teilchen  innerhalb  der  Oberfläche  ausgeübt  werden. 

16)  Dies  war  d^lembert  bekannt,  Essai  ...  de  la  r^sistance  des  fluides, 
Paris  1762. 
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sigkeit  sich  nur  in  Gleichgewicht  befinden  kann,  wenn  X^  Y,  Z  die 
Bedingung 

Y  fiY        dZ\,^  /dZ       dX\    ,     „  (dX        dY\       ^ 

erf&llen.  Dieses  zeigt^  dass  es  möglich  sein  muss,  die  Kraftlinien  durch 
ein  System  von  Oberflächen^^)  orthogonal  zu  schneiden.  Es  sind  dies 
di?  Flachen  konstanten  Druckes.  Ist  das  Kraftfeld  konservativ  und 
die  Dichte  veränderlich ^  so  ist  Gleichgewicht  nur  möglich^  wenn  der 
Druck  p  eine  einwertige  Funktion  der  Dichte  q  ist.  Umgekehrt  kann 
eine  elastische  Flüssigkeit,  in  welcher  p  proportional  mit  q,  oder  eine 
Funktion  von  q  ist,  nur  im  Gleichgewicht  sein,  wenn  das  Kraftfeld 
konservativ  ist  Für  eine  homogene,  inkompressible  Flüssigkeit,  die 
unter  Einwirkung  von  konservativen,  aus  einem  Potential  V  ab- 
geleiteten  Kräften   steht,   können    die   Gleichgewichtsgleichungen   in 

der  Form  -£  =  F  +  const.  ^'')  integriert  werden.     Für  eine  elastische 

Flüssigkeit  ist  die  entsprechende  Form  /  -^  =  F  +  const.  Das  auf- 
tretende Integral  ist  in  der  Flüssigkeit  auf  irgend  einem  Wege  von 
einem  festen  Punkte  zu  dem  Punkte,  in  welchem  p  benutzt  werden 
soll,  zu  erstrecken. 

3«  Sine  ruhende,  inkompressible  Flüssigkeit  unter  Einwirkung 
der  Schwere  ^^).  In  einer  ruhenden  homogenen  Flüssigkeit,  die  unter 
Einwirkung  der  Schwere  steht,  sind  die  Flächen  konstanten  Druckes 
Horizontalebenen.  Der  Druck  in  einer  Tiefe  z  unter  der  freien  Ober- 
fläche ist  gQZ,  wo  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  bedeutet.  Der 
Druck  der  Flüssigkeit  auf  irgend  ein  Stück  einer  Oberfläche  kann  in  Ver- 
tikal- und  Horizontaldruck  zerlegt  werden.    Der  nach  unten  gerichtete 

Vertikaldruck  ist  durch  das  Integral  gQjJ  nadSy  genommen  über 

das  Oberflächenstück,  gegeben;  n  ist  der  Cosinus  des  Winkels,  den 
die  von  der  Flüssigkeit  weggezogene  Oberflächennormale  mit  der 
nach  unten  gerichteten  Vertikalen  bildet  Dieser  Ausdruck  ist  dem 
Gewichte  einer  Flüssigkeitssäule  gleich,  die  auf  dem  Oberflächenstück 

16)  Die  eraten  Spuren  dieses  Resultates  finden  sich  in  Huygens,  Dissertatio 
de  causa  gravitatis,  Opera  reliqua  2,  Amsterdam  1728;  wegen  des  Resultates 
selber  vgl.  IV  14,  Nr.  9. 

17)  Dass  die  freie  Oberfläche  eine  Niveaufläche  ist,  wurde  von  Clairaut 
bewiesen,  Theorie  de  la  figure  de  la  terre,  Paris  1743. 

18)  Paisson,  Trait^  de  M^caniqne  2,  p.  565 ff.;  Kirchhoff ^  Mechanik, 
p.  133,  184.  Einzelheiten,  die  spezielle  Fälle  betreffen,  sind  in  Oreenhül, 
Hydrostatics,  Ch.  1,  2  gegeben. 
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steht  und  bis  zur  freien  Oberflache  ^^  emporreicht,  vorausgesetzt,  dass 
n  für  das  Oberflächenstück  positiv  ist.  Der  Druck  parallel  einer 
gegebenen  Horizontalen   ist  gleich  einer  Einzelkraft,   die   durch  das 

über  das  Oberflächenstück  genommene  Integral  ffQjJ  ledS  gegeben 

ist;  l  ist  der  Cosinus  desjenigen  Winkels,  den  die  von  der  Flüssig- 
keit weggezogene  Oberflächennormale  mit  der  gegebenen  Geraden 
bildet.  Diese  Horizontalkomponente  ist,  was  Grösse  imd  Wirkungs- 
richtung anbelangt^  mit  dem  resultierenden  Druck  auf  die  Projektion 
des  Oberflächenstücks  auf  eine  Ebene,  die  rechtwinkelig  zu  der  ge- 
gebenen Geraden  steht,  identisch.  Der  resultierende  Druck  auf  eine 
in  irgend  einer  Stellung  gegebene  ebene  Fläche  geht  durch  einen  be- 
stimmten Punkt  der  Fläche,  das  sogenannte  Ihrwhxntrwn  derselben. 
Wenn  wir  die  Gerade,  in  welcher  die  ebene  Fläche  die  freie  Ober- 
fläche schneidet,  zur  a;-Axe  wählen  und  die  y-Axe  dazu  senkrecht  auf 
der  Ebene  ziehen,  haben  wir  die  Koordinaten  ^,  y  des  Druckcentrums 
durch  die  Gleichungen 

xjj  y  dx  dy  =  jj  xy  dx  dy^ 

yffy  ^^  ^^  ^Jjy^  ^^  ^y 

gegeben,  wo  die  Integrale,  die  rechter  Hand  gewisse  Trägheitsinte- 
grale ^)  sind,  über  die  ebene  Fläche  genommen  werden.  Der  mitt- 
lere Druck  auf  eine  Fläche  ist  gleich  dem  Druck  in  ihrem  Schwerpimkte. 

4.  Sohwimmende  Köxper.  Wenn  man  einen  festen  Körper 
ganz  oder  teilweise  in  eine  homogene  Flüssigkeit,  die  unter  der  Ein- 
wirkung der  Schwere  steht,  eintaucht,  so  ist  der  Druck  in  jedem 
Punkte  der  Körperoberfläche  gleich  einem  Drucke,  der  sich  ergiebt, 
wenn  das  von  dem  Körper  eingenommene  Volumen  mit  Flüssigkeit 
von  der  Dichte  der  umgebenden  Flüssigkeit  ausgefüllt  wird.  Der 
Gesamtdruck  der  Flüssigkeit  gegen  den  Körper  ist  mit  einer  Einzel- 
kraft, der  sogenannten  „Auftriebskraft'^,  gleichbedeutend.  Diese  ist 
gleich  dem  Gewichte  der  verdrängten  Flüssigkeit  und  wirkt  durch 
den  Schwerpunkt  C  des  eingetauchten  Volumens  aufwärts*^).  Der  Punkt 
G  heisst  das  Auflriebscentrum.  Wenn  der  Körper  frei  schwimmt,  so 
ist  die  Auftriebskraft  gleich  dem  Gewichte  W  des  Körpers.  Die 
Vertikale  durch  das  Auftriebscentrum  geht  dann  durch  den  Schwer- 
punkt G  des  Körpers.     Die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  schneidet 

19)  S.  Stevin,  Fussn.  4 ;  Poisson^  Fasan.  18. 

20)  Siehe  IV  3. 

21)  Dieses  Resultat  ist  als  das  „Archimedische  Prinzip*^  bekannt. 
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W 
von  dem  Körper  ein  Volumen  F'  =  —  ab.    Jede  Ebene,  die  von  dem 

Körper  das  Volumen  F'  abschneidet^  ist  eine  „Schwimmebene'',  die 
Snveloppe  der  verschiedenen  Schwimmebenen  heisst  die  „Schwimm- 
oberfläche" Diese  Oberfläche  berührt  jede  Schwimmebene  in  einem 
Punkte  Ff  welcher  der  Schwerpunkt  des  im  Körper  von  der  Schwimm- 
ebene gebildeten  Schnittes  ist.  Die  Schwimmoberfläche  ist  also  der 
Ort  des  Punktes  F,  Der  Ort  von  C  für  verschiedene  Lagen  von  jF 
ist  eine  Oberfläche,  welche  „Auftriebsfläche''  oder  Fläche  C  genannt 
werden  kann.  Die  Tangentialebenen  an  diese  Flächen  für  C  und  F 
in  korrespondierenden  Punkten  sind  parallel.  Die  durch  F  gehenden 
Hauptträgheitsaxen  des  im  Körper  von  der  Schwimmebene  gebUdeten 
Schnittes  sind   den  durch  C  gehenden  Tangenten  an  die  Hauptkrüm- 

mungslinien  der  Fläche  C  parallel.   Die  Hauptkrümmungsradien  «dieser 

J  J 

Oberfläche  sind  yr  und  t^?,  wo  e/i  und  J^  die  Hauptträgheitsmomente 

des  im  Körper  durch  die  Schwimmebene  gebildeten  Schnittes  sind. 
Die  entsprechenden  Krümmungsmittelpunkte  Jf^  und  M^  heissen  „Meta- 
centren"*^.  Die  Gleichgewichtslagen  eines  schwimmenden  Körpers 
werden  bestimmt,  indem  man  von  G  Normalen  zu  der  Fläche  C  zieht. 
Die  Theorie  des  Gleichgewichts  und  der  Stabilität  schwimmender 
Körper  ist  dann  identisch  mit  der  Theorie  des  Gleichgewichts  imd 
Stabilität  eines  auf  einer  Horizontalebene  ruhenden  Hülfskörpers,  dessen 
Oberfläche  die  Fläche  C  und  dessen  Massenmittelpunkt  der  Punkt  G  ist. 
Für  die  Gleichgewichtslage  des  Körpers  bezeichne  M  eins  der  beiden 
Metacentren  und  J  das  entsprechende  Trägheitsmoment.  Wird  dann  der 
Körper  um  die  entsprechende  Tragheitsaxe  durch  F  um  den  kleinen 
Winkel  ^  gedreht,  so  ist  die  potentielle  Energie  des  Systems  nach  dieser 
Lagenänderung  um  VjTF- 6rJf -O**  vermehrt  oder  vermindert,  je  nach- 
dem M  oberhalb  oder  unterhalb  von  G  liegt,  d.  h.  je  nachdem  -yi^GC 

ist  Das  Kräftepaar  W-  GM-d',  welches  durch  die  Auftriebskraft  und 
das  Gewicht  des  Körpers  gebildet  wird,  strebt  im  ersteren  Falle  den 
Körper  aufzurichten,   im  letzteren  ihn  umzustürzen*^).    Für  stabiles 

22)  Die  Geometrie  schwimmender  Körper,  inflofem  sie  auf  den  Flächen  C 
und  F  beruht,  verdankt  man  C.  Dttpin,  Applications  de  G^omätrie  et  de  M^cha- 

nique  ä  la  Marine,  Paris  1S22.    Die  Formel  ^=j  für  den  Krümmungsradius  des 

Ortes  für  F  wurde  von  ij.  Ledert  gegeben,  Mess.  of  math.  (2)  1  (1872).  Diese 
Formel  ist' von  E.  Guyou,  Theorie  du  Navire,  Paris  1887,  2.  Aufl.  1894^  verall- 
gemeinert worden.  Die  Gestalten  der  Oberflächen  C  und  F  werden  in  einer  An- 
zahl spezieller  Fälle  von  A.  G.  Oreenhiüf  Hydrostatics,  Ch.  5  diskutiert. 

23)  C,  Dupin  (Fussn.  22)  hat  die  Bedingungen  der  Stabilität  untersucht, 
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Gleichgewicht  müssen  beide  Metacentren  über  G  liegen;  die  Hohen 
Yon  Ml  und  M^  über  G  sind  die  ^etacentrischen  Hohen'^  Fallen 
zwei  Haupttragheitsazen  des  schwimmenden  Körpers  in  F  mit  den 
Trägheitsaxen  des  im  Körper  von  der  Schwimmebene  gebildeten 
Schnittes  zusammen,  so  sind^die  Perioden  der  Schwingungen  gleich 

denen  einfacher  Pendel  von  den  Längen  -^  und  ^-     K^,  K^  sind 

dabei  die  Haupttragheitsradien  des  Körpers  für  die  horizontalen  Trag- 
heitsaxen  durch  F\  h^,  h^  sind  die  entsprechenden  metacentrischen 
Höhen.     Die   Trägheit   der   Flüssigkeit   ist   bei   diesem   Ansatz   ver- 

llftChlii88igt. 

5.  Luftdruck.  Die  Thatsache,  dass  Luft  eine  Flüssigkeit  ist, 
die  au^  andere  Körper  durch  Druck  wirkt,  scheint  zuerst  von  Tarricdli 
imd  Otto  von  Guericke^)  bemerkt  worden  zu  sein.  Die  Beziehung 
zwischen  dem  Druck  in  einer  Luftmasse  und  dem  Volumen,  das  sie 
einnimmt,  wurde  zuerst  von  Boyle^)  untersucht.  .Wenn  die  Tempe- 
ratur konstant  bleibt,  sind  Druck  und  Dichte  eines  Gases  durch  das 

BoyJe^Bclie  Gesetz  -^  ^^  const.  mit  einander  verbimden.  Ist  die  Tem- 
peratur  veriLnderlich   und   sind   die   Zustandsänderungen   adiabatisch, 

so   existiert   eine   andere   Beziehung   zwischen   dem   Druck   und  der 

P 
Dichte^),  nämlich  if  =  const.,  wo  y  das  Verhältnis  der  spezifischen 

Wärme  bei  konstantem  Druck  zu  der  spezifischen  Wärme  bei  kon- 
stantem Volumen  ist  (für  Lufk  ist  y  angenähert  1,408).  Die  Idee, 
dass  die  Abnahme  der  Barometerhöhe  beim  Emporsteigen  über  die 
Erdoberfläche   zur   Messung   der   Berghöhen  benutzt  werden  könnte. 


indem  er  den  Sinn  dieses  Kräftepaares  betrachtete.  Die  Energiemethode  wird 
aof  das  Problem  von  ThotMfm  nnd  Tau,  Nat.  Phil.  8,  p.  320—324  angewandt. 
Systematisch  entwickelte  die  Theorie  mit  dieser  Methode  E.  Cruyou  (Fusan.  22). 
Bine  ausgedehnte  Bibliographie  findet  sich  in  J.  Poüard  et  Ä.  Dudehout,  Archi- 
tectnre  Navale,  Paris  1890 — 1894.  Die  Bedingungen  der  Stabilität  schwimmen- 
der Körper  nnd  von  Flüssigkeiten,  die  mit  einander  in  Berührung  stehen,  sind 
vom  Standpunkte  des  thermodynamischen  Potentials  von  P.  DWiem,  J.  de  matk 
(5)  1,  2,  3  (1895—1897)  behandelt  worden. 

24)  Siehe  E.  M(u^,  Die  Mechanik  in  ihrer  Entwicklung,  Leipzig  1888,  ins 
Englische  übersetzt  unter  dem  Titel  „The  Science  of  Mechanics**,  London  1893. 

26)  R.  BoyUy  Nova  ezperimenta  physico-mechanica  de  vi  aSris  elastica, 
Oxford  1661.  Englische  Übersetzung,  Oxford  1662  und  Works  of  Hon.  B.  Boyle 
1,  3,  London  1772.  Dasselbe  Ctesetz  wurde  yon  E.  MariotU,  De  la  natura  de 
l'air,   Paris  1679,  Oeuvres  de  Mariotte^  La  Haye  1740,  gefunden. 

26)  Poisson,  Trait^  de  M^canique  2,  p.  637  ff.;  wegen  der  Greschichte  des 
Resultats  siehe  P.  Duhem,  Hydrodynamique,  ^äasticit^,  Acoustique,  Paris  1891. 
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Terdankt  man  Ptiscal^.  Bei  der  Anwendung  der  allgemeinen  hydro- 
statischen Gleichungen  auf  das  Oleichgewicht  der  unter  Einwirkimg 
der  Schwere  stehenden  Atmosphäre^)  können  wir  zunächst  die  Tem- 
peratur als  konstant  annehmen.     Wir  finden  dann  die  Formel 

p  =^  pQe^9Qo'^a/Poi*-^a)  ^ 

wo  Pq  und  Qq  der  Druck  und  die  Dichte  an  der  Erdoberfläche,  p  der 

Druck  in  einer  Höhe  z  über  der  Oberfläche  und  a  der  Erdradius  ist. 

um  Änderungen  der  Temperatur   in  Betracht  zu  ziehen,   verlangen 

wir,   dass  eine  Beziehung  zwischen  Höhe  und  Temperatur   gegeben 

ist.     Infolge  der  langsamen  Wärmeleitung  in  der  Luft  kann  die  Be- 

P 
Ziehung  zwischen  Druck  und  Dichte  auch  hier  dem  Gesetz  z^  =  const. 

folgen.  Man  bezeichnet  diesen  Zustand  der  Atmosphäre  als  ^^konyec- 
tives  Gleichgewicht"*^).  Der  Druck  in  der  Höhe  z  ist  dann  durch 
die  Gleichung 


-©■ 


<Po/  y       Pa^  +  z 

gegeben. 

6.   Die  ersten  Untenmohnngen  über  FlüaaigkeitBbewegimg.  Den 

Anstoss  zum  Studium  der  Flüssigkeitsbewegung  gab  die  Beobachtung 
TorriceO/Cs^y  dass  ein  Flüssigkeitsstrahl ^  der  aus  einem  Gefäss  aus- 
fliesst,  mit  grosser  Annäherung  bis  zum  Niveau  der  freien  Oberfläche 
emporsteigen  kann,  um  diesen  G^enstand  weiter  zu  verfolgen, 
betrachtete  Newton^^)  den  Ausfluss  einer  Flüssigkeit  durch  eine 
öffiiung  im  Boden  des  Gefässes.  Er  beobachtete,  dass  sich  der  Strahl 
nach  seinem  Austritt  zusammenzieht'^,  bis  die  Fläche  des  engsten 
Querschnittes  nahezu  llY2  der  Fläche  der  Öffiiung  ist.  Er  fand 
femer,  indem  er  die  Menge,  die  in  einer  bestimmten  Zeit  aus- 
fliesst,  mass,  dass  die  Geschwindigkeit  in  dem  engsten  ^Querschnitt 
sehr  nahe  gleich  derjenigen  ist,  die  sich  beini  Herabfallen  von  der 
freien  Oberfläche  ergeben  würde.  Bei  der  theoretischen  Untersuchung 
nahm  nun  Newton  an,  dass  die  Flüssigkeitsteilchen,  die  einmal  in  einem 


27)  Pesanteur  de  l'air,  Paris  1663;  Oeuvres  de  Pascal  4,  Paris  1819. 

28)  PoisBtm,  Trait^  de  M^canique  2,  p.  609  ff.;  Kirchhoff ^  Mechanik,  p.  127. 

29)  Sir  W.  Thomson,  Manch.  Phil.  Soc.  Proc.  (8)  2  (1862)  «=  Math,  and  Phys. 
Papers  3,  Gambr.  1890,  p.  .255;  Greenhül,  Hydrostatics,  p.  314,  491. 

80)  De  motu   gravinm  naturaliter  accelerato,   Firenze  1643.    Citiert  von 
Lagrcmgey  M^c.  an.  2,  p.  244;  vgl.  lUäUmann,  Hydromechanik,  p.  187. 

31)  Principia,  Lib.  2,  Prep.  36. 

32)  Principia,  2.  Aufl.  (1714). 


58  IV  16.   Ä.  E,  H,  Love,    Hydrodynamik  I. 

horizontalen  Querschnitte  sich  befinden ,  bei  der  Bewegung  stets  einen 
horizontalen  Querschnitt  bilden.  Es  ist  dies  die  „Annahme  von  den 
parallelen  Querschnitten^  Er  ftlhrte  auch  die  „Kontinuitätsgleichung^' 
ein,  und  zwar  in  der  Form,  dass  die  Geschwindigkeit  in  einem  Quer- 
schnitt umgekehrt  proportional  mit  seinem  Flächeninhalt  ist.  Die 
Annahme  der  parallelen  Querschnitte  zusammen  mit  der  Eontinuitäts- 
gleichung  führte  ihn  zu  dem  Schlüsse,  dass,  wenn  das  Geföss  eine 
bestimmte  Gestalt  hat,  sich  die  Flüssigkeitsteilchen  ohne  Widerstand 
bewegen  können,  und  dass  somit  die  Geschwindigkeit  des  Strahls 
diejenige  sein  muss,  welche  durch  das  TorriceUi'Bche  Theorem  be- 
stimmt wird.  Das  Problem  des  Strahlausflusses  (mit  Zugrunde- 
legung der  Annahme  der  parallelen  Querschnitte)  ist  das  eigentliche 
Hauptproblem  der  älteren  Hydrodynamik'*),  weit  mehr  als  das  Problem 
des  Widerstandes,  den  eine  Flüssigkeit  auf  einen  sich  in  ihr  be- 
wegenden Körper  ausübt.  Übrigens  ist  letzteres  Problem  auch  schon 
von  Newton^)  behandelt  worden.  In  D.  BemouUi's  Hydrodynamica 
wurde  das  Torriceßi'sche  Theorem  durch  Anwendung  derselben  Ideen 
erhalten,  die  Huygens  zu  der  Theorie  des  Pendels*^)  führten  und  sich 
auf  die  Änderungen  der  Geschwindigkeit  in  einem  zusammengesetzten 
Systeme  beziehen.  B'Älembert^^)  scheint  der  erste  gewesen  zu  sein, 
der  die  Bildung  der  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  in  Angriff 
nahm.  Die  beiden  Formen  aber,  in  denen  diese  Gleichungen  jetzt 
gegeben  werden,  verdankt  man  Euler^). 

7.  Kinematik  der  Flüssigkeiten  *^).  Die  Geschwindigkeit  einet  sich 
bewegenden  Flüssigkeit  in  einem  Pimkte  ist  ein  Vektor  (ti,  v,  w), 
der  durch  die  Eigenschaft  definiert  ist,  dass  die  Integrale 

JjJ  Qudxdydz,   JJj  gvdxdydg^   JJJ  Qwdxdyde, 

genommen  über  das  Volumen  irgend  einer  in  der  Flüssigkeit  gezoge- 
nen Oberfläche,  die  Komponenten  der  Bewegungsgrösse^)  für  die  in 


33)  Lagrange^  M^c.  an.  2,  p.  243 — 249 ;  vgl.  ^üMmann,  Hydromechanik,  p.  187. 

34)  Principia,  Lib.  2,  Prop.  32—36. 

35)  Siehe  E.  Mach,  Mechanik,  p.  383. 

36)  Berlin,  HiBt.  de  l'Acad.  1765;   Petersburg,  Novi  Comm.  14  (1770). 

37)  Die  Kinematik  der  Flüssigkeitsbewegnng  wurde  von  E.  Beltrami  in 
einer  Reihe  von  Abhandlungen  in  Bol.  Mem.  (3)  1,  2,  3,  6  (1871—1874)  mono- 
graphisch behandelt.    Siehe  auch  N.  Joukowaky,  Moßk.  math.  Samml.  8  (1876). 

38)  MaxweU,  Electricity  and  Magnetism  1,  p.  11,  2.  ed.,  Oxford  1881,  defi- 
niert die  Geschwindigkeit  einer  Flüssigkeit  in  einem  Punkte  mit  Hülfe  des 
„Flusses**  durch  eine  Ebene,  d.  h.  durch  die  Masse,  die  in  der  Zeiteinheit  durch 
die  Flächeneinheit  einer  durch  den  Punkt  gehenden  Ebene  hindurchfliesst.    Die 
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der  Oberfläche  eingeschlossene  Flüssigkeit  sind.  Es  kann  daher 
(u,  Vy  w)  als  die  Geschwindigkeit  des  „Teilchens"  angesehen  werden, 
welches  zur  Zeit  t  sich  in  dem  Punkte  (x,  y,  z)  befindet.  Die  Funk- 
tionen Uy  Vy  w  sind  der  gewohnlichen  Annahme  nach  im  allgemeinen 
stetige  und  difFerenzierbare  Funktionen  von  x,  y,  z  und  t.  Wenn  sie 
Ton  t  unabhängig  sind,  heisst  die  Bewegung  statimlär. 

Die  Linien,  die  durch  das  System  der  Differentialgleichungen 

dx  dy  dz  , . 

u  V  w 

bestimmt   sind,   sind   die  Bahnen  der  Teilchen,    Die  Linien,   welche 

durch  die  Gleichungen 

dx  dy  dz 

u  V  w 

für  irgend  einen  festgehaltenen  Wert  Ton  t  bestimmt  werden,  sind 
die  Stromlinien  zur  Zeit  t,  sie  fallen  für  eine  stationäre  Bewegung 
mit  den  Bahnen  der  Teilchen  zusanmien. 

Das  FlüssigkeitsYolumen,  das  in  dem  Zeitteilchen  dt  durch  ein 
Oberflächenelement  dS  hindurchfliesst,  ist  (lu-]-  inv-\-  nw)dSdt,  wo 
Z,  m,  n  die  Richtungscosinus  der  Normalen  für  das  Element  sind. 
Die  sogenannte  Kontinuitätsgleichung  drückt  aus,  dass  der  Zuwachs 
der  Flüssigkeitsmasse  in  einer  geschlossenen  Oberfläche  ^^)  gleich  dem 
Betrage  ist,  in  welchem  Masse  von  der  Aussen-  nach  der  Innenseite 
vermöge  der  durch  die  Oberfläche  strömenden  Flüssigkeit  hinüber- 
geschafft wird.    Man  erhält  so  die  Gleichung  ^^) 

^^  dt'^dx'^dy'^dz~' 

Die  Bedingung,  dass  eine  Grösse  f,  die  mit  der  Flüssigkeit  ver- 
bunden ist,  zu  allen  Zeiten  für  dasselbe  Teilchen  denselben  Wert 
hat,  ist 

^^  dt^^  dx^^  dy^^dz       ^' 

Eine  Funktion  f(x,  y,  z,  t),  welche  dieser  Bedingung  genügt,  definiert 
eine  Schar  von  Flächen  /*==const.,  welche  sich  so  bewegen,  dass 
sie  stets  von  densyelben  Teilchen  gebildet  werden.  Man  wird  nun 
bei  der  mathematischen  Behandlung  drei  unabhängige  Scharen  solcher 
Flächen,  die  durch  Gleichungen  der  Form 


Definition,  welche  von  der  Bewegungsgrösse  ansgeht,  wurde  ebenfalls  von 
Maxwell,  Lond.  Phil.  Trans.  167  (1867),  vorgeschlagen;  vgl.  0.  Reynolds,  Lond. 
Phü.  Trans.  (A)  186  (1896). 

39)  Euler,  Petersburg,  Novi  Comm.  14  (1770). 
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/i  {^y  Vj  »y  0  =  Py 

dargestellt  werden  können,  zu  Grunde  legen  ^).  Da  die  Werte  von 
P,  Q,  R  für  ein  Teilchen  konstant  bleiben,  können  sie  als  Koordi- 
naten desselben  benutzt  werden^);  zu  diesen  Koordinaten  sind  bei- 
spielsweise die  Anfangskoordinaten  Xq,  y^,  Zq  der  Teilchen  zu  zahlen. 
Wenn  man  die  Orössen  P,  Q^  B,t  als  unabhängige  Veränderliche  an 
Stelle  der  x,  y,  z^  t  einftlhrt,  und  die  Differentiation  in  Bezug  auf  die 
neuen  YeriLnderlichen  mit  dem  Symbole  d  bezeichnet,  so  bekommt 
man  die  Formel*^) 

O  C      ,  Ol  €       ,  0 

ü  =  57  +  «ö — r«ö — f-Wö-' 
*t        ot    '        8a;    '        ry    '        oz 

Die  Eontinuitstssleichuns,  in  den  neuen  Veränderlichen  aaseedrückt, 
nimmt  die  Form««)  an 

unter  J  die  Joco&i^sche  Determinante 


Sx 

9y 

Sz 

SP 

SP 

SP 

Sx 

sy 

Sz 

9Q 

SQ 

SQ 

Sx 

*y 

Sz 

SB 

SB 

SB 

verstanden. 

Wenn  f£lr  die  Umgebung  eines  Teilchens  die  Dichte  von  der  Zeit 
unablmngig  ist,  heisst  die  Flüssigkeit  inkompressibel;  wenn  sie  für  alle 
Teilchen  dieselbe  ist,  heisst  die  Flüssigkeit  homogen.  Die  Kontinuitäts- 
gleichung  für  eine  inkompressible  Flüssigkeit  nimmt  dann  die  Form  an 

dx"^  dy"^  dz~  ^' 

oder  , 

J  =  const. 

Die  Relativbewegung  der  Flüssigkeit^^)  nahe  einem  Punkte  (x,  y,  z) 

40)  M.  J.  M.  Hül,  Quart.  J.  of  math.  17  (1881). 

41)  Biisset^  Hydrodynamics,   gebraucht   för   die  hier  mit  -^    bezeichnete 

ot 

Operation  ^  ,  dagegen  Lamh^  Hydrodynamics,  yr-  -    (In  den  deutschen  Arbeiten 

wird  fast  durchgängig  ^  geschrieben.) 

42)  Diese  Gleichung  wurde  dem  Wesen  nach  zuerst  von  EuUr  (Fussn.  89) 
gegeben. 

43)  B.  de  Saint'Venant,  Paris  C.  R.  17  (1848),  p.  1240;  Stokes,  Friction. 
Die  entsprechende  Theorie  f^  die  Deformation  eines  Eontinuums  wurde  von 
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wird  durcli  die  Geschwindigkeitskomponenten  in  einem  benachbarten 
Punkte  (x-^-x',  y  +  y',  2^  +  0  relativ  zu  dem  Teilchen  in  rr,  y,z  be- 
stimmt.  Diese  Geschwindigkeitskomponenten  sind  in  erster  Annäherung 

Iax'  +  hy'^+  g/  —  gy  +  rj/ 
hx'+hy  +  f/  — g/+5ic' 
gx  +  ty  +  c/  —  rix  +  Sy, 

wo  die  Glieder  von  höherer  Ordnung  als  der  ersten  yemachlässigt 
sind.   Die  Koeffizienten  sind  dabei  durch  folgende  Gleichungen  gegeben: 


(4) 


du  dv  dw 

dx'  dy  ^  dz' 

9P       ^w    ,    dv  ^  du    .    dw  o  dv    ,    du 

^^~d^^Tz'  ^^  —  Ji'^di'  ^^~di^d^' 

ofc dw dv_  o    du^ ^  9«. ^ ^ 

.^~d^         ^'  ^^~di         fix'  '^^~dx        ^' 


dy       dz  '  '       dz        dx'  '       dx       dy 

Diejenigen  Glieder  in  (3),  welche  |;  tj,  i  enthalten,  stellen  eine 
Drehbewegung^)  des  kleinen  Yolumenelements  dar;  dasselbe  rotiert 
wie  ein  starrer  Körper  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  (S,i/,5).  Der 
Vektor  (Si?5)  soll  die  „Drehgeschwindigkeit"  (spin**))  heissen.  Die 
Grösse  6*  +  i?*  +  S*  ist  gegenüber  orthogonaler  Koordinatentransfor- 
mation invariant.  Sie  ist  das  Quadrat  der  Drehgeschwindigkeit.  Wenn 
ein  kleines  kugelförmiges  Element  der  Flüssigkeit  der  Wirkung  der 
übrigen  Flüssigkeit  entzogen  und  starr  gemacht  werden  könnte,  so 
würde  es  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  (|,  17,  5)**)  rotieren. 

Eine  Flüssigkeitsbewegung,  bei  der  |,  17^  ^  nicht  verschwinden, 
heisst  eine  „Wirbelbewegung^';  jeder  Teil  der  Flüssigkeit,  in  welchem 
irgend  eine  der  Grössen  $,  17,  ^  von  NuU  verschieden  ist,  heisst  ein 
„Wirbel".  Eine  Bewegung,  bei  der  g,  1^,  f  verschwinden,  nennt 
man  wirbelfrei;  bei  einer  solchen  Bewegung  existiert  eine  Funk- 
tion 9>,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 


Cauchy^  Ezercices  de  math^matiques  2,  Paris  1^27,  p.  60  gegeben.  Siehe  IV  14, 
Nr.  12—18. 

44)  EuUr^  Berlin,  Hist.  de  TAcad.,  1756,  p.  292,  gab  an,  dass  bei  einer 
Botationsbewegong  um  eine  Axe  udx  •\-  vdy  -{-  wdz  kein  vollständiges  Diffe- 
rential ist. 

46)  Der  Name  „Molekularrotation",  der  oft  gebraucht  wird,  ist  sehr  schlecht 
gewählt.  Die  Theorie  hat  gar  keine  Beziehung  zu  den  Molekülen.  Der  Name 
^spin"  wurde  von  W.  K.  Cliffwd^  Elements  of  Dynamic,  London  1878^  ein- 
geführt. Berücksichtigt  man  die  Verschiedenheit  zwischen  polaren  und  axialen 
Vektoren,  so  muss  man  den  ,|8piii"  als  axialen  Vektor  ansehen  (IV  14).  Der  „spin*' 
ist  der  halbe  „curl"  des  Oeschwindigkeitsvektors. 

46)  Sklkes^  Friction,  s.  Papers  1,  p.  112. 
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dq>  d<p  d(p 

dx^  oy  '  de 

Hier  bezeichnet  man  q>  als  das  „Geschwindigkeitspotential'' ^^). 

Die  übrigen  Olieder  in  (3),  welche  a^  b^  o,  f,  g,  h  enthalten,  drücken 
die  Thatsache  ans,  dass  das  Yolumenelement  in  einem  kleinen  Zeit- 
intervall t  eine  reine  Deformation  erleidet.  WeMen  die  Ausdehnungen 
und  Gleitungen^  die  bei  dieser  Deformation  vorkommen,  mit  €^,  «y,  «,, 

99s 7  9 MX}  9x9  ^®^^<^^^7  so  süi<l  diese  Grössen  mit  den  Gh-össen  a^  b,  o, 
fj  g,  h  durch  die  Gleichungen 

a  ==  lim  r~^£,,  2t  =  lim  t-^g 


verbunden.  Das  Tensortripel,  welches  a^  b,  o,  f,  g,  h  als  Komponenten 
hat,  möge  ,,Deformationsgeschwindigkeit''  (rate  of  strain)  genannt 
werden.  Die  Grösse  a  +  b  +  c  is*  gegenüber  orthogonalen  Trans- 
formationen invariant;  sie  ist  die  „Geschwindigkeit  der  Dilatation'', 
die  das  Yolumenelement  erleidet,  und  möge  durch  ®  bezeichnet  sein. 

8.  Bewegongsgleiohungen^).  Die  Bewegungsgleichungen  einer 
unter  Einwirkung  äusserer  Kräfte  sich  bewegenden  idealen  Flüssigkeit 
drücken  folgende  Bedingung  aus:  Der  in  einer  gegebenen  Richtung 
erfolgende  Zuwachs  an  Bewegungsgrösse,  den  eine  in  eine  feste  Ober- 
fläche eingeschlossene  Flüssigkeit  erfahrt,  muss  sich  aus  zwei  anderen 
Bewegungsgrössen  zusammensetzen.  Die  eine  dieser  Bewegungsgrössen 
wird  in  jener  Richtung  von  der  durch  die  Oberfläche  hindurch- 
strömenden Flüssigkeit  mitgefUhrt,  also  von  der  Aussenseite  nach  der 
Innenseite  oder  umgekehrt  transportiert  (je  nach  dem  Sinn  des  Ge- 
schwindigkeitsvektors). Die  andere  Bewegungsgrösse  wird  in  jener 
Richtung  durch  die  äusseren  Kräfte  und  den  auf  die  Oberfläche  ^^) 
wirkenden  Druck  erzeugt.    Übrigens  kann  die  in  Rede  stehende  Ober- 

47)  HelmhoUz,  Wirbelbewegung.    In  Lamb^s  Hydrodynamics 

—  dfp^^udx-^-vdy-^-wde. 
Letztere  Bezeichnung  ist  gewählt  wegen  der  physikalischen  Bedeutung  von  <p\ 
vgl.  IV  16,  Nr.  Ib. 

48)  Die  im  Text  zu  Grunde  gelegte  Methode,  die  Bewegungsgleichungen  aus 
der  Theorie  der  Bewegpingsgrösse  abzuleiten ,  wird  jetzt  allgemein  angewandt, 
sie  ist  gleichbedeutend  mit  der  von  Euler  gebrauchten  (Fussn.  86).  Die  be- 
treffenden Gleichungen  wurden  von  Lagnmge,  M^c.  an.  2,  p.  260  aus  dem  Prinzip 
der  kleinsten  Wirkung  abgeleitet;  siehe  auch  Basset^  Hydrodynamics  1,  p.  32 
und  Wien,  Hydrodynamik,  p.  47. 

49)  Das  hier  gegebene  Prinzip  kann  auf  jedes  kontinuierliche  mechanische 
System  angewandt  werden,  vorausgesetzt,  dass  der  „Druck  auf  die  Oberfläche*^ 
durch  die  „über  die  Oberfläche  verteilten  Zugkräfte'*  ersetzt  wird.  • 
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fläche,  was  Lage  und  Gestalt  anbelangt,  beliebig  in  dem  mit  Flüssig- 
keit erfüllten  Räume  gewählt  sein^').     Die  Gleichungen  sind 

/^x     9u y l_dp        Sv^ xr j_?£       ^ 7' l^d£ 

^^^     dt        ^        Q  dx'     dt  ~  -^        Q  dy'     9t  ~  "^        Qdz^ 

in  denen  die  Glieder  linker  Hand  ersichtlich  die  Beschleunigungs- 
komponenten des  Teilchens  repräsentieren,  das  sich  zur  Zeit  i  in  dem 
Punkte  (Xj  y,  z)  befindet  Die  Gleichungen  können  auch  in  folgen- 
der Form  geschrieben  werden 

Y^J-  V  ^  ^  7— L^ 

wobei  das  Symbol  d  die  Differentiation  in  bezug  auf  die  imabhängigen 
Veränderlichen  P,  Q,  R^t  bedeutet. 

Die  Gleichungen  (1)  werden  gewohnlich  als  die  i?Mfer'schen  Glei- 
chungen, die  Gleichungen  (2)  als  die  Z/O^an^e'schen  Gleichungen 
bezeichnet^). 

Die  spezieUe  Bedingung,  die  an  den  begrenzenden  Oberflächen  gilt, 
hat  eine  rein  kinematische  Bedeutung;  sie  sagt  aus,  dass  dort  in  der 
Richtung  der  Normalen  keine  Relativgeschwindigkeit  der  Oberfläche 
und  der  mit  ihr  in  Berührung  sich  befindenden  Flüssigkeit  statt- 
findet**); folglich  ist  die  Gleichung  jeder  solchen  Oberfläche  von  der 
Form  f(Xf  y,z,t)  =  0,  wo  f  eine  Lösung  der  Gleichung  (2)  in  Nr.  7 
ist.  An  einer  freien  Oberfläche  gilt  die  weitere  Bedingung,  dass  p 
verschwindet.  An  einer  Oberfläche,  entlang  deren  die  Flüssigkeit  mit 
einem  zweiten  Körper  in  Berührung  ist,  muss  die  Normalkomponente 
der  Zugkraft  für  eine  Ebene,  die  der  Tangentialebene  parallel  ist  und 
im  kleinen  Abstände  von  derselben  im  Innern  des  zweiten  Körpers 
liegt,  bei  verschwindendem  Abstände  in  die  Grenze  — p  übergehen*^*). 
Ist  indess  der  zweite  Körper  eine  Flüssigkeit,  und  die  Oberflächen- 


50)  Beide  Formen  werden  von  Lagrange,  M^c.  an.  2  gebraucht.  Die  Glei- 
chungen (1)  wurden  von  Euler  im  Jahre  1756  und  die  Gleichungen  (2)  auch 
Ton  Euier  im  Jahre  1770  (Fussn.  36)  gegeben.  Die  Gleichungen  (2)  werden  ge- 
wöhnlich in  der  Form  geschrieben,  die  sich  durch  Ersetzung  von  P,  Q,  B  durch 
die  Anfangskoordinaten  x^^y^^  z^  ergiebt. 

51)  Wegen  einer  Diskussion  dieses  Theorems,  besonders  im  Hinblick  auf 
freie  Oberflächen,  siehe  Sir  W.  Thomson,  Cambr.  and  Dubl.  Math.  J.  3  (1848), 
p.  89  =  Math,  and  Phys.  Papers  1^  Cambr.  1882,  p.  83.  Poisson,  Trait^  de  M^ca- 
nique  2,  p.  681,  hatte  bereits  auf  die  Schwierigkeiten  des  Theorems  aufmerk- 
sam gemacht. 

52)  Dies  ist  die  Bedingung  für  die  „Stetigkeit  der  Spannung*\ 
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Spannung  zwischen  den  beiden  Flüssigkeiten  T,^)  so  ist  der  Druck 
an  der  Oberfläche  unstetige  indem  er  sich  um  einen  Betrag 
T{R-'  +  U'-i)  ändert,  unter  B  und  U'  die  Hauptkrümmungsradien 
der  Oberfläche  verstanden. 

9.  Flüasigkeit,  die  wie  ein  starrer  Körper  rotiert.  Wenn  die 
äusseren  Kräfte  konservativ  sind  und  die  Flüssigkeit  mit  der  gleich- 
formigen  Winkelgeschwindigkeit  m  um  die  Axe  0  rotiert,  so  haben 
die  Bewegungsgleichungen  ein  Integral^) 

V-fy  +  y  ^'(^'  +  y*)  =  const. 

Für  eine  inkompressible  Flüssigkeit,  die  unter  Einwirkung  der  Schwere 
um  eine  vertikale  Axe  rotiert,  sind  die  Oberflächen  gleichen  Druckes 
Rotationsparaboloide  um  die  Axe;  ihre  Halbparameter  haben  die 
Länge  gm"^  und  der  Druck  in  einem  Punkte  ist  das  Produkt  von 
^p  in  die  Tiefe  unter  der  freien  Oberfläche^).  Für  eine  der  eigenen 
Schwere  unterworfene  inkompressible  Flüssigkeit,   deren  freie  Ober- 

•c'  1/'  ä' 

fläche  die  Form  eines  EUipsoids,  -y  +  ty  H — 1  =  1?  besitzt,  hat  das 
Potential  V  in  einem  innem  Punkte  die  Form^) 

r  =  const.  —  y  (Äx^  +  By*  +  Cz^) ; 

die  Gestalt  des  Ellipsoids  und  die  entsprechende  Winkelgeschwindig- 
keit sind  dabei  mit  den  Ä^  By  C  durch  die  Gleichungen^^) 

(1)  ci«= g, 

verknüpft.     Somit  ist  jedes  EUipsoid,  welches  der  Gleichung 

(2)  (A  —  B)a'V  +  C(^{a?  —  fr«)  =  0 

genügt,  eine  mögliche  Gleichgewichtsfigur  einer  rotierenden,  der 
eigenen  Schwere  unterworfenen  Flüssigkeit;  man  nennt  diese  Ellip- 
soide  die  „Jac(>&{'schen  Ellipsoide'^    Die  Axe  c  muss  dabei  die  kleinste 


63)  Siehe  den  Artikel  über  Kapillarität  in  Bd.  V. 
54)  Euler  (Fnssn.  44). 

56)  D.  Bemoulli,  Hjdrodynamica,  p.  246.  Die  Konkavität  der  freien  Ober- 
fläche wird  erwähnt  von  Newton,  Principia,  Scholium  zu  Definitio  8. 

56)  n  A  7b,  Nr.  15. 

57)  Dies  Resultat  verdankt  man  Jacobi,  Ann.  Phys.  Chem.  83  (1834)  =» 
Ges.  Werke  2,  Berlin  1882,  p.  19;  siehe  auch  /.  lAowoäle,  J.  ^c.  pol.  14  (1834) 
und  Thomson  and  Tait,  Nat.  Phil.  2,  p.  330.  Die  Bewegung  wurde  im  Detail 
diskutiert  von  C.  0.  Meyer,  J.  f.  Math.  24  (1842),  J.  Liownlk,  J.  de  math.  16 
(1851)  und  G.  H.  Darwin,  Lond.  Boy.  Soc.  Proc.  41  (1886). 
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Axe  sein.  Wenn  a  =  b  ist^  so  wird  das  Ellipsoid  ein  Sphäroid 
und  die  Winkelgeschwindigkeit  ist  mit  der  Gbstalt  durch  die  Glei- 
chung^) 

(3)  ö«/^  =  2äÖ9  {(3  +  ^arc  tang/*—  Sf} 

verbunden ,  wo  /**  =  a^cr^  —  1  und  G  die  Gravitationskonstante  ist. 
Jedes  abgeplattete  Sphäroid  ist  eine  mögliche  Gleichgewichtsfigur  der 
rotierenden  Flüssigkeit;  wenn  es  nahezu  kugelförmig  isi^  wird 

Ibaco*  =  16xGQ(a  —  c). 

Jedem  Werte  von  (o*(2jcOq)-\  der  den  Wert  0,2247  nicht  über- 
schreitet, entsprechen  zwei  Werte  von  f]  ffir  grossere  Werte  dieser 
Grösse  hat  die  Gleichung  (3)  keine  reellen  Wurzeln«  Die  durch 
die  Gleichung  (3)  bestimmte  Gleichgewichtsfigur  wird  als  das  „Jlfao- 
2aurjf»'sche  Sphäroid'^  bezeichnet. 

10.  Die  Drackgleichiing.  AuBfluBs  von  Slüasigkeiten^^).  Die 
Bewegungsgleichungen  haben  des  weiteren  ein  angebbares  Integral, 
wenn  die  äusseren  Kräfte  konservativ  sind  und  die  Bewegung  wirbel- 
&ei  ist.     Der  Druck  ist  dann  nämlich  durch  die  Gleichung 

(1)  r-pf  -  II  - 1««  =  F(t) 

gegeben,  wo  F(t)  eine  willkürliche  Funktion  der  Zeit  und  q  die 
resultierende  Geschwindigkeit  bezeichnet.  Für  eine  inkompressible 
Flüssigkeit,  die  sich  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  stationär  bewegt, 
wird  die  Gleichung 

P  —  99^  +  Y  99^  =  const., 

wobei  die  jgr-Axe  vertikal  nach  unten  angenommen  ist;  dieses  Resultat 
enthält  das  TomoeSi'sche  Theorem.  Bei  stationärer  Bewegung  unter 
Einwirkung  konservativer  Kräfte  gilt  allgemein  die  Gleichung 


"-/'f-T«'- 


const. 


entlang  jeder  Stromlinie,  wobei  die  Konstante  rechts  für  verschiedene 
Stromlinien  verschieden  ist,  wenn  Wirbelbewegung  vorliegt. 


58)  Dieses  Resultat  verdankt  man  Maclaunn\  siehe  Thomson  and  Taity 
Nat.  PhiL  2,  p.  326.  Die  Bewegung  wurde  im  Detail  von  Lapikuse,  M^canique 
eheste  2,  Paris  1799,  diskutiert.  Wegen  der  Anwendung  der  Theorie  auf  die 
Gestalt  der  Erde  siehe  Bd.  VI.  Weitere  Resultate  betreffend  Flüssigkeitsellip- 
soide  werden  in  IV  16^  Nr.  4  gegeben. 

69)  Lamby  Hydrodynamics,  p.  21 — 29.  Wegen  des  Ausflusses  aus  Offiaungen 
liehe  auch  lY  17. 

KnojUop.  d.  m*th.  WiMenach.    rv  8.  6 
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Bei  den  Experimenten  über  den  Ansfluss  von  inkompressiblen 
Flüssigkeiten  wird  die  mittlere  Geschwindigkeit^  genommen  über  einen 
durch  den  ausströmenden  Strahl  hindurchgeführten  Schnitt,  gemessen. 
Das  TorriceUi'Bche  Theorem  wird  dann  nahezu  bestätigt;  sofern  der  ge- 
wählte Schnitt  der  Schnitt  des  kleinsten  Flächeninhaltes  ist,  den  man 
als  die  vena  contracta  bezeichnet.  Es  wurde  von  J.  C.  Borda^)  ge- 
zeigt, dass  wenn^  hierbei  der  Druck  für  alle  Punkte  der  Öfi&iung  gleich 
dem  Gleichgewichtsdruck  angenommen  wird,  der  FKcheninhalt  der 
vena  contracta  gleich  dem  halben  Flächeninhalt  der  Of&iung  sein  muss; 
aber  da  der  Druck  über  die  O&ung  hin  jedenfedls  ein  wenig  kleiner 
als  der  Gleichgewichtsdruck  ist,  so  ist  das  Verhältnis  ein  wenig 
grosser  als  V».  Das  in  Rede  stehende  Yerhältniss  k  heisst  ,,Eon- 
traktionskoeffizient^ ;  die  Erfahrung  zeigt,  dass  k  von  der  Form  der 
Ansittzröhre  abhängt.  Bei  einer  Druckhöhe  h  über  dem  Schwerpunkte 
der  Mündung  ist  die  Ausflussgeschwindigkeit  a'|/(2^A);  der  Koeffi- 
zient a  heisst  „Ausflusskoeffizient^^  Für  eine  einfache  ÖfiGaung  in 
einer  ebenen  Wand  sind  k  und  a  nahezu  0,64  imd  0,62;^^)  wenn  eine 
kleine  Röhre  in  die  Flüssigkeit  hineinragt,  ist  k  fast  genau  %. 

Man  kann  die  Formel  (1)  auch  auf  ein  Gas  anwenden,  das  aus 
einem  Gefäss^^),  in  welchem  der  Druck  p^  und  die  Dichte  Qq  herrscht, 
in  einen  Raum,  in  welchem  der  Druck  p^  ist,  ausströmt.  Es  ist 
dann  die  Masse,  welche  in  der  Zeiteinheit  über  die  Flächeneinheit 
der  vena  contracta  hinüberfliesst, 

i  1  r±l  t 


(?^)<^».|©'-(S)'  I  . 


wo  Cq  die  Schallgeschwindigkeit  in  dem  Gase  von  der  Dichte  Qq  ist. 
Dieses  Resultat  gilt  nur,  wenn 


Po  ^  ly  +  iJ 


y-i 


Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  wird  die  Geschwindigkeit  an  einer  geeig- 
neten Stelle  nahe  der  OfiGaung  gleich  der  Schallgeschwindigkeit,  die 


60)  Paris,  Hist.  de  TAcad.  1766.  Das  Besnltat  wurde  wieder  entdeckt  von 
G.  0.  Hanion  und  weiter  beleuchtet  von  Maxwell,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  3 
(1869).  Wegen  der  theoretischen  Bestimmung  der  Eontraktionskoefißzienten 
siehe  IV  16,  Nr.  1  f. 

61)  Vgl.  z.  B.  /.  H,  Cotteria,  Applied  Mechanics,  4.  ed.,  London  1896, 
sowie  Bühlmann,  Hydromechanik. 

62)  Lamb,  Hydrodynamics^  p.  28,  wo  die  von  B.  de  Saifd-Venant  und 
L,  Wanteel,  Hugoniot  und  O.  Reynolds  erhaltenen  Resultate  abgekürzt  zusam- 
mengestellt sind. 
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der  Dichte  des  Gases  an  dieser  Stelle  entspricht.  Der  Schnitt  durch 
den  Strahl  an  dieser  Stelle  wird  der  engste  Schnitt  und  die  Aus- 
flussgeschwindigkeit ist 

2_    .i 

y  + 


Iml  ''>■ 


11«  Brhaltung  der  Energie.  Sei  8  irgend  eine  fest  gehaltene 
geschlossene  Oberfläche  in  einem  mit  Rüssigkeit  erfüllten  Räume; 
die  Enei^ieanderung  der  in  S  befindlichen  Flüssigkeitsmenge  wird 
durch  die  Gleichung*®) 

^JJJ  ^ Q^^^^^y^^  =JJ  Y  Q^^Q^  +  mv  +  nw)  dS 
+ 1  j pQu,  +  wv  +  nw)d8  -{-  1 1 1  q{Xu  -]-  Yv  -{-  Zw)  dxdydz 

+  1 1 1  pBdxdydz 

bestimmt^  wo  l,  fn,  n  die  Richtungscosinus  der  innem  Normale  von 
S  sind.  Der  letzte  Ausdruck,  multipliziert  mit  (Z^,  ^repräsentiert  die 
infolge  der  Ausdehnung  der  Flüssigkeit  eintretende  Arbeitsleistung  des 
innem  Druckes  während  des  Zeitteilchens  dt  Wenn  p  eine  ein- 
wertige Funktion  von  q  ist,  giebt  dieser  Ausdruck  den  Betrag,  um 
welchen  sich  die  potentielle  Energie  der  Kompression  während  des- 
selben Zeitteilchens  vermindert.  Sind  die  äusseren  Kräfte  konservativ, 
so  findet  keinerlei  Dissipation  der  Energie  statt. 

Der  Satz,  dass  eine  wirbel&eie  Bewegung  wirbelfrei  bleibt,  das 
Theorem,  dass  die  Wirbel  stets  von  denselben  Teilchen  gebildet  werden, 
die  Fortpflanzung  der  Wellen  von  ungeänderter  Gestalt  ohne  Höhen- 
abnahme, und  das  Ergebniss,  dass  der  Widerstand  einer  idealen  Flüs- 
sigkeit gegen  einen  durch  sie  hin  bewegten  Körper  einer  blossen 
Abänderung  der  TiBgheit  des  Körpers  gleichkommt,  alle  diese  funda- 
mentalen Thatsachen  sind  eng  mit  dem  Nichteintreten  einer  Dissi- 
pation der  Energie  bei  der  Bewegung  der  idealen  Flüssigkeit  ver- 
bunden**). 

12.  Der  Begriff  der  FlüsBigkeitsreibung.  Die  Idee,  dass  die 
Flüssigkeitsbewegungen  an  andern  Körpern  vorbei,  mit  denen  die 
Flüssigkeiten  in  Berührung  sind,  durch  Wirkungen  von  der  Natur  der 
Reibung  gehemmt  werden,  entstand  aus  folgenden  Beobachtungen: 
1)  dass  die  Geschwindigkeit  eines  Strahles,   der  ein  Gefäss  verlässt, 


68)  Lamb,  HydrodynamicB,  p.  11. 

64)  Vgl.  hierüber  das  Nähere  in  IV  16. 
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etwas  kleiner  ausfällt,  als  sie  durch  das  Tomccßi'sche  Theorem  ge- 
geben wird;  2)  dass  die  Geschwindigkeit  von  Wasser,  welches  in  einer 
geneigten  Röhre  oder  in  einem  Kanal  herabfliesst,  in  yerschiedenen 
Querschnitten  nahezu  dieselbe  ist.  Im  ersten  FaUe  wurde  der  Ver- 
lust an  Geschwindigkeit  dem  Widerstände  der  Luft*^)  zugeschrieben; 
in  dem  zweiten  Falle  nahm  man  an,  dass  der  beschleunigenden  Wirkung 
der  Schwere  durch  die  Beibung  an  der  Oberfläche  der  Röhre  oder  dem 
Bette  des  Kanals  das  Gleichgewicht  gehalten  würde**).  Newton  be- 
nutzte in  seiner  Theorie  der  Zirkulation  der  inkompressiblen  Flüssig- 
keiten den  Begriff  eines  innem  Widerstandes  zwischen  Flüssigkeits- 
schichten, die  an  einander  vorbei  gleiten,  und  nahm  an,  dass  dieser 
Widerstand  mit  der  relativen  Geschwindigkeit  proportional  ist*^).  Die 
ersten  Versuche,  beide  Arten  der  Reibung  sowohl  in  die  Differen- 
tialgleichungen der  Bewegung,  welche  in  den  Punkten  des  Flüssig- 
keitsinnem  statthaben,  als  auch  in  die  speziellen  Bedingungen,  welche 
an  den  Grenzen  gelten,  einzuführen,  wurden  von  Kavier^  und  Poisson^^) 
gemacht.  Dire  Gleichungen  waren  auf  Betrachtungen  über  intermole- 
kulare Wirkungeh  von  demselben  Charakter  gegründet,  wie  sie  sie  zum 
Aufbau  der  Theorien  für  das  Gleichgewicht  elastischer  Körper  benutzt 
hatten^**).  'EswurdeYonB.deSaint-Venant^^)  angegeben,  dass  dieselben 
Gleichungen,  jedenfalls  für  inkompressible  Flüssigkeiten,  ohne  Betrach- 
tung der  intermolekularen  Wirkungen  dadurch  erhalten  werden  können, 
dass  man  in  einer  piBziseren  Form  die  von  Newton  eingeführte  Hypo- 
these wieder  aufoimmi  Nach  dieser  Ansicht  wird  die  relative  Ge- 
schwindigkeit des  Gleitens  für  die  beiden  Richtungen  y  und  e  durch 


65)  E.  Mach^  Mechanik,  p.  378.  Der  im  Text  erwähnte  Verlust  an  Ge- 
schwindigkeit bringt  die  Verschiedenheit  zwischen  dem  Ausflusskoeffizienten 
und  dem  Eontraktionskoeffizienten  mit  sich  (s.  Nr.  10). 

66)  Bo88ut,  Trait^  th^orique  et  ezp^rimentale  d^Hydrodynamique,  Paris 
1786,  drückte  diese  Idee  klar  aus.  Sie  wurde  aber  bereits  von  d'Älembert,  Trait^ 
de  r^quilibre  et  du  mouvement  des  fluides,  Paris  1770  angedeutet  und  weniger 
scharf  in  seinem  Essai  .  .  .  de  la  r^sistance  des  fluides,  Paris  1752.  *  Das  Gre- 
Bchichtliche  ist  in  RüMmann,  Hydromechanik,  ausführlich  zusammengestellt. 
Stokes,  Friction  =^  Papers  1,  p.  76,  macht  auf  die  Schwierigkeiten  aufmerksam, 
welche  sich  bei  dem  Versuche  einer  rationellen  Theorie  des  Strömens  von  Wasser 
in  einem  geneigten  Kanal  einstellen. 

67)  Principia,  Lib.  2,  Sect.  9.  „Hjpothesis.  Besistentiam,  quae  oritur  ex 
defectu  lubricitatis  partium  fluidi,  caeteris  paribus,  proportionalem  esse  velo- 
eitati,  qua  partes  fluidi  separantur  ab  invicem.*' 

68)  Paris,  M^m.  de  TAcad.  6  (1827). 

69)  J.  6c.  pol.  13  (1831). 

70)  rv  21. 
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die  Grösse  2f  ausgedrückt'^),  und  die  Hypothese  ist  dann  die,  dass 
die  Spannung  in  einem  Punkte  einer  Flüssigkeit  aus  zwei  zusammen- 
gesetzen  Spannungen  besteht:  1)  aus  dem  gleichförmigen  Drucke  p  und 
2)  aus  einer  hinzutretenden  Spannung  folgender  Art.  Die  Summe 
der  Normalspannungen  auf  je  drei  zu  einander  rechtwinkelig  stehende 
Ebenen  yerschwindet;  die  Tangentialkomponente  der  Spannung,  auf 
irgend  eine  Ebene,  die  als  ;^  =  const.  genommen  werden  mag,  in 
irgend  einer  Richtimg  —  es  sei  die  y- Richtimg  —  ist  gleich  dem 
Produkte  der  entsprechenden  relativen  Geschwindigkeit  des  Gleitens, 
also  2f,  in  einen  EoefiBzienten  fi.  Aus  dieser  Hypothese  folgt,  dass 
die  sechs  Spannungskomponenten  durch  folgende  Formeln 

^xx  =  —P  —  Yf*®  +  2fAa,      jpy,  =i),y  =  2fif, 


(1) 


^f  =  —P  —  y  f*®  +  2f*b,      p^^  =  p^,  =  2fig, 

p„  =  —  p  —  ^(ie  +  2fAc,    i>^y  =  i)y,  =  2fih 


gegeben  sind.  Der  Koeffizient  ft  wird  der  Beibungskoeffizient  genannt. 
Die  Grösse  Pxx'^Pptf'^Pzz  ^^^  invariant  gegenüber  orthogonaler  Ko- 
ordinatentransformation'^,  -ihr  Wert  ist  —  3p.  Stokes'^^)  zeigte,  dass 
man  auf  dieselben  Resultate  auch  bei  der  Annahme  kommt,  dass  in 
dem  zusätzlichen  Spannungssystem  die  sechs  Spannungskomponenten 
lineare  Funktionen  der  Grössen  a,  b,  o,  f,  g,  h  seien.  Er  bemerkte  in 
dieser  Hinsicht  zunächst,  dass,  da  Flüssigkeitsbewegungen,  bei  denen 
sich  die  Flüssigkeit  wie  ein  starrer  Körper  bewegt,  keine  innere 
Reibung  hervorrufen  können,  die  fragliche  Spannung  von  den  übrigen 

71)  Der  Beweis  ruht  darauf,  daas  1)  nach  der  ^etoton'schen  Hypothese  die 
Abhängigkeit  der  Geschwindigkeitskomponente  v  von  der  Koordinate  z  eine 
auf  die  Ebene  z  =  const.  wirkende  tangentiale  Spannung  parallel  der  Axe  y  von 

dem   Betrage   ^  -^   hervorruft,   d.  h.  dass  p      ein  Glied   ^  ^  enthält,   dass 

2)  nach  einem  allgemeinen  Theorem  über  die  Spannung  dieses  eine  gleiche  auf 
die  Ebene  j^^b  const.  wirkende  tangentiale  Spannung  parallel  der  z-Axe  in  sich 
schliesst.    Nach  Symmetrie  muss  dann  die  Spannungskomponente  p     das  Glied 

a  ;r—  enthalten. 

72)  Basset,  Hydrodynamics  2,  p.  238.    Vgl.  IV  14,  Nr.  14. 

73)  StokeSy  Friction.  Siehe  auch  Stokes,  Report.  Die  Sachen  sind  etwas 
anders  von  W.  Voigt,  Kompendium  d.  theoret.  Physik  1,  Leipzig  1895,  geordnet, 
indem  er  zwei  Reibungskoeffizienten  benutzt;  es  konmit  dies  auf  eine  andere 
Definition  des  Druckes  p  hinaus.  Wegen  der  Diskussionen,  zu  denen  die  von 
B.  Saint -Venant  und  Stokes  vorgeschlagenen  Bewegungsgleichungen  Anlass  gaben, 
siehe  Hicks^  Report  (1881). 
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Komponenten  der  Relativbewegung  allein  und  nicht  von  der  Dreli- 
geschwindigkeit  abhängen  kann.  Er  brachte  sodann  Molekularbetrach- 
tungen heran,  um  die  Linearität  dieser  Beziehungen  zwischen  den 
zusätzlichen  Spannungskomponenten  und  den  Komponenten  der  De- 
formationsgeschwindigkeit  zu  stützen.  Der  überzeugendste  Beweis  zu 
Gunsten  der  angenommenen  linearen  Beziehung  liegt  ohne  Zweifel  in 
der  engen  Übereinstimmung  zwischen  Resultaten,  die  aus  ihr  und 
exakten  Beobachtungen  abgeleitet  sind^^). 

13.  BewegnngBgleichungeii  für  zähe  Flüssigkeiten.  Man  be- 
zeichne die  Flüssigkeit  auf  einer  Seite  (der  ersten  Seite)  einer  Ober- 
fläche mit  Fl  und  die  Flüssigkeit  oder  einen  andern  Körper  auf  der 
andern  Seite  (der  zweiten  Seite)  der  Oberfläche  mit  F^]  dann  kann 
die  Wirkung  von  J\  auf  F^  als  aus  unendlich  kleinen  Zugkräften  auf 
die  Elemente  dS  der  Oberfläche  zusammengesetzt  angesehen  werden; 
die  Komponenten  der  letzteren  parallel  zu  den  Axen  sind 

(1)  {^Pxx  +  ^JPzy  +  ^Pxz)dS,     (Ip^^  -f  mpyy  +  np^^)dS, 

QV,z  +  ^P»v  +  ^Pzz)dS, 

wo  l,  m,  n  die  Richtungscosinus  der  auf  dS  errichteten  Normalen 
sind,  die  von  der  zweiten  Seite  nach  der  ersten  Seite  gezogen  wird. 
Der  durch  die  Bewegungsgleichungen  auszudrückende  Gedanke  ist 
bereits  in  Nr.  8  angegeben.  Die  Gleichungen  nehmen  jetzt  folgende 
Form  an: 

(2)  p_  =  pX  +  -^  +  -ä/  +  -ä7-' 

setzen  wir  hier  die  Werte  der  p^^ . . .  von  Nr.  12  ein,  so  erhalten  wir  '*) 


(3) 


dt  Q  dx    *     3      dx    *  ' 

^dt  Q  dz    ^    S      dz    *  ' 


74]f  Besonders  bei  den  Experimenten  von  /.  L.  M.  Poiseuüle^  Paris,  Mäm. 
div.  sav.  19  (1846),  über  das  Strömen  von  Flüssigkeiten  durch  Eapillarröhren, 
und  bei  den  Experimenten,  die  von  Stokes,  Pendulums,  diskutiert  werden.  Die 
letzteren  können  als  entscheidender  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Bewegungs- 
gleichungen bei  kleinen  Greschwindigkeiten  angesehen  werden.  Die  ersteren 
ermöglichen  es,  einen  viel  grösseren  Bereich  von  Änderungen  der  Oeschwindig- 
keit  in  Betracht  zu  ziehen,  siehe  0.  Beynolds^  Lond.  Phil.  Trans.  177  (1886), 
p.  166. 

75)  B.  de  Saint 'Venant  (Fussn.  43);  Stokes^  Friction. 
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wo  V  für  —  geschrieben  ist     Die  Grösse  v  heisst  der  JcinemcUische 

BeibungskoeffizienV^).  Wenn  die  Geschwindigkeit  genügend  klein  ist, 
können  angenäherte  Bewegungsgleichungen  dadurch  erhalten  werden, 

dass  man  ^^  durch  |  ersetzt;  die  so  erhaltenen  Gleichungen  heissen 

die  Gleichungen  der  „langsamen''  Bewegung. 

An  der  Grenze  der  Flüssigkeit  muss  die  durch  Gleichung  (2) 
Nr.  7  ausgedrückte  kinematische  Bedingung  erfüllt  sein.  An  der 
freien  Oberfläche  existiert  ausserdem  die  spezieUe  Bedingung,  dass  die 
durch  (1)  gegebenen  Zugkräfte  für  alle  Elemente  der  Oberfläche  ver- 
schwinden müssen.  An  einer  Oberfläche,  die  zwei  Flüssigkeiten  trennt, 
sind  die  speziellen  Bedingungen  die,  dass  die  drei  Geschwindigkeits- 
komponenten und  die  drei  Komponenten  der  Zugkraft  sich  beim 
Überschreiten  der  Oberfläche  stetig  aneinander  schliessen.  Entlang 
der  Berührungsfläche  der  Flüssigkeit  mit  einem  festen  Körper  ist  die 
Geschwindigkeit  der  Flüssigkeitsteilchen  jeweils  dieselbe,  wie  die  Ge- 
schwindigkeit des  angrenzenden  Teilchens  des  festen  Körpers  ^^.  Die 
Richtigkeit  dieser  Bedingimg  scheint  durch  das  unzweifelhafte  Er- 
gebnis der  Experimente  bestätigt  zu  werden.  Eine  andere  Bedingung  ^^), 
welche  sich  zunächst  darbot,  war  die,  dass  einer  endlichen  Tangential- 
geschwindigkeit  möglicherweise  ein  proportionaler  Widerstand  ent- 
gegenwirke.    Diese  führte  zu  der  Formel 

(4)  l\lp^x  +  mp^^  +  np^^)  +  m{lp^^  +  mp^^  +  wp^J 

+  '»^'QPzx  +  wjP,y  +  np,,) 
=  -  ß[V{u  —  u)  -f  fn{v  —  v')  -f  n\w  —  w')], 

wo  r,  m\  n  die  Richtungscosinus  einer  beliebigen  geraden  Linie  sind, 
die  in  der  Tangentialebene  der  Oberfläche  durch  den  in  Betracht 
kommenden  Punkte  gezogen  ist.  Die  Geschwindigkeit  des  festen 
Körpers  an  dieser  Stelle  ist  u ,  v\  w   (ß  ist  ein  Reibungskoeffizient). 


76)  Der  Wert  von  fi  für  Wasser  bei  0**  ist  0,0178;  er  nimmt  bei  steigen- 
der Temperatur  ab;  siehe  HeltnhoUz  (Pussn.  92).  Der  Wert  von  ii  für  Luft  bei 
Atmosphärendruck  und  0^  ist  0,00017;  er  ist  nahezu  unabhängig  vom  D|;nck  und 
wächst  langsam  bei  steigender  Temperatur;  siehe  MtuxweU  (Fussn.  102).  Wegen  der 
Beobachtungsmethoden  und  experimentellen  Resultate  siehe  L,  Cfraetz,  Reibung, 
in  Ä.  Winkelmann's  Handbuch  der  Physik,  Breslau  1891.  Der  Umstand,  dass 
bei  gewöhnlichen  Flüssigkeiten  ^  klein  ist,  ist  für  viele  Untersuchungen  wichtig. 

77)  Diese  Bedingung  wurde  versuchsweise  von  Stokes,  Friction,  eingeführt. 
Sie  wurde  als  Resultat  des  direkten  Experiments  von  J.  Boussinesq^  Eaux  cou- 
rantes,  zu  Grunde  gelegt;  in  der  That  wird  sie  beispielsweise  durch  die  Experi* 
mente  von  PoiseutUe  (Fussn.  74)  bestätigt,  siehe  Laimb,  Hydrodynamics,  p.  521. 

78)  In  den  Abhandlungen  von  Navier  und  Poisson   (Fussn.  68,  69). 
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14.  Dissipation  der  Energie.  Alle  Bewegungen  einer  zähen 
Flüssigkeit;  mit  alleiniger  Ansnahme  der  gleichförmigen  Ausdehnung  und 
der  bei  einem  starren  Körper  möglichen  Bewegungen^  geben  zu  Dissi- 
pation  der  Energie  Anlass^^).  Sei  S  ii^end  eine  fesi^ehaltene  Ober- 
fläche in  einem  mit  Flüssigkeit  erfüllten  Räume;  die  Gleichung^  welche 
die  Energieänderungen  der  Flüssigkeitsmenge  ^  die  in  8  sich  befindet, 
beherrscht,  ist 

(1)      diJ/jY^^^^^^y^^  ""// Y^3^(^**  +  mv  +  nw)dS 

—JJ  [<lPxx  +  ^Pzy  +  ^Pz.)  +  ^(h^x  +  ^P^p  +  m») 

+  ^  QPzx  +  f^P.f  +  ^Ps»)  1  ^S 

+fffQi^^  +Yv  +  Zw)  dx  dy  dz 

-\-jflpedxdydz—jjJ2Fdxdyde, 

wo  l,  m,  n  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Nr.  11  haben,   und 
F J-fA®«  +  fA(a«  +  b«  +  0«  +  2f«  +  2g«  +  2h«). 

Der  letzte  Ausdruck  rechter  Hand  in  der  Gleichung  (1)  multipliziert 

mit  dt  repräsentiert  den  Betrag  des  Energieverbrauchs  während  des 

Zeitteilchens  dt'^   die   Funktion  F  heisst    die  Dissipationsfunktion^), 

Die  Gleichungen  (1)  in  Nr.  12  können  daher  auch  in  folgender  Form 

geschrieben  werden 

.  dF  ^  dF 

Formt  man  die  Variation  des  Integrals   /YV — Fdxdydz  durch  die 

Methode  der  Variationsrechnung  in  ein  Oberflächen-  und  ein  Raum- 
integral um,  so  wird  der  Koeffizient  von  dti  in  dem  Raumintegral 

—  fi^ \-  fi£iUy   und   dies  ist  derselbe  EoefQzient,   den  du  in  dem 

Raumintegral    erhält,   das   durch  Umformung  der  Variation  des  In- 
tegrals 


79)  Stokes,  Pendulums,  p.  58. 

80)  Eingeführt  von  Lord  Rayleigh  (Ron.  J.  W.  StrwU) ,  Lond.  Math.  Soc. 
Proc.  4  (1873),  p.  357  =  Scientific  Papers  1,  Cambr.  1899,  p.  176.  Über  die  Frage, 
ob  die  diflsipierte  Energie  in  Wärme  verwandelt  wird,  siehe  O.  Beynolds^ 
(Fussn.  38). 

81)  D.  Bobykw,  Math.  Ann.  6  (1873);  A.B,  Farsyih,  Mess.  of  math.  (2)  9 
(1880). 
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fff-  {|,t0«  +  2,t(|«  -f  1?«  +  g»))  dxdydzo') 

entsteht.  Dies  Resultat  kann  zur  Transformation  der  Bewegungsglei- 
chungen in  krummlinige  Koordinaten  benutzt  werden®*).  Wenn  eine 
inkompressible  Flüssigkeit  sich  stationär  unter  Einwirkung  von  kon- 
servativen Kräften  bewegt^  sind  die  Gleichungen  der  ^,langsamen  Be- 
wegui^'  einfach  die  Bedingung  daftir,  dass  die  erste  Variation  des 

Integrals     IJjFdxdydz,  genommen  über  das  von  der  Flüssigkeit 

erfällte  Volumen,  verschwindet,  und  es  folgt  zugleich,  dass  die  Be- 
wegung durch  die  Randbedingungen  eindeutig  bestimmt  ist®').  Femer 
nimmt  bei  einer  ,4angsamen  Bewegung^^  der  inkompressiblen  Flüssig- 
keit, die  sich  unter  Einwirkung  konservativer  Kräfte  bewegt  und  bei 
der  die  Oeschwindigkeiten  an  den  Gh-enzen  gegeben  sind,  die  Schnellig- 
keit der  Dissipation  der  Energie  immerzu  ab.  Es  strebt  so  die  Be- 
wegung auf  einen  bestimmten  Zustand,  den  Zustand  einer  gewissen 
stationären  Bewegung,  als  Grenze  hin;  dieser  Zustand  ist  dann  stabil®^). 
In  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit,  die  in  einem  festen,  geschlossenen 
Gefäss  sich  befindet  und  unter  Einwirkung  von  konservativen  Kräften 
steht,  ist  eine  stationäre  Bewegung,  ob  langsam  oder  nicht,  un- 
möglich®*). 

15.  Folgerungen  atiB  den  Bewegungsgleiohungen.  Die  Wirkung 
selbst  eines  geringen  Grades  von  Zähigkeit  macht  sich  stark  be- 
merkbar. Den  Bewegungsgleichungen  einer  zähen,  inkompressiblen 
Flüssigkeit  genügen  allerdings  die  Geschwindigkeiten,  welche  einer 
wirbelfreien  Bewegung  einer  idealen  Flüssigkeit  entsprechen,  aber 
solche  Bewegungen  schliessen  gewohnlich  ein  Gleiten  an  den  Be- 
grenzungen ein,  und  dann  sind  sie  im  vorliegenden  Falle  nicht  mög- 
lich. Bei  jeder  Bewegung  einer  zähen,  inkompressiblen  Flüssigkeit, 
die  unter  Einwirkung  konservativer  Kräfte  erfolgt,  genügen  die  Kom- 
ponenten der  Drehgeschwindigkeit  drei  Gleichungen®*)  der  folgenden  Art 

SO  dass  sich  die  Wirbelbewegung  etwa  nach  Art  der  Wärmeleitung 

82)  Siehe  IV  14,  Nr.  20  c. 

83)  HelmhoUz,  Heidelberg,  nat.-med.  Verh.  (5)  1868  =»  Wiss.  Abb.  1,  p.  224. 

84)  2).  /.  Karteweg,  Phil.  Mag.  (6)  16  (1883);  das  Theorem  wurde  auf  dis- 
sipative  Systeme  im  allgemeinen  von  Lord  Bayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  36  (1893), 
p.  364  ausgedehnt. 

86)  üf.  MargtUes,  Wien  Ber.  84  (1881). 
86)  H,  Lanib,  Motion  of  fluids,  p.  243. 
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durch  die  Flüssigkeit  hin  ausbreitet®^.  Wenn  zu  Anfai^  eine  im 
Innern  der  Flüssigkeit  wirbelfreie  Bewegung  erregt  worden  wäre, 
würde  sich  Wirbelbewegung  von  den  Grenzen  aus  nach  innen  fort- 
pflanzen. Es  sind  Methoden  für  die  Erzeugung  von  Wirbelbewegung 
in  wirklichen  Flüssigkeiten  angegeben  worden,  welche  zu  einem  experi- 
mentellen Studium  solcher  Bewegungen  führen  ®®). 

Der  Widerstand,  den  eine  zähe  Flüssigkeit  der  Bewegung  eines 
festen  Körpers  entgegensetzt,  ist  nur  in  wenigen  speziellen  Fällen 
berechnet  worden.  Wenn  sich  eine  Kugel  langsam  und  stationär  in 
einer  unendlich  ausgedehnten,  inkompressiblen  Flüssigkeit  bewegt®^), 
wird  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  durch  eine  axiale  Stromfunktion**) 


t=iUa^(^-^)nmH. 


gegeben,  wo  a  der  Radius  der  Kugel  ist,  U  ihre  Geschwindigkeit 
und  r  und  0  die  Polarkoordinaten  eines  Punktes  in  der  Flüssigkeit, 
bezogen  auf  den  Kugelmittelpunkt  als  Anfangspunkt  und  die  Be- 
wegungsrichtung der  Kugel  als  Polaraxe.  Der  Widerstand  ist  dabei 
eine  Kraft  von  der  Grösse  67t ^aU.    Wenn  die  Kugel  kleine  Pendel- 

Schwingungen^^)  von  der  Periode  —  auf  einer  geraden  Linie  aus- 
führt, so  ist  der  Widerstand 

2        l\      '    ay2a/  dt     '     ay2  \      '    aj/tf/       J 

unter  m  die  Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit  verstanden.  Dies 
Resultat  giebt  für  den  Fall  einer  in  einer  zähen  Flüssigkeit  schwingen- 
den Pendelkugel  sowohl  die  Korrektion  für  die  effektive  Twlgheit, 
als  auch  die  Dämpfung  der  Schwingungen.  Wenn  eine  Hohlkugel 
von  dem  innem  Radius  a,  welche  eine  zähe  inkompressible  Flüssig- 

keit  einschliesst,  kleine  Drehschwingungen  ^')  von  der  Periode  —  zu 
machen   gezwungen   ist,  so  rotiert   die  Flüssigkeit  auf  der  konzen- 

87)  Für  die  Ausbreitong  der  Geschwindigkeit  von  einer  Begrenzung  auB 
siehe  IV  16,  Nr.  6b. 

88)  Siehe  IV  16,  Fussn.  117. 

89)  Stokes^  Pendulums ,  p.  48—61,  wo  die  Resultate  auf  die  Bewegung 
einer  Kugel  in  Luft  angewandt  werden;  vgl.  H.  S.  Allen,  Phil.  Mag.  (6)  60 
(1900).     Siehe  auch  Lamb,  Hydrodynamics,  p.  631. 

90)  rV  14,  Nr.  7  und  IV  16,  Nr.  lg. 

91)  Stokes,  Pendulums,  p.  23—26;  0.  E.  Meyer,  J.  f.  Math.  78  (1871); 
Lamb,  Hydrodynamics,  p.  668;  O.  E.  Meyer,  J.  f.  Math.  76  (1873),  trägt  der 
Kompressibilität  der  Luft  Rechnung. 

92)  Heltnholtz  und  O.  v.  Piotrowahi,  Wien  Ber.  40  (1860)  =  HelmholUf,  Wiss. 
Abh.  1,  p.  172;  Lamby  Hydrodynamics,  p.  663. 
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trischen  Eugelfläche  vom  Radius  r  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
G}ilfi(hr)/ilf^(ha),  wo  cd  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Hohlkugel  zu 

irgend   einer  Zeit,   h^  =  iö/v  und  tlfk(x)  =  ( j-)  ist.     Der 

Widerstand    wird  durch  ein  Kräftepaar  von  der  Grösse 

gegeben,  unter  m  die  Masse  der  eingeschlossenen  Flüssigkeit  ver- 
standen. Das  Problem  wird  nur  wenig  komplizierter,  wenn  man  ein 
Gleiten  an  den  Grenzen  annimmt,  das  der  Bedingung  (4)  in  Nr.  13 
unterworfen  ist.  Diese  Resultate  sind  angewandt  worden,  um  v  und 
/J  aus  den  Beobachtungen  der  Bewegung  einer  Hohlkugel,  welche 
eine  inkompressible  Flüssigkeit  enthält  und  sich  infolge  der  Torsion 
eines  Drahtes,  an  dem  sie  aufgehängt  ist^'),  hin  und  her  dreht,  zu 
berechnen.  Jedoch  scheint  die  Methode  keiner  grossen  Genauigkeit 
fähig  zu  sein*^.  • 

Entsprechend  den  einfachen  periodischen  Wellen  von  kleiner 
Amplitude,  welche  sich  entlang  der  horizontalen  freien  Oberfläche 
einer  idealen,  schweren  Flüssigkeit  fortpflanzen  können,  existiert  eine 
angenäherte  Lösung^)  der  Gleichungen  für  langsame  Bewegung  im 
Falle  einer  nur  wenig  zähen  Flüssigkeit  von  unendlicher  Tiefe.  Die 
betreffende  Bewegung  ist  durch  ein  Geschwindigkeitspotential  der 
Form 

gegeben,  wo  die  Axe  y  vertikal  nach  unten  von  der  freien  Oberfläche 
aus  gezogen  ist.  -jt-  ist  die  Wellenlänge  und  -r-  die  Geschwindig- 
keit der  entsprechenden  Wellen  für  die  ideale  Flüssigkeit. 

16.  Laminarbewegong.  Die  Bewegungsgleichungen  für  eine  zähe 
Flüssigkeit  sind  auf  das  Problem  des  Fliessens  einer  inkompressiblen 
Flüssigkeit  in  geneigten  Röhren  oder  Kanälen  von  gleichförmigem 
Querschnitt  angewandt  worden^*).    Wir  wählen   a  als   die  Neigung 


98)  W.  C.  D,  Whetham,  Lond.  Phil.  Trans.  (A)  181  (1890). 

94)  Stokes^  Pendulume,  p.  60 — 61;  Lamb,  Hydrodynamics,  p.  647.  Wegen 
der  Wellenbewegung  idealer  Flüssigkeiten  siehe  IV  16,  Nr.  5;  wegen  weiterer 
Resultate,  die  Lösungen  der  Bewegungsgleichungen  von  zähen  Flüssigkeiten  be- 
treffend, siehe  IV  16,  Nr.  6. 

95)  Stokea,  Friction  »  Papers  1,  p.  105;  J.  Boussinesq^  J.  de  math.  (2)  13 
(1868),  und  Eaux  courantes.  Mit  der  Lösung  der  Gleichung  (2)  für  u  be- 
schäftigt sich  auch  L.  Gräte^  Z.  f.  Math.  u.  Phys.  25  (1880),  sowie  A.  G.  ChreenhiU^ 
Lond.  Math.  Soc.  Proc.  13  (1881).  Das  Problem  ist  mathematisch  identisch  mit 
dem  der  Bewegung  einer  reibungslosen,  inkompressiblen  Flüssigkeit  in  einem 
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der  Röhre,  die  x-Axe  in  der  Verbindungslmie  der  Schwerpunkte  der 
Normalschnitte  und  die  Ebene  (x,  y)  vertikal;  dann  giebt  es  eine  Lö- 
sung der  Gleichungen,  bei  der,  vorausgesetzt,  dass 

(1)  t;  =  0,   m;  =  0,  p  =  grpy  cos  a  —  Ax  +  const. 

sind,  u  eine  von  x  unabhängige  Funktion  von  y  und  ^  wird,  die  der 
Gleichung 

genügt  und  an  der  Grenze  des  Querschnittes  verschwindet  Die  Kon- 
stante A  ist  der  Druckgradient  beim  Fortschreiten  entlang  der  ge- 
neigten Röhre.  Wenn  die  Flüssigkeit  zwischen  zwei  parallelen  Ebenen 
fliesst,  wird 

(3)  „=lj7(l-yVc*),     U^^c*^^{^^-gBma), 

WO  2c  der  Abstand  zwischen  den  Ebenen  und  U  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit ist.  Wenn  der  Querschnitt  der  Röhre  ein  Kreis  mit 
dem  Radius  a  ist,  wird 

(4)  M  =  2jr(l-f5,     t7=lo«v->(:^  +  <7  8ma), 

WO  r  den  Abstand  von  der  Axe  bezeichnet.  Dieselben  Lösungen  mit 
-4  =  0  gelten  auch  für  einen  offenen  Kanal  von  der  Form  der  unteren 
Hälfte  der  Röhre;  die  freie  Oberfläche  ist  dabei  die  Ebene  (x,  z). 
Die  Formel  für  eine  kreisförmige  Röhre  wurde  durch  die  Experi- 
mente von  PoiseuiUe'^*)  bestätigt,  welche  gleichzeitig  die  genauesten 
Bestimmungen  von  v  gestatteten.  Bei  der  hier  betrachteten  Art  der 
Bewegung  findet  keine  Änderung  in  der  Ausbreitung  der  Wirbel- 
bewegung statt.  Die  Flüssigkeit  ist  in  Schichten  konstanter  Ge- 
schwindigkeit geordnet.  Solche  Bewegungen  nennt  man  „Laminar^^- 
Bewegungen,  zuweilen  auch  wohl  „reguläre"  Bewegungen. 

!?•  Turbulente  Bewerbungen.  Wenn  eine  inkompressible  Flüs- 
sigkeit in  einer  Röhre  vom  Querschnitt  Sl  und  Umfang  %  herabfliesst, 
so  möge  die  Resultierende  der  Tangentialspannungen ,  die  der  Be- 
wegung entgegenwirken  und  auf  die  Flüssigkeit  durch  denjenigen 
Teil  der  Oberfläche  der  Röhre  ausgeübt  werden,  der  zwischen  zwei 
im  Abstände  dx  befindlichen  Normalschnitten  liegt,  durch  JBjfdx  be- 
zeichnet werden.     Man  hat  dann 

rotierenden  Prisma  von  demselben  Querschnitt,  den  die  Röhre  besitzt  (IV  16, 
Nr.  le). 


17.  Turbulente  Bewegungen.  77 

Bei  der  Laminarströmung  ist  R=  Slx'^^(g(f  smcc'-\'Ä).  Es  ist 
somit  der  Röhrenwiderstand  proportional  mit  der  mittleren  Geschwin- 
digkeit U  der  Flüssigkeit  in  einem  Querschnitt.  Bei  experimentellen 
Untersuchungen  können  ?7  und  £lx~^(g(f  sin cc -{•' Ä)  gemessen  wer- 
den. A  ist  der  Druckgradient  für  die  Verbindungslinie  der  Schwer- 
punkte der  Normalschnitte.  Man  hat  nun  gefunden^  dass  für  enge 
Röhren  und  kleine  Geschwindigkeiten  die  zweite  dieser  Grössen  in 
der  That  mit  U  proportional  ist,  dass  sie  aber  bei  weiteren  Röhren 
und  grösseren  Geschwindigkeiten  genauer  mit  IP  proportional  ist**). 
Dies  drückt  man  gewöhnlich  so  aus,  dass  man  sagt:  in  dem  ersteren 
Falle  ist  der  Widerstand  mit  der  Geschwindigkeit  selbst,  im  zweiten 
Falle  mit  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional.  Die  hier- 
mit  bezeichnete  „Änderung  des  Widerstandsgesetzes"  erklärt  man  durch 
die  Annahme,  dass,  wenn  die  Geschwindigkeit  in  einer  Röhre  von  ge- 
gebenem Querschnitt  einen  gewissen  Wert  überschreitet,  unregelmässig 
wirbelnde  Bewegungen*^  entstehen,  und  dass  die  daraus  folgende 
Dissipation  der  Energie  den  Effekt  hat,  die  mittlere  Geschwindigkeit  für 
einen  Querschnitt  unter  den  Wert  herabzudrücken,  den  sie  bei  der 
Laminarbewegung  mit  demselben  A  und  a  haben  würde.  J,  Botissi- 
nesq  ^  hat  dies  analytisch  durch  die  Annahme  auszudrücken  versucht, 
dass  die  Geschwindigkeit  in  einem  Punkte  aus  zwei  Geschwindig- 
keiten zusammengesetzt  ist:  1)  aus  einer  Geschwindigkeit  Uq,  die  un- 
abhängig von  der  Zeit  ist,  2)  aus  einer  Geschwindigkeit,  deren  Kom- 
ponenten m',  V,  vS  in  einem  beliebigen  Punkte  derart  von  der  Zeit 
abhangen,  dass  ihre  mittleren  Werte,  über  eine  gewisse  kurze  Zeit  x 
genommen,  verschwinden.  Er  hat  dann  gezeigt,  dass  unter  gewissen 
Bedingungen  die  Bewegungsgleichungen  (3)  der  Nr.  13  durch  die  w^ 
erfüllt  werden  können,  sofern  man  ft  durch  eine  Funktion  von  m',  t?',  w 
ersetzt,  (so  dasfi  es  von  der  „Intensität  der  Agitation"  in  jedem  Punkte 


96)  Dies  scheint  das  wahre  Ergebnis  der  Experimente  zu  sein;  der  Wider- 
stand wird  nicht  direkt  gemessen.  Wegen  der  erhaltenen  experimentellen  Re- 
sultate können  wir  auf  M.  H.  Darcy^  Becherches  exp^rimentales  relatives  au 
mouvement  de  Teau  dans  les  tuyaux,  Paris  1865,  und  auf  die  Abhandlung  von 
H.  Bazin,  Paris,  M^m.  div.  sav.  19  (1866)  verweisen. 

97)  Die  unregelmässig  wirbelnden  Bewegungen  („Eddies**),  von  denen  im 
Text  die  Bede  ist,  sind  von  den  ebenda  mathematisch  behandelten  Wirbel- 
bewegungen („Vortices**)  verschieden.  Die  Laininarbeweg^ungen  zäher  Flüssig- 
keiten sind  stets  Wirbelbewegungen  im  letzteren  Sinne.  Die  Vermutung,  dass 
die  „Wirbel"  den  Grund  für  „die  Änderung  des  Widerstandsgesetzes**  geben, 
wurde  bereits  von  B,  de  SaifU-Venant^  Paris,  Ann.  des  mines  (4)  20  (1861), 
p.  229,  ausgesprochen;  sie  wurde  aufgenommen  von  J.  Bottssinesq,  Eaux  cou- 
rantes,  und  Stokes^  Papers  1,  p.  99  Fussn.  . 
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abhängt).  Er  hat  diese  Funktion  nicht  explicite  in  u\  Vy  vd  aus- 
gedrückt^ nimmt  aber  an^  da  die  Uj  v,  w  mit  dem  Abstände  von  den 
Wänden  und  andern  ähnlichen  Umständen  wachsen  werden,  dass  der 
abgeänderte    Reibungskoeffizient    mit    dem   ^^mittleren    hydraulischen 

Radius^^    —,  femer  mit  dem  mittleren  Werte  von  Wq  nahe  der  Be- 

grenzung  und  einer  gewissen  Funktion  der  Koordinaten  des  in  Betracht 
kommenden  Querschnittspunktes  proportional  ist^  die  einen  mit  der 
Rauhigkeit  der  Wände  wachsenden  konstanten  Koeffizienten  hat. 

Dieser  Gegenstand  ist  späterhin  von  0.  BeynoJds  ^)  experimentell 
untersucht  worden,  und  zwar  mit  Hülfe  von  dünnen  Fäden  gefärbter 
Flüssigkeit,  die  er  innerhalb  ungefärbter  Flüssigkeit  in  Glasröhren 
hinfliessen  liess.  Bei  genügend  kleinen  Geschwindigkeiten  war  die 
Bewegung  der  Flüssigkeit,  soweit  man  sehen  konnte,  geradlinig;  wenn 
aber  die  Geschwindigkeit  wuchs,  wurden  unregelmässige,  wirbelnde 
Bewegungen  beobachtet.  Da  nun  eine  Laminarbewegung  mit  irgend- 
welcher gegebenen  mittleren  Geschwindigkeit  in  einer  beliebigen  Röhre 
an  sich  immer  mathematisch  möglich  ist,  so  schloss  er,  dass  die 
Laminarbewegungen  in  weiten  Röhren  und  bei  hohen  Geschwindig- 
keiten labil  sein  müssen.  Durch  eine  Anwendung  des  Prinzips  der 
dynamischen  Ähnlichkeit^^)  erschloss  er  sodann  aus  den  Bewegungs- 
gleichungen (3)  von  Nr.  18,  dass,  wenn  eine  Laminarbewegung  bei 
der  mittleren  Geschwindigkeit  ü  in  einer  Röhre  vom  Radius  a  bei 
wachsendem    U  labil    wird,   sie    allgemein    stabil    oder  labil   ist,   je 

nachdem  —  kleiner   oder   grösser   als    eine    gewisse   kritische   Zahl 

ist^^).    Für  Wasser  fand  Beynolds,  dass  der  kritische  Wert  von  —  - 

zwischen  950  und  1000  liegt,  und  er  stellte  fest**),  dass  alle  Ex- 
perimente von  Paiseuiüe  und  Darcy  diese  Resultate  bestätigen.  Bei 
seiner  theoretischen  Untersuchung  hat  dann  Beynolds^)  die  oben  ge- 
nannte Annahme  von  Boussinesq  modifiziert.  £r  setzt  nämlich  voraus, 
dass  die  zusätzlichen  Geschwindigkeiten  u\  v\  w  in  roher  Annäherung 
für  kleine  Längen  imd  kleine  Zeiten  periodisch  sind,  und  er  zeigt  dann, 
dass  diese  Voraussetzung  in  der  That  zu  einem  Werte  der  mittleren 
Geschwindigkeit  in  einer  gegebenen  Röhre  führt,  welche  merklich 
kleiner  ist  als  diejenige,  welche  der  Laminarbewegung  entspricht. 

98)  Lond.  Phil.  Trans.  174  (1883). 

99)  Lord  EayUigh,  Theory  of  Sound  2,  London  1878,  p.  287;  ygl.  Helm- 
hoUz,  Berl.  Ber.  1878  =  Wiss.  Abh.  1,  p.  168. 

100)  Die  Existenz  einer  kritischen  (Geschwindigkeit  wurde  bereits  yon 
G.  H.  L.  Hagen,  Berl.  Abh.  1854,  bemerkt. 
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Die  hiermit  besprochene  Bewegungsart  von  Wasser,  das  in  einer 
Röhre  scheinbar  gleichförmig^  thatsächlich  aber  in  höchst  imr^el- 
massiger  Weise  herabfliesst,  tritt;  wie  die  Beobachtung  zeigte  eben- 
sowohl bei  vielen  anderen  scheinbar  stationären  Flüssigkeitsbewegungen 
auf^®^).  Man  nennt  die  betreflfenden  Bewegungen  „turbulente  Be- 
wegungen". Die  Resultate  vieler  experimenteller  Untersuchungen  über 
den  Widerstand  der  Flüssigkeiten,  wie  z.  B.  Coulomb's  schwingende 
Scheibe^®*)  imd  Froude^s  Brett ^®'),  haben  gezeigt,  dass  auch  in  andern 
Fällen  der  Widerstand  genauer  mit  dem  Quadrate  der  Geschwindig- 
keit^^) proportional  ist,  als  mit  ihrer  ersten  Potenz;  diese  Resultate 
weisen  ebenfalls  auf  die  Existenz  turbulenter  Bewegung  hin. 

18«  Labilität  der  Laminarbewegung.  Die  Frage  der  Stabi- 
lität oder  Labilität  von  Laminarbewegungen  wurde  von  Lord  Bayleigh 
in  Verbindung  mit  Untersuchungen  über  Flüssigkeitsstrahlen  erörtert. 
In  einer  idealen  Flüssigkeit  sind  Bewegungen,  bei  denen  Unstetig- 
keitsflächen  auftreten,  zwar  theoretisch  möglich ^®^),  aber  stets  labil, 
und  es  scheint,  dass  die  Tendenz  zur  Labilität  desto  grösser  ist,  je 
kürzer  die  Wellenlänge  der  Störung  ist^*^).  Wenn  man  der  Zähig- 
keit Rechnung  tragt,  zeigt  sich,  dass  Unstetigkeitsflächen  überhaupt 
nicht  fortbestehen  können,  sondern  dass  sich  Wirbelbewegung  in  die 
Flüssigkeit  hinein  von  beiden  Seiten  der  Oberfläche  ausbreitet,  die 
solcherweise  eine  Art  Übergangsschicht  herstellt  ^^'^.  Li  einer  idealen 
Flüssigkeit  kann  eine  solche  Übergangsschicht  die  Bewegung  stabil 
machen.  Hat  man  eine  Laminarbewegung  einer  idealen  Flüssigkeit 
mit  der  Geschwindigkeit  UQ  =  f(y)  zwischen  zwei  Ebenen  y  =  consi, 
und  wird  dieselbe  gestört,  so  kann  man  die  Geschwindigkeit  nach  der 
Störung  als  (uq  +  «*',  ^)  annehmen.  Hat  nun  die  Bewegung  nach  der 
Störung    weiterhin    den   Charakter    einer  Wellenbewegung    von    der 

101)  J.  Botissinesq^  Eaux  courantes,  p.  6;  0.  Beynölds^  Lond.  Phil.  Trans. 
174  (1888),  p.  941 ;  N.  Joukotosky,  Moek.  Verh.  d.  Naturfr.  4  (1891).   Siehe  auch  IV  20. 

102)  J.  CouiUmb,  Paris,  M^m.  de  Tlnst.  3  (1800).  Die  Methode  wurde  von 
0.  E.  Meyer,  J.  f.  Math.  69  (1861),  und  von  Maxwell,  Lond.  Phil.  Trans.  160 
(1866),  benutzt. 

108)  W.  Froude,  Brit.  Assn.  Rep.  1872.  Vgl.  W.  C.  ünwin,  Artikel  Hydro- 
mechanics,  Part.  lU  Hydraulics,  Ency.  Brit.  12,  Edinburgh  1881. 

104)  Die  Regel,  dass  der  Widerstand  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit 
proportional  ist,  wurde  von  Newton,  Principia  Lib.  2,  Sect.  7  gegeben.  Sie 
scheint  in  der  Zeit  d'Alember€%  allgemein  acceptiert  worden  zu  sein,  siehe 
dessen  Essai  ....  de  la  r^sistance  des  fluides  (1762). 

106)  Siehe  IV  16,  Nr.  1  f. 

106)  Lord  Bayleigh,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  10  (1878)  »  Papers  1,  p.  366. 

107)  Lord  Bayleigh,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  11  (1880)  =  Papers  1,  p.  476. 
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(reellen)  Fortschreitungsgeschwindigkeit  Wy  so  ist  die  Laminarbewegimg 
gewiss  stabil  ^^).  Unter  diesen  Umständen  genügt  v  für  jede  Flüssig- 
keitsschicht; in  welcher  ^  stetig  ist,  einer  Gleichung  von  der  Form 

(1)  (u,-W)(^,-k*v)-^.v^O, 

andererseits  genügt  v  bestimmten  speziellen  Bedingungen  an  den  Be- 
grenzungen  und  an  denjenigen  Oberflächen,  an  denen  ^  sich  unstetig 

(ty 

ändert.  Diese  Gleichungen  und  Bedingungen  genügen  in  gewissen 
Fällen  bei  Annahme  einer  Störung  von  der  Wellenlänge  -r-  zur  Be- 
stimmung des  Wertes  W.  ^^^)  Sollte  dieser  Wert  von  W  ein  Wert 
sein,  der  von  Uq  an  irgend  einer  Stelle  angenommen  wird,  so  entsteht 
eine  besondere  Schwierigkeit^^®),  da  solch  eine  Stelle  für  die  Diffe- 
rentialgleichung (1)  eine  singulare  Stelle  ist,  und  singulare  Stellen  in 
einem  von  Flüssigkeit  erfüllten  Räume  nicht  auftreten  können. 

Wenn    man    der    Reibung    Rechnung    trägt     und    die     durch 

Wq  =  Y  ^(l  —  ^)  gegebene  Bewegung ^^*)  durch  Hinzufügung  kleiner 

Geschwindigkeiten  Uj  v,  w  abändert,  die  sämtlich  den  einen  Faktor 
^iat-^ax-^fiß)  enthalten,  während  die  andern  Faktoren  Funktionen  von 
y  sind,  so  ist  die  Gleichung"»)  für  v 

Gleichzeitig  muss  v  auch  bestimmte  Bedingungen  an  den  Begren- 
zungen erfüllen.  Da  diese  Gleichung  im  Endlichen  keine  singulären 
Stellen  hat,  wird  ein  scheinbarer  Anlass  zur  Labilität  bei  der  La- 
minarbewegung unmittelbar  dadurch   entfernt  ^^»),   dass  man  die  Be- 

108)  Lord  RayUigh  hat  diese  Dinge  in  einer  Keihe  von  Aufsätzen  behan- 
delt, Lond.  Math.  Soc.  Proc.  11  (1880),  19  (1888)  und  27  (1896);  Phil.  Mag.  (5) 
34  (1892). 

109)  Der  bemerkenswerteste  Fall  ist  der,  wo  du^/dy  sich  unstetig  an  einer 
Reihe  von  Ebenen  y  ^=  const.  ändert  und  stets  in  demselben  Sinne  .wächst; 
siehe  Lord  Bayleigh  (Fussn.  107).  Wenn  du^/dy  stetig  veränderlich  ist^  scheint 
die  Methode  nur  auf  einige  spezielle  Typen  der  Störung  anwendbar  zu  sein; 
siehe  A.  E.  H.  Lave,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  27  (1896). 

110)  Sir  W.  Thomson,  „On  a  disturbing  infinity  in  Lord  Rayleigh*s  Solu- 
tion ....",  Brit.  Assn.  Rep.  1880. 

111)  Siehe  Gleichung  (S),  Nr.  16. 

112)  Sir  W.  Thomson  ist  hierauf  in  einer  Reihe  von  Aufsätzen  im  Phil. 
Mag.  (5)  24  (1887)  eingegangen. 
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wegungsgleichongen  reibender  Flüssigkeiten  benutzt^  anstatt  die  Wir- 
kungen der  Reibung  durch  Übergangsschichten  in  einer  idealen  Flüs- 
sigkeit darzustellen.  Zum  Beweis  der  Stabilität  ist  es  erforderlich, 
dass  die  Gleichung  (2)  unter  Berücksichtigung  der  Qrenzbedingungen 
zu  Werten  von  i6  führt,  die  entweder  rein  imaginär  sind  oder  nega- 
tive reelle  Teile  haben  ^^').  Man  hat  gefunden,  dass  itf  reell  und 
negativ  ist,  wenn  ü  =0 ^^*)  wird,  sowie  wenn  die  Störung  derart 
ist,  dass  w^  =  0  und  w',  v  unabhängig  von  x  und  e  sind^^^).  Jedoch 
werfen  diese  Resultate  wenig  Licht  auf  die  allgemeine  Frage. 

Statt  des  Versuches,  die  Stabilität  der  Laminarbewegung  ver- 
möge der  Methode  der  kleinen  Schwingungen  zu  diskutieren,  hat  man 
vorgeschlagen,  ein  Energiekriterium  ^^^)  zur  Bestimmung  dafür  zu 
suchen,  ob  eine  geringfügige  turbulente  Bewegung  einer  stärkeren 
oder  schwächeren  Turbulenz  zustrebt.  Die  Bewegung  werde  durch 
Überlagerung  einer  Geschwindigkeit  (u,  t?',  w'),  die  die  Periode  t 
besitzt,  und  einer  mittleren  Geschwindigkeit  ü,  v,  w  dargestellt.  Die 
letztere  genügt  dann  Gleichungen  von  der  Form  der  Gleichungen  (2) 
in  Nr.  13,  vorausgesetzt,  dass  p^^ . . .  durch  die  Grossen 

/Q\  c%     du  ~7i        -  /dib    ,    dv\  — — 7 

(3)    1>,,  =  2/A^  — pw »—!),... ,i>y,  =  /*^^ +  ^j  —  pt;t<;,... 

ersetzt  werden.  Der  Druck  besteht  aus  einem  mittleren  Druck  p  und 
einem  periodisch  verilnderlichen  Druck  p\  Die  Grossen  u',  v\  w\  p 
genügen  Gleichungen  von  der  Form^^') 

q    dx^  ^^^  ^    dx    ^     dy     ^      dz 

_  ^(O  _  ^(ii  ^)  _  djuw') 
dx  dy  de     ' 


113)  Dies  wurde  von  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  34  (1892)  gefunden.  Sir 
W,  Thomson  hatte  vorher  geschlossen,  dass  die  Laminarbewegung  stets  stabil  sei 
(Fussn.  112). 

114)  Lord  Bayleigh  (Fussn.  113). 

115)  Dieses  Resultat  wurde  bei  der  Prüfung  für  ,,the  Math.  Tripos**  Part  U, 
1896,  Camb.  Univ.  Exam.  Papers  1896,  vorgelegt. 

116)  0.  Beynolds  (Fussn.  38)  fand  die  weiter  unten  angefahrte  Gleichung  (5); 
die  Theorie  wurde  weiter  verfolgt  von  H.  A,  Lorentg^  Amst.  VersL  6  (1897). 
Letzterer  gab  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  und  zeigte,  wie  aus  den  Gleichungen 
(6)  und  (7)  Folgerungen  gezogen  werden  können,  indem  er  auch  eine  ins  Einzelne 
gehende  Erörterung  ftir  eine  kreisförmige  Röhre  gab. 

117)  Die  korrigierte  Form  dieser  Gleichungen  verdankt  der  Referent  einer 
gütigen  Mitteilung  von  Hm.  JET.  Ä.  Lorente. 

Bnejklop.  d.  maMi.  WiiMniob.    FV  S.  6 
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wobei  die  Geschwindigkeit  (u\  v,  uT)  jedenfalls  solenoidal  sein  muss. 

Wenn  wir 

d         ^     .    ^  d     ,    -    d     ,    —  d 

di  =  äl  +  "ä5  +  *'ä^  +  «'ä". 

setzen,  wird  der  Zuwachs  der  kinetischen  Energie  der  turbulenten 
Bewegung  durch  die  Gleichung 

(5)  jifff\  <^(^'*  +  ^''  +  ^'*) ^^ ^y ^^ = ^ffj  ^^^ ^y^^ 

bestimmt,  wo 

(6)        l,_-[»'.|  +  .-.g  +  „'.|f  +  .Vf  +  ID 

+"'«(li+li)+«v(i+g)], 

"T-  \dx  "^  dy)  ' 

Damit  eine  nur  wenig  turbulente  Bewegung  in  stärkere  Turbulenz  gerät, 
muss  die  Grösse  M  positiv  und  der  erste  Ausdruck  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (5)  grösser  als  der  zweite  sein.  Durch  diese 
Formeln  für  M  und  N  scheint  das  experimentelle  Resultat  bestätigt, 
dass  in  engen  Räumen  die  Bewegung  regulär  zu  werden  bestrebt  ist, 
dagegen  in  weiteren  Räumen  die  turbulente  Bewegung  die  Regel  ist. 

19«  Besiehungen  zur  Molekulartheorie.  Die  Theorie  einer 
Flüssigkeit  als  eines  mechanischen  Systems  von  kontinuierlich  dßn 
Raum  erfüllenden  Teilchen,  die  vermittelst  eines  geeigneten  Drucks  durch 
die  sie  trennenden  Oberflächen  hindurch  auf  einander  wirken,  scheint 
für  die  Erklärung  der  Phänomene,  wie  sie  bei  dem  Gleichgewicht  und 
den  Bewegungen  von  Flüssigkeiten  unter  gewöhnlichen  Bedingungen  auf- 
treten, im  ganzen  ausreichend  zu  sein.  Doch  gestattet  dieselbe  keine  An- 
wendung auf  solche  Phänomene,  wie  Diffusion  und  osmotischen  Druck. 
Eine  vollständige  Theorie  der  Flüssigkeitsbewegungen  würde  not- 
wendigerweise auf  einer  molekularen  Grundlage  aufgebaut  werden 
müssen,  und  die  beiden  fundamentalen  Begriffe  der  gewöhnlichen  Theorie 
—  Druck  und  Geschwindigkeit  in  einem  Punkte  —  würden  dann  eine 
präzisere  Definition  erfordern.  Selbst  bei  denjenigen  Erscheinungen, 
auf  die  sich  die  gewöhnliche  Theorie  sehr  wohl  anwenden  lässt,  muss  • 
man  notwendigerweise  einen  Eompromiss  zwischen  dem  molekularen 


19«  Beziehungen  zur  Molekulaxtheorie.  83 

und  dem  mechanischen  Standpunkte  schliessen^  insbesondere  was  die  Er- 
scheinungen der  Kapillarität  imd  Zähigkeit  angeht.  Die  erstere  wird 
in  der  Eontinuitätstheorie  durch  die  Annahme  einer  hinzutretenden 
Oberflächenspannung  als  einer  Thatsache,  die  sich  aus  der  Erfah- 
rung ergiebt^  unter  den  mechanischen  Gesichtspunkt  gebracht^  die 
letztere  durch  die  Annahme^  dass  die  Energie  nach  einem  bestimmten 
Gesetze  dissipiert  wird.  Aber  nur  von  Seiten  der  molekularen  Theorie 
kann  man  eine  Erklärung  für  den  Ursprung  der  Oberflächenspannung 
und  der  mit  der  beobachteten  Dissipation  der  Energie  verbundenen 
Transformation  derselben  geben.  Derartige  Erklärungen  gehören  in 
Band  V. 


(Abgeschlossen  im  April  1901.) 


6 


84  IV  16.   A.  E.  E  Love.    HydrodTsamik  ü. 


IV  16.   HYDRODYNAMIK: 
THEORETISCHE  AUSFÜHRUNGEN. 

Von 


A.  E.  H.  IfOVB 

IH   OXFOBD. 


Inhaltsübersicht. 

1.  Wirbelfi*eie  Bewegung« 

a)  Permanenz  der  wirbelfreien  Bewegungen.    Cyklische  Bewegungen. 

b)  Wirbelfreie  Bewegung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit. 

c)  Quellen  und  Senken. 

d)  Büder. 

e)  Strömen  in  zwei  Dimensionen. 

f)  Diskontinuierliche  Bewegung. 

g)  Dreidimensionale  Bewegung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit. 

2.  Bewegung  fester  Körper  in  einer  inkompreBBiblen  Flfiggigkeit. 

a)  Kinematik.    Bewegung  einer  Kugel. 

b)  Kinetische  Energie. 

c)  Hydrokinetische  Symmetrie. 

d)  Bewegungsgleichungen. 

e)  Cyklische  Bewegung. 

f)  Bewegung  zweier  Kugeln. 

g)  Pulsierende  Kugeln. 

8«  Wirbelbewegungen. 

a)  Transformation  der  allgemeinen  hydrodynamischen  Gleichungen. 

b)  Allgemeine  Sätze  über  Wirbelsysteme. 

c)  Kreiswirbel. 

d)  Ebene  Wirbelfelder. 

e)  Schwingungen  von  Wirbeln. 

f)  Cegenseitige  Wirkung  beliebiger  unendlich  dünner  Wirbelringe. 

g)  Wirbel  von  endlichem  Querschnitt. 

4.  Der  eigenen  Schwere  unterworfene  flfiBsige  EllipBoide. 

a)  Allgemeine  Theorie. 

b)  Nähere  Angaben  über  3fac2atirtn's  Sphäroid  und  Jacobi'a  EUipsoid. 


Litteratar.  g5 


5.  Wellenbewegung  inkompressibler  Flfissigkeiten. 

a)  Natur  der  Bewegung, 

b)  Lange  Wellen. 

c)  OscillatoriBche  Wellen. 

d)  Energie  der  Wellenbewegung.    Gruppengeschwindigkeit. 

e)  Stehende  Wellen. 

f)  Stehende  Oecillationen  in  Bassins. 

g)  Genauere  Bestinmrang  von  Wellenbewegungen, 
h)  Die  Einzelwelle. 

i)  Oscillationen  einer  flüssigen  Kugel. 

6.  Zftbe  FlflBsIgkeiten. 

a)  Bewegungsgleichungen.    Stationäre  Bewegung. 

b)  Veränderliche  und  periodische  Bewegungen. 


Litteratur. 

Siehe  die  Lehrbücher  und  Monographieen  unter  IV  16  und  ausserdem  etwa: 

Monographien. 

J.  L.  de  Lagrange,  Memoire  sur  la  thäorie  du  mouyement  des  fluides,  Berl.  Mäm. 

(2)  12  (1781)  und  Oeuvres  de  Lagrange  4,   Paris  1869. 
S.  D.  Poissany  Memoire  sur  la  throne  des  ondes,  Paris,  M^m.  de  TAcad.  1  (1816). 
Ä.  L.  Cauchy,  Memoire  sur  la  th^orie  des  ondes,  Paris,  Mäm.  sav.  ^tr.  1  (1827)  und 

Oeuvres  complätes  (1)  1,  Paris  1882. 
E.  JET.  u.  W.  Weber ^  Wellenbewegung  auf  Experimente  gegründet,  Leipzig  1825. 
S.  D.  Poisson,  Memoire  sur  les  mouvements  simultanes  d*un  pendule  et  de  Tair 

enyironnant,  Paris,  M^m.  de  TAcad.  11  (1882). 
G.  G.  Stokes,  On  the  steady  motion  of  incompressible  fluids,   Gambr.  Phil.  Soc. 

Trans.  7  (1842)  und  Math,  and  Phys.  Papers  1,  p.  1. 
G,  G.  Stokes,  On  some  cases  of  fluid  motion,  Gambr.  Phil.  Soc.  Trans.  8  (1843) 

und  Math,  and  Phys.  Papers  1,  p.  17. 
J.  Scott  Bussell,  Report  on  Waves,  Brit.  Assn.  Bep.  1844. 
G.  B.  Äiry,  Artikel  „Tides  and  Waves",  Encyclopaedia  Metropolitana,  London 

1846. 
G.  G.  Stokes,  On  the  theory  of  Oscillatory  Waves,  Gambr.  Phil.  Soc.  Trans.  8 

(1847)  und  Math,  and  Phys.  Papers  1,  p.  197 ;  Supplement  p.  314  (1880). 
P.  G.  L^eime-Dirichletj  Ober  einige  Fälle,  in  weichen  sich  die  Bewegung  eines 

festen  Körpers  in  einem  inkompressiblen  flüssigen  Medium  theoretisch  be- 
stimmen lässt,  Berl.  Ber.  1862. 

A.  Clebech,  Über  die  Integration  der  hydrodynamischen  Gleichungen,  J.  f.  Math. 
66  (1869). 

P.  G.  L^etMe-jDtrkhUt,  Untersuchungen  über  ein  Problem  der  Hydrodynamik 
(aus  dem  Nachlass  hergestellt  von  E.  Dedekind),  zuerst  Gott.  Abb.  8  (1860), 
dann  J.  f.  Math.  68  (1861). 

H.  Ha/nkel,  Zur  allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der  Flüssigkeit,  Göttingen, 
Preisschrift  1861. 

B,  Eiemann,  Ein  Beitrag  zu  den  Untersuchungen  über  die  Bewegung  eines 


1 


86  IV  16.    Ä.  E.  H,  Love.    Hydrodynamik  11. 

flüssigen  gleichartigen  Ellipsoids,  Gott.  Abh.  9  (1861)  und  Ges.  math.  Werke, 

Leipzig,  2.  Aufl,  1892,  p.  182. 
W.  Thomson  (Lord  Kelvin),  On  Vortex-Motion,  Edinb.  Roy.  Soc.  Trans.  26  (1868) 

( Vortex  -Motion) . 
H.  Helmholte,  Über  diskontinuierliche  Flüssigkeitsbewegungen ,  Berl.  Ber.  1868, 

p.  216  =  Wissenschaftl.  Abh.  1,  p.  146. 
G.  Kirchhoff,  Über  die  Bergung  eines  Rotationskörpers  in  einer  Flüssigkeit, 

J.  f.  Math.  71  (1869),  Ges.  Abh.,  Leipzig  1882,  p.  376. 
G.  Kirchhoff,  Zur  Theorie  freier  Plüssigkeitestrahlen,  J.  f.  Math.  70  (1869)  und 

Ges.  Abh.  p.  416. 
W.  M.  Hicks,  On  the  motion  of  two  spheres  in  a  fluid,  Lond.  Phil.  Trans.  171 

(1880). 
C.  Neumann,  Hydrodynamische  Untersuchungen,  Leipzig  1883  (Hydr.  ünt.). 
J.  J.  Thomson,  A  treatise  on  the  motion  of  Vortex-Rings,  London  1883  (Vortex- 

Rings). 
W.  M.  Hicks,  On  the  steady  motion  and  small  yibrations  of  a  hoUow  vortex, 

Lond.  Phil.  Trans.  176  (1884). 
H.  Poincare,  Sur  T^quilibre  d^une  masse  fluide  animäe  d^un  mouvement  de  rota- 

tion.  Acta  math.  7  (1886). 
A.  G.  Greehhill,  Wave  motion  in  Hydrodynamics,  Amer.  J.  of  math.  9  (1886). 
Ä.  E.  H.  Love,  On  recent  English  researohes  in  Vortex-motion ,   Math.  Ann.  30 

(1887). 
M.  Briüouin,  Questions  d'Hydrodynamique,  Toul.  Ann.  1  (1887). 
N.  Quint,  De  Werfelbeweging,  Diss.  Amsterdam  1888. 
/.  C.  V€m  den  Berg,  De  Werfelbeweging,  Diss.  Haarlem  1888. 
H.  Poinca/ri,  Th^rie  des  tourbillons,  Paris  1893. 
F.  Bjerhnes,  Vorlesungen  über  hydrodynamische  Femkräfbe  nach  C.  A.  Bjerknes' 

Theorie,  Leipzig  1900. 

Soweit  nicht  anders  angegeben  wird,  sollen  in  diesem  Artikel 
die  äusseren  Kräfte  als  konservativ  und  die  in  Rede  stehende  Flüssig- 
keit als  nicht-zäh  angenommen  werden.  Ist  letztere  kompressibel;  so 
soll  der  Druck  eine  eindeutige  Funktion  der  Dichte  q  sein,  ist  sie 
inkompressibel,  so  nehmen  wir  sie  homogen  an. 

1.  Wirbelfreie  Bewegung. 

la.  PermanenB  der  wirbelfireien  Bewegangen.  Cyklisohe  Be- 
wegungen. Das  Linienintegral  der  Geschwindigkeit /(t*rfa;-f-vrfy  +  «^<i^), 
entlang  einer  Kurve,  die  zwei  Punkte  in  der  Flüssigkeit  verbindet,  heisst 
die  „Cirkulation"  entlang  jener  Kurve  ^).  Bei  einer  wirbelfreien  Bewegung 
ist  die  Differenz  der  Werte,  welche  das  Geschwindigkeitspotential  q> 
in  zwei  Punkten  annimmt,  gleich  der  Girkulation  entlang  einer  belie- 
bigen, die  beiden  Punkte  verbindenden  Kurve.    Nach  dem  Stokes^aclien 

1)  Sir  W.  Thomson,  Vortex-Motion;   Lamb,  Hydrodynamics,  Ch.  8. 
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Satze  ^)    ist    die    Cirkulation    in   einer    geschlossenen^    innerhalb    der 
Flüssigkeit  gezogenen  Kurve  gleich  dem  doppelten  Oberflächenintegral 
der  Normalkomponente  der  Drehgeschwindigkeit,  genommen  über  eine 
beliebige  Fläche,  die  diese  Kurve  zur  Berandung  hat.    Sir  W,  Thomson^) 
hat  bewiesen,  dass  die  Cirkulation  entlang  einer  geschlossenen  Kurve, 
welche   stets   dieselben   Teilchen   enthält,   eine    von    der   Zeit   unab- 
hängige Grösse  ist.    Es  folgt,  dass,  wenn  die  anfängliche  Bewegung 
wirbelfrei  ist,  die  Bewegung  auch  in  ihrem  weiteren  Verlauf  wirbelfrei 
bleibt*).    Es  folgt  femer,  dass,  wenn  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte 
Raum    einfach   zusammenhängt,    die    Cirkulation    entlang   jeder    ge- 
schlossenen Kurve  verschwindet  und  das  Qeschwindigkeitspotential  tp 
einwertig  ist.    Wenn  der  Raum  mehrfach  zusammenhängt  und  die  Zu- 
sammenhangszahl w  +  1  *)  hat,   so  existieren  n  fundamentale,  nicht 
auf  einen  Punkt  zusammenziehbare,   geschlossene  Kurven,   und  jede 
andere  nicht  auf  einen  Punkt  zusammenziehbare,  geschlossene  Kurve 
kann  in  eine  oder  mehrere  dieser  n  Kurven,  jede  in  einer  bestimmten 
Multiplizität  genonmien,   übergeführt  werden.     In  diesem  Falle  sind 
die  Cirkulationen  in  diesen  n  Kurven  Konstante  x^,  Xj,...,x„,  welche 
„cyklische  Konstante^'  heissen^);    die   Cirkulation  in  einer  beliebigen 
Kurve  der  eben  beschriebenen  Art  wird  dann  durch  »iXi  +  ^s^H — 
+  «„x^  ausgedrückt,  wo  «i,««, ...,««  ganze  positive  oder  negative 
Zahlen  sind.     Das  ßeschwindigkeitspotential  q>  ist  hier  mehrwertig^), 
aber  die  Werte,  welche  es  in  einem  Punkta  annehmen  kann,  unter- 
scheiden sich  unter  einander  nur  um  konstante  Beträge  von  der  Form 

Ib.    Wirbelfreie  Bewegung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit. 

Wenn  eine  ruhende,  inkompressible  Flüssigkeit  durch  einen  impul- 
siven Druck  Pq  in  Bewegung  gesetzt  wird,  so  sind  die  Gleichungen 
der  entstehenden  Bewegui^ 

(1)  ^(^'^'^)  =  -(Ä^Ä'Ä)^o; 

2)  II  A  2,  Nr.  16  und  IV  14,  Nr.  6. 

3)  Lagrcmge's  Beweis,  Berl.  Möm  (2)  12  (1781),  M^c.  an.  2,  p.  269—271 
war  unvollständig.  Der  erste  genaue  Beweis  wurde  von  Cauchy^  Paris,  M^m.  sav. 
ätr.  1  (1827)  gegeben.  Einen  andern  Beweis  mit  kritischen  und  historischen 
Bemerkungen  gab  Stokes,  Friction.  Wegen  des  Beweises  von  Sir  W,  TKomson^ 
der  die  beiden  Theoreme  der  Cirkulation  benutzt,  siehe  Lamb^  Hjdrodynamics, 
p.  38,  39.  Betreffs  Erzeugung  von  Wirbelbewegung,  wenn  die  hier  gegebenen 
Bedingungen  nicht  erftQlt  sind,  siehe  J.  R.  SchiUe,  Ann.  Phjs.  Chem.  66  (1895); 
L.  Süberstein,  Krak.  Anz.  (1896);  F.  Bjerknes,  Phys.  Zeitschr.  1  (1900). 

4)  m  A  4. 

6)  HelmhoUej  Wirbelbewegung. 
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diese  anfängliche  Bewegung  ist  also  wirbelfrei  und  hat  das  Oe- 
schwindigkeitspotential  —  Pq/q-  Allgemein  kann  man  bei  einer  Flüssig- 
keit, deren  Dichte  =  1  ist,  das  negativ  genommene  Geschwindigkeits- 
potential einer  wirbelfreien  Bewegung  als  den  impulsiven  Druck  auf- 
fassen, durch  welchen  die  Bewegung  instantan  erzeugt  werden  konnte^. 
Eine  cyklische,  wirbelfreie  Bewegung  in  einem  mehrfach  zusammen- 
hängenden Räume  kann  man  sich  dadurch  entstanden  denken,  dass 
man  impulsive  Drucke  auf  die  Querflächen  ausübt,  durch  welche  man 
gegebenenfalls  den  Raum  einfach  zusammenhängend  gemacht  hat^). 
Ist  a^  die  Oberfläche  der  Querfläche,  die  denjenigen  geschlossenen 
Kurven  entspricht,  entlang  deren  die  Girkulation  x^  ist,  so  ist  der  auf  die 

Querfläche  anzuwendende  impulsive  Druck  /Ypx^doj^,   die  Integration 

über  die  eine  Seite  der  Oberfläche  erstreckt. 

Da  die  Geschwindigkeit  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  sole- 
noidal^  ist,  so  ist  das  Geschwindigkeitspotential  tp  in  dem  von  der 
Flüssigkeit  eingenommenen  Räume  eine  harmonische  Funktion^). 

Ist  dieser  Raum  einfach  zusammenhängend  und  die  Normalkompo- 
nente der  Geschwindigkeit  an  der  Grenze  gegeben,  so  ist  ip  bis  auf  eine 
additive  Eonstante  bestimmt^.  Die  kinetische  Energie  der  Flüssig- 
keit ist  — %Q  1 19>^  ^1^7^^)    ^o   dv    das   Element    der    nach   dem 

Innern  der  Flüssigkeit  gezogenen  Normalen  in  einem  Punkte  der 
begrenzenden  Oberfläche  S  bezeichnet.  Die  kinetische  Energie  der 
wirbelfreien  Bewegung,  mit  gegebener  Normalkomponente  der  Ge- 
schwindigkeit an   der  Grenze,   ist  kleiner  als  die  jeder  andern  Be- 


6)  Baaset,  Hydrodynamics  1,  p.  88;  Lamb,  Hydrodynamics  p.  13,50.  Das 
Resultat  wurde  der  Sache  nach  bereits  von  Lagrange,  M^c.  an.  2,  p.  272  ge- 
geben. Für  die  impulsive  Bewegung  zäher  Flüssigkeiten  gelten  dieselben  Glei- 
chungen wie  für  ideale  Flüssigkeiten. 

7)  rV  14,  Nr.  7  und  rV  16,  Nr.  7. 

8)  n  A  7  b,  Nr.  2.  Ist  die  Flüssigkeit  kompressibel,  so  ist  die  Geschwin- 
digkeit nicht  notwendig  solenoidal  und  tp  also  nicht  notwendig  harmonisch. 
Die  dann  von  9  befriedigte  Differentialgleichung  wurde  von  P.  Molenbroek^  Arch. 
f.  Math.  (2)  9  (1889)  gegeben. 

9)  Das  Integral  der  gegebenen  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit, 
genommen  über  die  Grenze,  muss  natürlich  verschwinden.  Wegen  der  ein- 
deutigen Bestimmtheit  von  9  siehe  Thomson  and  Tait^  Nat.  Phil.  1,  p.  301,  oder 
jLamö,  Hydrodynamics  p.  46.  Wegen  des  hierin  enthaltenen  Existenztheorems 
vgl.  man  etwa  Toinca/ri^  Theorie  du  potentiel  Nev^tonien,  Paris  1899,  p.  320  ff. 
Siehe  H  A  7  b,  Nr.  17. 

10)  Sir  W.  Thomson,  Cambr.  and  Dubl.  Math.  J.  4  (1849)  ^  Math,  and  Phys. 
Papers  1,  p.  107. 
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wegung  mit  solenoidaler  Verteilung  der  Geschwindigkeit  und  der- 
selben Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  an  der  Grenze.  Es 
folgt  daher^  dass,  wenn  die  Grenze  in  irgend  einer  Weise  in  Bewegung 
gesetzt  wird  (wobei  nur  das  von  der  Flüssigkeit  eingenommene 
Volumen  ungeandert  bleiben  muss),  ein  bestimmter  Zustand  einer 
wirbelfreien  Bewegung  in  der  Flüssigkeit  hervorgerufen  wird*^). 
Bleibt  insbesondere  die  Grenze  in  Ruhe^  so  findet  keine  Flüssigkeits- 
bewegung statt;  bewegt  sich  die  Grenze  wie  ein  starrer  Körper,  aber 
ohne  Rotation,  so  hat  die  Flüssigkeit  keine  Bewegung  relativ  zur 
Grenze.  Die  Maxima  und  Minima  von  9  liegen  an  der  Grenze^*), 
ebenso  das  Maximum  der  resultierenden  Geschwindigkeit  g.^^) 

Hängt  der  von  der  Flüssigkeit  eingenommene  Raum  mehrfach 
zusammen,  so  ist  die  Bewegung  bestimmt,  sobald  die  cyklischen  Kon- 
stanten samt  der  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  an  der 
Grenze  gegeben  sind*).  Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  ist 
alsdann 

Euer  bedeutet  dv^  das  Element  der  Normalen  für  die  Querfläche  cd^, 
gezogen   in   derjenigen   Richtung,   in   welcher  der   impulsive   Druck 

JjQx^da)^  angewendet  werden  muss,  um  die  Bewegung  zu  erzeugen. 

Dehnt  sich  der  von  der  Flüssigkeit  eingenommene  Raum  bis  ins 
Unendliche  aus,  so  muss  man  über  das  Unendliche  besondere  An- 
gaben machen.  Wenn  die  Flüssigkeit  nur  innere  Grenzen  hat,  so 
verlangt  man  gewöhnlich,  dass  entweder  a)  die  Geschwindigkeit  im 
Unendlichen  verschwindet,  d.  h.  q>  =  const.  (für  alle  unendlich  fernen 
Punkte),  oder  dass  b)  die  Geschwindigkeit  für  aUe  unendlich  fernen 
Punkte  dieselbe  ist,  z.  B.  dq)/dx  =  const.  und  dip/dy  =  d(p/dz  =  0. 

Wenn  die  Komponente  w  der  Geschwindigkeit  Null  ist  und  die 
anderen  Komponenten  u,  v  von  z  nicht  abhängen,  so  nennt  man  die 
Bewegung  zweidimensional.  Es  genügt  anzunehmen,  dass  sie  in  der 
Ebene  (x,  y)  erfolgt,  indem  man  sich  vorstellt,  dass  die  Flüssigkeit 
nur  diese  Ebene  bezw.  einen  Teil  derselben  überdeckt.  Man  kann 
aber  auch  annehmen,  dass  sie  in  einem  Räume  erfolgt,  der  von  zwei 
zur  Ebene  (x,  y)  parallelen  Ebenen   begrenzt  wird.     Wirbelfreie  Be- 


11) n  A  7  b,  Fasen.  89. 

12)  Sir  W.  Thomson,  Phil.  Mag.  (8)  37  (1860),  p.  241  «  Reprint  of  papers 
on  Electrostatics  and  Magnetism,  London  1872,  p.  609.  Siehe  auch  Kirchhoff, 
Mechanik,  p.  186;   Lamb,  Hydrodynamics  p.  42. 
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wegungen  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  in  zwei  Dimensionen 
hängen  in  derselben  Weise  von  logarithmischen  Potentialen*')  ab, 
wie  solche  Bewegungen  in  drei  Dimensionen  von  Newton'schen  Poten- 
tialen. 

Ic.  Quellen  und  Senken.  Bezeichnet  man  mit  r  die  Ent- 
fernung eines  Punktes  (rr,  y,  z)  von  einem  festen  Punkte  -4,  so  kann  man 
die  Funktion  —  ilfr~*,  —  M=  const.  — ,  welche  überall,  ausser  im 
Pimkte  Ay  harmonisch  ist,  als  Geschwindigkeitspotential  einer  Flüssig- 
keitsbewegung ansehen,  die  in  dem  A  umgebenden  Räume  statt  hat. 
AnM  ist  das  Flüssigkeitsvolumen,  welches  dabei  in  der  Zeiteinheit 
über  eine  Oberfläche,  die  A  umgiebt,  hinüberfliesst.  Die  Singularität 
in  A  ist  eine  Quelle  von  der  Ergiebigkeit  M.  Ist  M  negativ,  so 
ist  die  Singularität  eine  Senke,  Ein  Queüpaar  entsteht,  wenn  man 
eine  Quelle  und  eine  Senke  von  der  gleichen,  absoluten  Ergiebigkeit 
M  in  geeigneter  Weise  zusammenrücken  lässt.  Es  muss  dabei,  wenn 
h  den  ursprünglichen  Abstand  der  Quelle  und  Senke  bezeichnet, 
M'  =  lim  •  Mh  endlich  sein;  die  Grösse  M'  heisst  die  Stärke  des 
Quellpaars.  Das  Geschwindigkeitspotential,  das  sich  bei  diesem  Grenz- 
übergang ergiebt,  ist  Jtf' r"^  cos-ö*.  Hier  ist  d"  der  Winkel  zwischen 
der  Axe  des  Quellpaars  und  der  von  dem  Quellpaar  aus  nach  einem 
Punkte  gezogenen  Geraden  von  der  Länge  r.  Bei  einer  zweidimen- 
sionalen Bewegung  sind  die  Geschwindigkeitspotentiale  für  eine  Quelle 
und  ein  Quellpaar  bezw.  üf  log  r  und  M'r"^  cos-ö",  wo  r  und  -9"  ebene 
Polarkoordinaten  sind.  Mit  den  hier  gewonnenen  Vorstellungen  lässt 
sich  das  Theorem  (19)  in  IIA  7b  in  der  Weise  auffassen,  dass  es 
besagt:  jede  wirbelfreie  Bewegung  einer  inkompressiblen-  Flüssigkeit 
kann  als  von  Quellen  und  Quellpaaren  herrührend  angesehen  werden. 
Ist  der  von  der  Flüssigkeit  eingenommene  Raum  einfach  zusammen- 
hängend, so  hat  man  nur  Quellen  über  die  Grenze  zu  verteilen^*). 


13)  n  A  7  b,  Nr.  8.  Die  Theorie  ist  systematisch  u.  a.  von  Kirchhoff,  Mechanik, 
Vorlesung  21  entwickelt. 

14)  Lamh,  Hydrodynamic«  p.  63  ff.  Das  Resultat  ist  im  wesentlichen  be- 
reits in  G.  Greeh'B  Essay  on  the  application  of  mathematical  analysis  to  the 
theories  of  Electricity  and  Magnetism,  Nottingham  1828  enthalten  (wieder- 
abgedruckt in  J.  f.  Math.  39,  44,  47  (1850—1854) «  Papers,  London  1871,  p.  30). 
Der  in  Rede  stehende  Ausdruck  der  Geschwindigkeitskomponenten  für  eine 
Flüssigkeit  vermittelst  der  Attraktionskomponenten  gewisser  fingierter,  über  die 
Grenze  hin  verteilter  Massen  wurde  von  J.Boussinesq,  „Eaux  courantes*^,  sowie 
in  vielen  seiner  späteren  Schriften  benutzt,  um  eine  angenäherte  Theorie  der 
Vena  contracta  zu  erhalten.  Seine  Methode  ist  in  den  Fortschr.  d.  Math.  19 
(1887)  eingehend  kritisiert  worden. 
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Hängt  aber  der  Raum  mehrfach  zusammen ,  so  hat  man  ausserdem 
auf  den  Querflächen,  die  man  zur  HersteUung  des  einfachen  Zusammen- 
banges  konstruiert  hat,  Quellpaare  anzubringen^^). 

1  d.  Bilder.  Befindet  sich  die  inkompressible  Flüssigkeit  ausser- 
halb einer  festen,  geschlossenen  Oberfläche  oder  auf  der  einen  Seite 
einei*  bis  ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Oberfläche,  und  rührt  ihre 
Bewegung  von  isolierten  Singularitäten  her,  so  führt  das  Problem: 
die  Bedingungen  zu  erfüllen,  dass  keine  normale  Geschwindigkeit  an 
der  Grenze  existiert,  zur  Einführung  von  Bildern  der  Singularitäten^^). 
Das  Bild  einer  Quelle  oder  eines  andern  singulären  Punktes  in  Bezug 
auf  die  Oberfläche  ist  einfach  ein  Aggregat  solcher  singulärer  Punkte 
auf  der  andern  Seite  der  Oberfläche,  die  mit  dem  gegebenen  singu- 
lären Punkte  zusammen  ein  Potential  9  ergeben,  welches  entlang  der 

Oberfläche  die  Bedingung  ^^  =  0  befriedigt.    Ausserdem  muss  dieses 

Potential  selbstverständlich  in  dem  ganzen,  von  der  Flüssigkeit  ein- 
genommenen Raum  mit  Ausnahme  der  singulären  Stelle  harmonisch 
sein.  Ist  insbesondere  9  das  Geschwindigkeitspotential  für  eine  Quelle  A, 
von  der  Ergiebigkeit  1,  auf  der  einen  Seite  der  Oberfläche,  so  setze 
man  g)  =  9'  —  r"^,  unter  r  den  Abstand  eines  Punktes  von  A  ver- 
standen.    Hier   ist  9'  in  dem   von  der  Flüssigkeit  erfüllten  Räume 

harmonisch,  während  an  der  Oberfläche  -a-  =  -^ —  cdlt.    Diese  Funk- 

tion  9'  ist  das  von  dem  Bilde  herrührende  Geschwindigkeitspotential. 
Befindet  sich  die  Flüssigkeit  auf  der  einen  Seite  einer  unendlich  aus- 
gedehnten Ebene,  so  ist  das  Bild  einer  Quelle  eine  ihr  gleiche  Quelle 
im  Spiegelbilde.  Für  eine  Quelle  (a,  6,  c)  in  einem  zwischen  zwei 
Ebenen  x  =^Jc  und  x  =  —  Je  gelegenen  Räume  besteht  das  Bild 
aus  imendlich  vielen  Quellen,  die  man  in  allen  Punkten  (x,  y,  z) 
=  (+  2nifc  -f-  ( —  l^a,  6,  c)  sich  angebracht  denken  muss.  Befindet 
sich  die  Flüssigkeit  ausserhalb  einer  Kugel  vom  Radius  a,  so  be- 
steht das  Bild  einer  Quelle  von  der  Ergiebigkeit  ilf,  im  Abstände  c 
vom  Centrum,  aus  einer  Quelle  von  der  Ergiebigkeit  Ma/c  in  dem 
hinsichtlich  der  Kugel  inversen  Punkte  und  einer' Linie  von  Senken, 
die  sich  von  diesem  Punkte  aus  nach  dem  Gentrum  hinzieht  und  mit 


16)  Lamb,  Hydrodynamics,  p.  68. 

16)  Stokes,  Gambr.  Phil.  Soc.  Trans.  8  (1843)  =  Math,  and  Phys.  Papers  1, 
p.  28  zeigte  die  Möglichkeit,  die  Methode  der  Bilder  in  der  Hydrodynamik  an- 
wenden zu  können.  Eine  entsprechende  Theorie  für  die  Elektrostatik  ent- 
wickelte Sir  W.  Tlumson  in  J.  de  math.  10  (1845),  p.  364  »=  Reprint  of  Papers 
on  Electrostatics  and  Magnetism,  p.  144. 


92  r\r  16.   A,  E.  H.  Love.    Hydrodynamik  II. 

der  linearen  Dichte  M/a  ausgestattet  ist^^.  Ersetzt  man  die  Quelle 
durch  ein  Quellpaar  von  der  Starke  M\  dessen  Axe  durch  das  Gen- 
trum der  Engel  hindurchgeht^  so  ist  das  Bild  ein  im  inversen  Punkte 
gelegenes  Quellpaar  von  der  Starke  M'  a^  I&  mit  derselben  Axe  und 
entgegengesetztem  Sinn^®).  Bei  zweidimensionaler  Bewegung  besteht 
das  Bild  einer  Quelle,  die  sich  ausserhalb  eines  Kreises  befindet^  aus 
einer  gleichen  Quelle  in  dem  inversen  Punkte  zusammen  mit  einer 
numerisch  gleichen  Senke  im  Mittelpunkte^^). 

Es  existieren  analoge  Theoreme  f&r  Singularitäten  innerhalb  einer 
beliebigen  geschlossenen  Oberfläche.  Dabei  muss  f&r  letztere  selbst- 
verständlich die  Bedingung  erfüllt  sein,  dass  die  Summe  der  Er- 
giebigkeiten aller  QueUen  innerhalb  der  Oberfläche  verschwindet. 

le.  Strömen  in  swei  Dimensionen.  Bei  zweidimensionaler  Be- 
wegung einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  existiert  stets  eine  Strom- 
funktion ^,**)  für  welche 

(1)  «=äj'    *'=-äJ 

ist  Die  Differenz  der  Werte  von  t^  in  zwei  Punkten  ist  das  Maass 
für  das  Flüssigkeitsquantum,  das  über  eine  beliebige  Kurve,  welche  die 
beiden  Punkte  verbindet,  hinüberstromt*^).  Sind  Quellen  vorhanden, 
so  ist  ^  mehrwertig;  sein  Wert  wächst  bei  jedem  vollen  im  positiven 
Sinn  erfolgenden  Umlauf  um  die  Quelle  von  der  Ergiebigkeit  M  um 
den  Betrag  2;r  Jf. 

Ist  die  Bewegung  wirbelfrei,  so  ist  9  +  i^  eine  Funktion  von 
X  -(-  iy.*^).  Wir  bezeichnen  die  komplexen  Variabein  tp  +  i^  ^nd 
X  '\'  iy  weiterhin  mit  vo  und  z.  Jede  funktionelle  Abhängigkeit 
zwischen  w  imd  z  entspricht  einer  zweidimensionalen  Flüssigkeits- 
bewegung. Die  Beziehungen  «;  =  w  log  z  und  «?  =  —  imic^  log  z 
liefern  eine  Quelle  bezw.  einen  isolierten  Wirbel**)  im  Anfangspunkte 
(die  Ergiebigkeit  bezw.  Starke  ist  m).     Die  Bewegung,   welche  von 


17)  W.  M.  Hicks,  Lond.  Phil.  Trans.  171  (1880).  Die  Bewegung,  welche 
von  einer  Quelle  und  Senke  im  Innern  eines  Kugelsektors  zwischen  zwei  Axial- 
ebenen  herrührt,  behandelte  G.  C.  CaUiphroncis,  Mess.  of  math.  (2)  18  (1889). 

18)  Stokes,  Brit.  Assn.  Bep.  1847  x==  Math,  and  Phjs.  Papers  1,  p.  230. 

19)  Dies  Resultat  verdankt  man  G.  Kirchhoffy  Ann.  Phjs.  Chem.  64  (1845) 
«  Ges.  Abh.,   Leipzig  1882,  p.  1. 

20)  Lagrange,  Berl.  Mäm.  (2)  12  (1781);  SU^ces,  Cambr.  Phil.  Trans.  7  (1842) 
«  Papers  1,  p.  1.    Vgl.  IV  14,  Nr.  7. 

21)  TT.  J.  M.  Bankine,  Lond.  Phil.  Trans.  154  (1864). 

22)  Wegen  der  Definition  eines  isolierten  Wirbels  und  seiner  Stärke  siehe 
Nr.  8  b  unten. 
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einer  Anzahl   Quellen   herrührt,  wird   durch  w  =*  Sm^  log  (z  —  z^) 
gegeben;  wenn 

'  ^1 1  =  I  ^  I  =  •  •  • 


r=l 


ist/sind  die  StromUnien  Kurven  n"^  Grades«»). 

Die  Flüssigkeitsbewegung,  welche  von  gegebenen  Singularitäten 
in  einem  gegebenen  Gebiet  herrührt,  kann  aus  der  gleichen  Be- 
wegung in  einem  andern  Gebiet  durch  konforme  Abbildung  abgeleitet 
werden^).  Man  nehme  an,  Z^=^f{z)  bilde  ein  Gebiet  der  jer-Ebene 
konform  auf  ein  Gebiet  der  Z-Ebene  ab,  und  w  sei  als  Funktion  von 
Z  für  eine  Bewegung,  die  von  irgend  welchen  Singularitäten  in  dem 
zweiten  Gebiet  herrührt,  bekannt.  Drückt  man  alsdann  durch  Elimi- 
nation von  Z  w  2^&  Funktion  von  z  aus,  so  ist  der  reelle  Teil  von 
w  das  Geschwindigkeitspotential  derjenigen  Bewegung  in  dem  ent- 
sprechenden Gebiet  der  j?-Ebene,  die  von  den  entsprechenden  Singu- 
laritäten herrührt.  Die  Ergiebigkeit  bezw.  Starke  der  entsprechenden 
Quellen  und  Wirbel  ist  in  den  beiden  Ebenen  die  gleiche^). 

Ist  im  besondem  das  Gebiet  der  Z=  (X -(- »r)- Ebene  die 
Halbebene,  in  der  Y  positiv  ist,  und  enthält  das  als  einfach  zu- 
sammenhängend angenommene  Gebiet  der  £-Ebene  den  Punkt  jer  =  oo, 
so  mögen  wir  mit  Z^  und  Z»  die  Punkte  in  der  .Halbebene  Z  be- 
zeichnen, welche  den  Punkten  z^  und  oo  des  vorgegebenen  Gebietes 
entsprechen;  zugleich  schreiben  wir  Z^  und  Z»  für  die  konjugiert 
imaginären  Werte  von  Z^  und  Z« .  Die  Bewegung,  die  von  einer  in 
Zq  gelegenen  Quelle  herrührt,  ist  dann  durch  die  Gleichung 

bestimmt.     Haben  wir  einen  Wirbel  in  z^y  so  wird  die  Gleichung 

Der  Wirbel  im  Punkte  (äTq,  y^  bewegt  sich  mit  den  Geschwindigkeits- 
komponenten 

Seine  Bahn  ist  hierdurch  bestimmt^).  Als  Beispiele  fuhren  wir  an, 
dass,  wenn  die  Grenze  aus  zwei  parallelen  Geraden  j/  =  0  und  y=^c 
besteht,  die  Transformation  durch  Z  =  exp  (cz/n)  bewerkstelligt  wird; 


28)  W.  R.  Smüh,  Edinb.  Roy.  Sog.  Proc.  7  (1870). 
24)  E.  J.  Routh,  Lond.  Math.  Sog.  Ptog.  12  (1881). 


94  IV  16.   A.  E.  H,  Love.    Hydrodynamik  ü. 

für  zwei  Gerade  y  =  0  und  y  =  x  tang  {n:/n)  setzen  wir  Z  =  xf",  für 
eine  kreisförmige  Begrenzung  zla  =  )-  x    J^-  ^) 

Erfolgt  die  Bewegung  in  dem  Gebiete  der  jsr-Ebene  ausserhalb 
einer  einzelnen  geschlossenen  Kurve  C,  die  sich  selber  nicht  durch- 
setzt^ und  sind  keine  Singularitäten  in  diesem  Gebiet  yorhanden^  so 
kann  man  die  Bewegung  so  ansehen,  als  ob  sie  von  Singularitäten 
innerhalb  C  und  der  in  der  Richtung  ihrer  Normalen  gemessenen  Ver- 
schiebung von  C  hervorgerufen  würde.  Es  sei  r  der  Abstand  eines 
Punktes  e  von  einem  festen  Punkt  0  innerhalb  C  Dann  existiert 
eine  Funktion  X,  welche  ausserhalb  C  harmonisch,  auf  C  selber  kon- 
stant ist  und  ausserdem  die  Gleichung 

lim  (X  —  log  r)  ==  0 


r=« 


befriedigt*^).  Diese  Funktion  ist  aus  obigen  Bedingungen  eindeutig 
bestimmt  und  für  alle  Lagen  von  0,  innerhalb  von  C  dieselbe. 
Sie  repräsentiert  das  Potential  der  dem  Gesamtbetrage  —  2%  ent- 
sprechenden ^^natürlichen  Belegung^^  von  C.  Die  Kurven  X  =  const. 
schneiden  sich  in  dem  Gebiete  ausserhalb  C  weder  selbst  noch  ein- 
ander. X^  sei  der  Wert  von  X  auf  C,  Y  die  konjugierte  Funktion 
von  X.  Die  Funktion  Y  ist  in  dem  Gebiet  ausserhalb  C  cyklisch 
harmonisch,  ihre  cyklische  Konstante  ist  2n.  Wir  setzen  Z=X-|-i!F 
und  Zj  =  c^.  Die  Beziehung  zwischen  z  und  Z^  bildet  das  ausser- 
halb von  C  gelegene  Gebiet  der  j?- Ebene  auf  das  ausserhalb  eines 
Kreises  gelegene  Gebiet  der  Z^- Ebene  konform  ab.  Der  Kreis  ist 
durch  die  Gleichung  \Z^\  =  e^  gegeben.  Die  Beziehung  zwischen 
z  und  Z  bildet  dasselbe  Gebiet  der  0- Ebene  konform  auf  einen  Teil 
eines  Kreiscylinders  vom  Radius  1  ab.  Dieser  Teil  des  Cylinders  wird 
von  einem  Normalschnitt  b^renzt,  X  —  X^  ist  der  Abstand  eines 
Pxmktes  der  Cylinderfläche  von  diesem  Schnitt. 

25)  Spezielle  Transformationen  behandelt  Kirchhoff ^  Mechanik,  Vorlag.  21. 
A.  G,  OreenhiU,  Quart.  J.  of  math.  15  (1878),  p.  10  wandte  die  Methode  der 
Bilder  auf  zahlreiche  Probleme  an,  die  sich  auf  gerade  Linien  und  Kreise  be- 
ziehen; siehe  auch  E.  Jochmann,  Zeitschr.  f.  Math.  10  (1865);  A.  G.  Green- 
hül,  Quart.  J.  of  math.  17  (1881),  p.  284  und  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  17  (1886), 
p.  376;  W.  M.  Ricks,  Quart.  J.  of  math.  15  (1878),  p.  313;  T.  C.  Lewis,  Mess. 
of  math.  (2)  9  (1879);  A.  J.  C.  Auen,  Quart.  J.  of  math.  17  (1881);  A.  E.  H.  Love, 
Amer.  J.  of  math.  11  (1888);  Andrade,  Paris  C.  R.  112  (1891).  Wegen  elliptischer 
Begrenzungen  siehe  C.  V.  Coates,  Quart.  J.  of  math.  15  (1878)  \md  TT.  M.  Ricks, 
Quart.  J.  of  math.  17  (1881),  p.  327.  Wegen  Cartesischer  Ovale  A.  G.  Green- 
hin,  Quart.  J.  of  math.  18  (1882). 

26)  Vgl.  z.  B.  A.  Hamack,  Grundlagen  der  Theorie  des  logarithmischen 
Potentials,  Leipzig  1887,  p.  80. 
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Erfolgt  die  Flüssigkeitsbewegung  in   dem   Gebiete  der  Z- Ebene, 
das  ausserhalb  von  C  liegt,  so  können  wir 

w  =  (2ä)~^  (w  —  ix)  e  -{-  w 

setzen,  wo  w  in  diesem  Gebiete  einwertig  ist.  Es  ist  dann  m  die 
Gesamtströmung  quer  über  diese  Kurve  C  imd  x  die  Cirkulation  in 
einem  diese  Kurve  umgebenden  Umlaufe.  Die  durch  w'  repräsentierte 
Bewegung  rührt  von  der  Bewegung  der  Kurve  C  in  Richtung  der 
Normalen  her;  ihr  Flächeninhalt  bleibt  dabei  ungeändert.  Wir  setzen 
«7'  =  9'  -|-  i^'  und  bezeichnen  mit  ds  das  Bogenelement  der  Kurve  C. 
Die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  in  einem  Punkte  auf  C 
i^t  eine  gegebene  Funktion  von  F,  welche  die  Periode  2n  hat.    Diese 

Normalkomponente  ist  -j-'     Der  Wert  von  ^'  in  einem  Punkte  auf 

C  ist  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt.  Man  kann  ihn  als 
periodische  Funktion  von  Y  mit  der  Periode  2n  ansehen.  Diese 
Funktion  laute  in  eine  Fourier'sche  Reihe  entwickelt: 


00 


«=0 


OO 


(5)  ^  (a^  cosnr+  \  sin  n  Y), 
wir  haben  dann^) 

(6)  w  =  ^e—n{x-x^)  ^^^  ßQQ  fiY  -^  \  sin  nY). 

«=0 

Ist  insbesondere  der  Wert  von  ^'  auf  C  uy  —  yx,  so  rührt  die 
Flüssigkeitsbewegung  von  einer  Translationsbewegung  von  C  mit  der 
Geschwindigkeit  (u,  v)  her.  Es  möge  w^  der  entsprechende  Wert 
von  w  sein.    Dann  repräsentiert  die  Gleichung 

w  =  (u  —  iv)  0  —  Wi 

die  Strömung  der  Flüssigkeit  längs  der  festgehaltenen  Kurve  C. 
Die  Geschwindigkeit  des  Stromes  strebt  in  grosser  Entfernung  von  C 
der  Grenze  (u,  v)  zu.  Ist  der  Wert  von  ^'  auf  C  —  Var(^*  +  y*), 
so  rührt  die  Bewegung  von  einer  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  r 
erfolgenden  Rotation  der  Kurve  C  her. 

Für  einen  Kreis,  der  mit  der  Geschwindigkeit  u  parallel  der 
x-Axe  sich  fortbewegt,  ist  w  =  —  ua^^r"^,*®)  wo  a  der  Radius  des 
Kreises    ist    (der   Anfangspunkt    liegt    im   Mittelpunkte).     Für   eine 


27)  Diese  Theorie  ist  eine  Verallgemeinening  der  von  Stokes^  Cambr.  Phil. 
Sog.  Trans.  8  (1843),  p.  105  (Papers  1,  p.  17)  für  konzentrische,  kreisfönnige 
Grenzen  gegebene.  Was  Grebiete  angeht,  welche  von  nichtkonzentrischen  Kreisen 
begrenzt  sind,  siehe  Fussnoten  80  und  90. 

28)  SU^ces  (Fussn.  27).  Wegen  der  Bahnen  der  Teilchen  siehe  MaxweU, 
Lond.  Math.  Soc.  Proc.  3  (1870),  p.  82  =  Scientific  Papers  2,  Cambr.  1890,  p.  208. 
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Ellipse  x^/d^  +  J/^/^*  =1^  ^i®  ^^^^  °^it  ^^^  Geschwindigkeiten  u,  v 
parallel  zu  den  Axen  fortbewegt  und  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit r  um  das  Gentrum  rotiert,  setzen  wir  0  =  (a*  —  6^Vi  cosh  Z  und 
haben  dann 

(7)  «;  =  -  (üb  +  »Va)  (^)'V^-  -^  »r  (a  +  i)»c^«f  ») 

Eine  ähnliche  Methode  kann  angewandt  werden,  um  die  Flüssigkeits- 
bewegung innerhalb  einer  geschlossenen  Kurve,  die  durch  Bewegung 
dieser  Kurve  hervorgerufen  wird,  zu  bestimmen«»).  Rotiert  die  Grenze 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  r  um  den  Anfangspunkt,  so  hat  die 
Stromfunktion  an  der  Grenze  der  Bedingung 

(8)  ^  =_  -1  r  (a:«  +  y^  +  const. 

zu  genügen'^).    Für  eine  Ellipse,  welche  eine  inkompressible  Flüssig- 
keit enthält,  haben  wir 
/o\  1  •    a*  —  b*   9 

(9)  «'  =  -T"SM^.*'*- 


« 


29)  Die  Resultate  für  die  Ellipse  wtirden  aus  dem  für  das  Ellipsoid  geltenden 
Resultat  von  E,  Bdtrami,  Bol.  Mem.  (S)  S  (1873),  abgeleitet.  Die  Stromfunktion  fQr 
Rotation  wurde  von  N.  M.  Ferrers,  Quart.  J.  of  math.  18  (1876),  die  vollständige 
Lösung  von  JET.  Lamb^  Quart.  J.  of  math.  14  (1877)  gegeben.  Flüssigkeits- 
bewegungen in  einem  von  konfokalen  Ellipsen  begrenzten  Gebiet  und  ver- 
schiedene Probleme,  die  sich  auf  die  Bewegung  eines  elliptischen  Cjlinders  in 
einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  beziehen,  wurden  von  Ä.  G.  Greenhilly  Quart. 
J.  of  math.  16  (1879)  diskutiert.  Losungen  für  Kurven,  die  den  Kegelschnitten 
invers  sind,  wurden  von  Ä,  B.  Basset,  Quart,  of  J.  math.  19,  20,  21  (1888—1886) 
gegeben;  die  Bedingungen,  welche  die  Funktion  Z  beschiilnken,  sind  dabei 
allerdings  nicht  überall  beachtet. 

80)  Die  Bestimmung  der  geeigneten  harmonischen  Funktion  kann  Schwierig- 
keit verursachen.  So  sind  im  Falle  der  oben  eingeführten  elliptischen  Koordi- 
naten, cosh  nX  cos  nY  und  sinhnXsinnlT  in  allen  Punkten  innerhalb  der 
Ellipse  X  =  const.  harmonisch,  es  ist  dies  aber  nicht  mit  e^*^  cosnY  der  Fall. 

81)  Stokes,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  8  (1846),  p.  409  und  Papers  1,  p.  188, 
auch  p.  7  Fussn.  Das  Problem  ist  mathematisch  identisch  mit  dem  der  Torsion 
eines  elastischen  Prismas,  dessen  Querschnitt  dieselbe  Begrenzung  hat  wie  das 
von  der  Flüssigkeit  eingenommene  Gebiet;  siehe  Thomson  and  Tau,  Nat.  Phil.  2, 
p.  242.  Das  Resultat  (9)  scheint  zuerst  fär  das  Torsionsproblem  von  B.  de  Saint- 
Venant,  Paris  C.  R.  24  (1847),  p.  847  gegeben  zu  sein.  Lösimgen  für  verschieden- 
artige Grenzen  kann  man  in  Thomson  and  Tau,  Nat.  Phil.  2,  p.  244  ff. 
finden;  siehe  auch  Basset,  Hydrodynamics  1,  Ch.  5  und  Lamb,  Hydrodynamics  p.  95 ff. 
Für  ein  Rechteck  wurde  die  Geschwindigkeit  von  A.  G.  Greenhül,  Quart.  J.  of 
math.  15  (1878),  p.  144  durch  elliptische  Funktionen  ausgedrückt.  Für  einen 
Kreissektor  siehe  A.  G.  Greenhül,  Hess,  of  math.  (2)  8  (1877),  p.  89  und  (2)  10 
(1880),  p.  88.  Für  konfokale  Ellipsen  und  Hyperbeln  siehe  N.  M.  Ferrers, 
Quart.  J.  of  math.  17  (1881)  und  L.  G.  N.  Filon,  Lond.  Phil.  Trans.  (A)  198  (1899). 
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Eine  experimentelle  Methode ,  um  die  Stromlinien  einer  entlang 
einer  gegebenen  Grenze  stattfindenden  zweidimensionalen  Bewegung 
sichtbar  zu  machen,  wurde  von  fi  S,  Hele-Shaw  ersonnen'^).  Man 
lässt  Ströme  von  gefärbter  Fldssigkeit  mit  imgefarbter  Flüssigkeit 
zusammen  durch  einen  Baum  zwischen  zwei  paraUelen  Glasplatten,  in 
welchem  sich  ein  Hindernis  befindet,  fliessen.  Ist  die  Geschwindigkeit 
der  eintretenden  Flüssigkeit  nicht  zu  gross,  so  werden  die  Strom- 
linien bald  stationär  und  können  photographiert  werden.  Stokes^) 
hat  gezeigt,  dass  die  mittlere  Geschwindigkeit  einer  zähen  Flüssigkeit, 
genommen  über  den  kleinen  Abstand  der  Platten,  mit  grosser  Annähe- 
rung denselben  Gesetzen  folgt,  wie  die  zweidimensionale  Geschwindig- 
keit einer  idealen  Flüssigkeit. 

Die  Theorie  der  zweidimensionalen  Strömungen  kann  auf  andere 
Flachen  ab  die  Ebene  durch  die  Methode  der  konformen  Abbildung 
ausgedehnt  werden^). 

If.  DiBkonünuierliohe  Bewegrmg.  Die  durch  die  bereits  aus- 
einandergesetzten Methoden  gefundenen  Lösungen  erfüllen  bisweilen 
nicht  die  physikalische  Bedingung,  dass  der  Druck  in  einer  Flüssig- 
keit  riemab  negatiy  sein  darf.  Bei  einer  gleichförmigen  Bewegung 
eines  Ereiscylinders  muss,  um  die  durch  die  Gleichung  w  =  ua*jer-^ 
dargestellte  Bewegung  möglich  erscheinen  zu  lassen,  der  Druck  im 
Unendlichen  den  Wert  %pn*  überschreiten.  Im  andern  Falle  wird 
der  Druck  in  der  Nähe  derjenigen  Cylinderpunkte,  die  am  weitesten* 
von  der  Ebene  y  =  0  entfernt  sind,  negativ.  Bei  einer  gleichförmigen 
Strömung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  an  einer  Ellipse  vorbei 
kann  die  Geschwindigkeit  an  den  Enden  der  grossen  Axe  durch  ge- 
nügende Vergrösserung  der  Excentricität  jeden  angebbaren  Wert  über- 
steigen. Es  kann  somit  kein  Druckbetrag  im  Unendlichen  verhindern, 
dass  der  Druck  an  den  Enden  der  grossen  Axe  gegebenenfalls  negativ 
wird.  Dasselbe  ist  allemal  der  Fall,  wenn  die  Grenze  eine  scharfe 
Ecke   hat,    die   in   die  Flüssigkeit   hineinragt'^).     Die   Beobachtung 


8S)  Lond.  Inst.  Naval  Architects  Proc.  1898  und  Brit.  Assn.  Rep.  1898,  p.  136. 

SS)  Brit.  Assn.  Bep.  1898,  p.  148. 

34}  Lamb,  Hydrodynamics  p.  114.  Strömungen  auf  einer  Kugel,  die  von 
der  Bewegung  einer  Eugelkalotte  herrühren,  wurden  von  E.  BeUrami,  Ist.  Lomb. 
Rend.  (2)  11  (1878)  behandelt.  Ebensolche  Bewegungen  auf  Biemann'schen 
Flächen  und  in  mehrfach  zusammenhängenden,  ebenen  Gebieten  behandelte 
W.  BumMe,  Hess,  of  math.  (2)  20  (1891),  p.  144  und  Lond.  Math.  Soc.  Proc. 
22  (1891),  p.  846,  28  (1892),  p.  87;  auch  H.  F.  Baker,  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc. 
9  (1898),  p.  381.    Wegen  weiterer  Litteratumachweise  siehe  II  A  7  b,  Fussn.  53. 

36)  Lamb^  Hydrodynamics  p.  100. 

Bnejklop.  d.  niAfh.  Wlttenioli.    IV  2.  7 
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zeigt,  dass  bei  einer  wirklichen  Flüssigkeitsbewegung^  die  an  einem 
Hindernis  vorbei  erfolgt,  allemal  das  Bestreben  zur  Bildung  eines 
,, toten  Baumes^^  hinter  dem  Hindernis  vorhanden  ist^). 

Das  Wesentliche  an  den  genailhten  Phänomenen  ist,  dass  sich 
eine  ganz  deutliche  Oberfläche  herstellt,  die  den  rasch  sich  bewegen- 
den Flüssigkeitsstrom  von  einer  im  wesentlichen  ruhenden  Flüssig- 
keitsmasse trennt'^.  Eine  solche  Trennungsfläche  tritt  insbesondere 
auch  bei  Flüssigkeitsstrahlen  auf  ^^.  HdmhoUz  erkannte,  dass  Pro- 
bleme, deren  durch  die  gewöhnliche  Methode  erlangte  Lösungen  die 
physikalische  Druckbedingung '  nicht  erfüllen,  andere  Lösungen  zu- 
lassen müssen,  bei  denen  die  Geschwindigkeit  an  bestimmten  Ober- 
flächen unstetig  ist^  und  fand  von  dort  aus  die  wahre  Lösung  eines 
ersten  solchen  Problems'^.  Im  Anschlüsse  hieran  entwickelte  Cr.  Kirch- 
hoff^)  eine  allgemeine  Methode,  um  derartige  zweidimensionale  Pro- 
bleme in  Fällen^  wo  die  festen  Grenzen  von  geraden  Linien  gebildet 
werden,  zu  untersuchen.  Durch  eine  Modifikation  dieser  Methode^) 
ist  es  jetzt  möglich,  jedes  Problem  der  von  Kirchhoff  angegebenen 
Art  auf  Integrale  algebraischer  Funktionen  zurückzuführen. 

Die  Flüssigkeit  fliesse  in  einem  zweidimensionalen  Gebiete,  das 
teilweise  von  gegebenen,  festen,  geraden  Linien,  teilweise  von  freien 
Stromlinien  begrenzt  ist»  Die  Gestalt  der  freien  Stromlinien  ist  un- 
bekannt, aber  die  Geschwindigkeit  hat  der  Druclcbedingung  entsprechend 
enücmg  denselben  eine  konstante  Grösse,    Wir  schreiben 

^         die         q^    ' 

sodass  q  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  und  fi  der  Winkel  zwischen 
der  Bewegungsrichtung  und  der  positiven  Richtung  der  x-Axe  ist. 
Die  Beziehung  zwischen  0  und  w,  welche  die  Lösung  des  Problems 
giebt,  kann  als  eine  Beziehung  zwischen  ^  und  w  angesehen  werden. 
Hier  wird  das  Gebiet  auf  einer  Seite  einer  bestimmten  Grenze  der 
g- Ebene  konform  auf  ein  bestinmites  Gebiet  der  ti;- Ebene  abgebildet. 
Die  Grenze  in  der  «?- Ebene  besteht  aus  Teilen  von  geraden  Linien 
^  ==  const.,  die  Grenze  in  der  g- Ebene  aus  Kreisbögen  um  den  An- 
fangspunkt, die  den  freien  Stromlinien  entsprechen,  und  aus  geraden 
Linien  durch  den  Anfangspunkt,  die  den  festen  geradlinigen  Grenzen 
entsprechen.  Kirchhoff  ^  Methode  besteht  nun  darin,  diese  Grenzen 
zu  zeichnen  und  die  Beziehung  zwischen  i  und  w  ab  Aufgabe  der  kon- 

86)  Bemerkt  von  Stokes,  Camb.  Phil.  Soc.  Trans.  8  (1847),  p.  633  =  Math, 
and  Phys.  Papers  1,  p.  310. 

37)  HdmhoÜg,  Berl.  Ber.  1868,  p.  216  «=  Wiss.  Abh.  1,  p.  146. 

38)  J.  f  Math.  70  (1869)  -^  Ges.  Abh.  p.  416;  Mechanik,  Vorlesung  22. 
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formen  Abbildung  zu  behandeln,  was  eine  DifPerentialgleichung  zwischen 
z  und  w  ergiebt.  Die  bereits  genannte  Modifikation'^)  besteht  in  der 
Einf&hrung  von  log  %  an  Stelle  von  g.    Wir  setzen  ' 

Ä  =  log  g  =  log  qr^  +  i^  =  X  +  i^ 

und  beachten,  dass  die  (Frenze  in  der  i$2- Ebene  aus  geraden  Linien 
^  =  const.  und  X  =  consi  besteht,  sodass  die  Grenzen  in  der  Sl-  und 
u;-Ebene  beide  geradlinig  sind.  Die  Gebiete  in  diesen  Ebenen,  welche 
dem  von  der  Flüssigkeit  eingenonmienen  Gebiet  in  der  jer- Ebene  ent- 
sprechen, können  beide  auf  die  Halbebene  einer  Hülfsvariabeln  t*^) 
konform  abgebildet  werden.  So  wird  eine  Beziehung  zwischen  Sl 
und  w  hergestellt,  welche  sich  durch  eine  Differentialgleichung  zwischen 
B  und  w  ausdrückt. 

Wenn  ein  Flüssigkeitsstrahl  aus  einer  Offiiung  in  dem  Boden 
eines  tiefen,  rechtwinkeligen  Gefasses  mit  vertikalen  Wänden  aus- 
fliesst^^),  so  sind  die  Breiten  d  des  Gefasses,  Je  der  Öffiiung  und  c 
des  Strahles  durch  die  Gleichung 

an  einander  gebunden.  Für  den  Fall,  dass  die  vertikalen  Wände  als 
imendlich  weit  von  der  Offiiung  abstehend  angesehen  werden  können**), 

ist  der  Kontraktionskoeffizient  r— j —    Wenn  ein  Mundstück  in  Ge- 

stalt  einer  nach  innen  hineinragenden  Röhre  vorhanden  ist  und  der 
Boden  und  die  Wände  als  unendlich  weit  von  der  Mündung  abstehend 
angesehen  werden  können,  ist  der  Kontraktionskoeffizient  y^.  Dies 
ist  das  oben  erwähnte  von  Heimholte  gelöste  Problem*^.  Die  Gestalt 
der  freien  Stromlinie  kann  dabei  aus  der  Gleichung 


89)  M.  Planck,  Ann.  Phys.  Cham.  (2)  21  (1884);  N.  Jaukowaky,  Mosk.  math. 
Samml.  16  (1890);  J.  H.  MicheU,  Lond.  Phil.  Trans.  181  (1890);  A.  E,H.Love, 
Cambr.  Phil.  See.  Proc  7  (1891),  p.  176.  Die  letzteren  drei  geben  Lösungen 
zahlreicher  Beispiele.  P.  Molenbroek  (Fussn.  8)  hat  einige  Fälle  der  Bildung 
von  Strahlen  in  einer  kompressiblen  Flüssigkeit  behandelt. 

40)  E.  B,  Christoffel,  Ann.  di  mat.  1  (1867);  H.  A.  Schwäre,  J.  f.  Math.  70 
(1869),  p.  106  a=  Ges.  math.  Abh.  2,  Berlin  1890,  p.  63. 

41)  J.  H,  MicheU  (Fussn.  89). 

42)  Kirchhoff  (Fussn.  88).  Das  Resultat  ist  auch  richtig,  wenn  die  Schwere 
nicht  yemachlässigt  wird,  siehe  F.  Kotier,  Arch.  f.  Math.  (2)  6  (1887)  und  Berl. 
Phys.  Verh.  6  (1887).  Derselbe  Autor  hat  (1.  c.)  gezeigt,  wie  man  obere  und 
untere  Grenzen  ffir  den  Kontraktionskoeffizienten  im  Falle  einer  KreiaÖffnung 
erhält.  Andere  Beispiele  freier  Stromlinien  (wobei  die  Flüssigkeiten  nicht  nur 
der  Schwere,  sondern  auch  Kapillarkräfben  unterworfen  gedacht  werden)  findet 
man  bei  N.  Joukowsky,  Petersburg,  phys.-chem.  Ges.  28  (1891). 
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de  _  1  —  t  Vit*  —  1) 
dt  ~       t*{t+l) 

bestimmt  werden,   t  ist  reell  und  1  >  f~   >  —  1. 

Wenn  ein  Strom  von  unendlicher  Breite  durch  eine  gerade  Linie 
von  endlicher  Lange  au%ehalten  wird^),  so  ist  für  den  Einfalls- 
winkel a  die  Lösung  durch  die  Gleichungen 

dw         1   /,  N         dSl  %  sin  er 

3T-  =  -^  (^  —  cos  a),      -jv  = j 

dt  ^  ^  ^^        dt         (f  —  cos  a) y(t«  -  1) 

gegeben.  Die  Einheiten  sind  so  gewählt,  dass  die  Länge  der  Linie 
1  -f-  Vi  ^  sin  «,  und  die  Geschwindigkeit  des  Stromes  im  Unendlichen  1 
ist.    Der  Druckttberschuss«  auf  der  einen  Seite  gegen  den  Strom  ist 

-T-^(>sina.     Das   Druckcentrum    befindet    sich    in    einem   Abstände 

rTT-T, \  ^  vom  Mittelpunkt  der  eingeschalteten  Linie  nach  dem 

dem  Strome  zugewendeten  Ende  hin,  l  bedeutet  dabei  die  Länge  der 
Linie.    Die  freie  Stromlinie  ist  durch  die  Gleichung 

gegeben,  wo  t  reeU  und  >  1  ist. 

Die  Methode  ron  Kirchhoff  ist  in  ihrer  ursprünglichen  Form  auf 
verschiedene  Probleme  von  M,  BeOiy*^)  und  D.  Bcbylew^)  angewandt 
worden.  Die  Anwendung  auf  Probleme  von  sich  treffenden  Strahlen 
ist  von  Lord  Bayleigh^)  und  W,  Voigt^'^  gemacht  worden.  Die  modi- 
fizierte Methode  wenden  J,  H.  MicheU^)  und  H.  C,  PocMingtan*^  auf 
die  Bestimmung  der  Formen  v(m  Hohlwirbeln  (Nr.  3  c  unten)  an.  Sie 
ist  von  B.  Hopkinson^^)  auf  Fälle  ausgedehnt  worden,  in  denen  Quellen 
und  Senken  in  der  Flüssigkeit  existieren.  Diskontinuierliche  Be- 
wegungen in  drei  Dimensionen  oder  mit  festen  Grenzen  von  ge- 
krümmter Form  sind  nur  erst  in  wenigen  Fallen  erhalten  worden^). 


48)  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  2  (1876),  p.  430  »  Scientific  Papers  1,  p.  267. 
Die  Lösung  wurde  zuerst  von  G.  Kirchhoff  (Fussn.  88)  erhalten. 

44)  Math.  Ann.  46  (1895). 

46)  Petersburg,  phys.-chem.  Ges.  18  (1881)  und  Beiblätter  zu  Ann.  Phys. 
Chem.  6  (1881);    Lamb,  Hydrodynamics  p.  112. 

46)  Phil.  Mag.  (6)  1  (1876),  p.  441  >=  Scientific  Papers  1,  p.  297. 

47)  G6tt.  Nachr.  1885,  p.  285  und  Math.  Ann.  28  (1886). 

48)  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  8  (1894). 

49)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  29  (1898). 

50)  Siehe  P.  Molenbroek,  Ann.  Phys.  Chem.  52  (1894);  J.  Weingarten  hat  in 
den  66tt.  Nachr.  1890  ein  Beispiel  gegeben,  bei  welchem  die  freie  Grenzfläche 
die  Form  eines  zwischen  zwei  Erzeugenden  gelegenen  Stücks  eines  einschaligen 
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1  g.  Dreidimensionale  Bewegrmg  einer  inkomprescdbl^i-nüBsig- 
keit.  Findet  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  in  Ebenen '  dcnrcdi  die 
jS'Axe  statt,  so  wählen  wir  dS  als  den  Abstand  eines  Punkiü^  yon 
der  Axe  und  schreiben  v  und  w  für  die  GeschwindigkeitskomponeirE^ 
in  den  Richtungen  ^  und  g.  Dann  existiert^  einerlei  ob  die'^e^ 
wej^ng  wirbelfrei  ist  oder  nicht,  eine  Stromfunktion  ^,^^)  für  welche. 

ist.  Wir  wählen  zwei  Punkte  in  der  Flüssigkeit  und  konstruieren 
eine  Rotationsfläche  dadurch,  dass  wir  eine  die  beiden  Punkte  ver- 
bindende Kurve  um  die  z-Axe  rotieren  lassen.  Es  wird  dann  das  in 
der  Zeiteinheit  über  diese  Oberfläche  austretende  Flüssigkeitsquantum 
gleich  der  Differenz  der  Werte  von  23r^  in  den  beiden  Punkten.  Ist 
die  Bewegung  wirbelfrei,  so  genügt  ^  der  Gleichung 

(2)  |g  +  |!^_iU  =  o. 

V  /  da*    '    dz*         o  da 

Wenn  wir  in  diesem  Falle  das  zugehörige  Geschwindigkeitspotential  tp 
in  eine  Reihe  nach  Eugelfunktionen  in  der  Form 


.•  •  • 


oo 


9  =  ^  +•2'  { ««»■"  +  6n*-<'  +  ^> }  Pn  (cos  ») 

»1  =  1 

entwickeln,  haben  wir^*) 

^^  /  a  h         \  dP 

(3);        ^^-a,cos»  +  Bm»2;{i^l*'-^'--^^')^- 

Die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  im  Innern  eines  Ellipsoids  mit 
den  Halbaxen  a,  b,  c,  welches  um  seinen  Mittelpunkt  mit  einer  Winkel- 
geschwindigkeit (p,  q,  r)  rotiert  (bezogen  auf  die  Hauptaxen),  wird 
durch  Verallgemeinerung  des  Resultates  (9)  in  Nr.  le  erhalten.  Die 
Bahnen  der  Teilchen  relativ  zu  der  Grenze  sind  Ellipsen,  die  sämtlich 
in  der  periodischen  Zeit^') 


Hyperboloids  hat.  H.  J.  Sharpe^  Edinb.  Boy.  Soc.  Proc.  14  (1886),  Quart.  J.  of 
math.  22  (1887)  und  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  7  (1891),  giebt  einige  angenäherte 
Lösungen.  Lord  Kelvin  hat  betreffs  der  Gültigkeit  der  zweidimensionalen  Theorie 
Zweifel  geäussert,   Nature  60  (1894),  p.  624,  649,  678,  697. 

61)  IV  14,  Nr.  7.  Die  axiale  Stromfunktion  wurde  von  StokeSy  Cambr. 
PhiL  Soc.  Trans.  7  (1842),  p.  439  =  Papers  1,  p.  1  eingeführt,  wo  er  die  Gleichung 
(2)  giebt. 

62)  Lamb,  Hydrodynamics  p.  136. 

63)  Das  Resultat  schreibt  man  Maxwdl  zu,  siehe  Hicks,  Report,  1882. 
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beschrj^bäi '  werden.  Mithin  ist  die  in  dieser  Zeit  erfolgte  Lagen- 
ändenbig!'' gleichbedeutend  mit  einer  Rotation  eines  starren  Körpers 
(oWtibl  die  Flüssigkeitsbewegung  selbst  wirbelfrei  ist).  Die  Flüssig- 
ke(t^bwegung^  welche  von  etwaigen  Gestaltsänderungen  der  ellip- 
söidischen  Begrenzung  herrührt,  ist  von  C.  A.  Bjerh^es^)  untersucht 
forden.  Bleibt  das  Ellipsoid  sich  selbst  ähnlich  und  befindet  §ich 
die  Flüssigkeit  ausserhalb  desselben^  so  ist 

(4)  y  =  _ 


1_  da     P £fr 

"'7i('+j)(-+p)('+?)r*' 


unter  t  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

^'     4-    y*      1      ^'    _  1 


verstanden.    Wenn  sich  die  Flüssigkeit  innerhalb  einer  ellipsoidischen 

Begrenzung  befindet,   welche  ihre  Gestalt,   aber  nicht   ihr  Volumen 

ändert,  so  ist 

/E-N  1    (X*  da    ,    y*  db    ,    «*  dc\ 

(ö)  ^-Thdi  +  Tdi  +  Tdt]- 

Die  Bewegung  einer  in  einem  Parallelepiped  eingeschlossenen 
Flüssigkeit,  welche  von  Quellen  imd  Senken  herrührt,  ist  von  A. 
G,  GreenhiU  ^^)  bestimmt  worden.  Die  Theorie  der  Strömimg  an  einer 
Eugelkalotte  vorbei  ist  von  A.  B,  Basset  ^  behandelt  worden. 

2.  Bewegang  fester  Körper  in  einer  inkompressiblen  Flfissigkeit. 

2  a.  Kinematik.  Bewegung  einer  Kugel.  Zahlreiche  Unter- 
suchungen über  wirbelfreie  Bewegung  einer  inkompressiblen  Flüssig- 
keit in  drei  Dimensionen  hängen  eng  mit  dem  Problem  des  Wider- 
Standes  zusanmien,  den  die  Flüssigkeit  auf  einen  sich  in  ihr  bewegen- 
den Körper  ausübt.  Wir  wollen  zunächst  die  Flüssigkeit  nach  innen 
durch  die  Oberfläche  des  gegebenen  Körpers  begrenzt,  sonst  aber 
imbegrenzt  annehmen.  Der  von  der  Flüssigkeit  eingenommene  Raimi 
möge  einfach  zusammenhängen.  Die  in  der  Flüssigkeit  durch  die 
Bewegung  des  Körpers  hervorgerufene  Bewegung  ist  acyklisch  und 
wirbelfrei.     Wir  wählen  den  Anfangspunkt  und  die  Axen  relativ  fest 


54)  Gott.  Nachr.  1873,    p.  448,  829;    siehe   auch   Lamh,  Hydrodynamics, 
p.  146—166. 

66)  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  8  (1878),  p.  289. 

66)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  16  (1886)  und  Hydrodynamics  1,  p.  147. 
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zum  Körper  und  bezeichnen  mit  u^  t,  w,  p^  q,  r  die  Komponenten  der 
linearen  und  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers.  Das  Geschwindig- 
keitspotential  hat  dann  die  Form^'') 

(1)  9)  =  u^i  +  v^a  +  W98  +  PZi  +  ^Z%  +  rxs, 

wo  (Pif '  -y  Zs  harmonische  Funktionen  in  dem  von  der  Flüssigkeit 
erMlten  Räume  sind  und  an  der  Oberfläche  des  Körpers  den  Be- 
dingungen 

(^)  ~^  =  cos(va;), . . .,      fj  =  y  cos(i;xf)  —  z  co8(i/y), . . . 

genügen.  Die  Nomiale  dv  ist  nach  dem  Innern  der  Flüssigkeit  gezogen. 
Für  eine  Kugel  vom  Radius  a  ist  (pi  =  —  Vja'xr"*, . . .,  wo 
r>  =  X*  +  y*  4"  ^^  ^s^  ^^^  ^^^  Anfangspunkt  im  Kugelmittelpunkt 
liegt^).  Es  ist  somit  die  Flüssigkeitsbewegung  dieselbe  wie  die, 
welche  durch  ein  im  Kugelmittelpunkte  gelegenes  Quellpaar  bedingt 
ist**).  Der  resultierende  Druck  auf  die  Kugel  besteht  aus  zwei  super- 
ponierten  Drucken '^):  1)  aus  dem  Drucke,  den  die  äusseren  auf  die 
Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  hervorrufen  (sein  Wert  ist  derselbe  wie 
für  ein  in  Ruhe  befindliches  System**),  2)  aus  einer  Kraft  von  der 
Orosse  y^inf,  wo  m'  die  Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit  und  f 
die  Beschleunigung  des  Kugelmittelpunktes  ist.  Diese  Kraft  wirkt 
durch  das  Gentrum  der  Kugel  in  der  zu  f  entgegengesetzten  Richtimg. 
Im  Falle  dass  äussere  Kräfte  nicht  vorhanden  sind,  schreitet  die 
Kugel  gleichförmig  vorwärts.  Dabei  ist  der  Druck  nur  dann  überall 
positiv,  wenn  der  Druck  im  Unendlichen  den  Wert  %p(n^+v*+w*) 
überschreitet*^).  Ist  das  äussere  Kraftfeld  homogen  und  von  der 
Intensität  g,  so  bewegt  sich  der  Kugelmittelpimkt  wie  ein  Massen- 
punkt bei  Einwirkung  einer  gleichförmigen  Beschleunigung       ry     '  9 

(unter  m  die  Masse  der  Kugel  verstanden),  beschreibt  also  eine  Parabel. 
Dieses   Resultat  lässt   sich   (mit   geeigneter   Änderung   des  Nenners 

m+v^')  *^^  einen  beliebigen  isotropen  Körper  (Nr.  2  c  unten) 
ausdehnen*^). 


67)  G,  Kirchhoff,  J.  f.  Math.  71  (1870),  p.  237  =  Ges.  Abb.  p.  376. 

68)  Poisson,  Paris,  M^m.  de  TAcad.  11  (1832).  Später  unabhängig  von  P.  G. 
L.  DWiMet  gefunden,  Berl.  Ber.  1862.  E.  Biecke  giobt  in  den  Gott.  Nachr.  1888 
für  die  Bahnen  der  Teilchen  eine  Zeichnung. 

69)  Dieses  Resultat  gilt  auch  für  einen  nicht-sphärischen  KOrper. 

60)  Sir  W.  Thomson,  Lond.  Roy.  Soc.  Proc.  42  (1887)  und  Phil.  Mag.  (6) 
23  (1887),  p.  266,  diskutiert  die  Flüssigkeitsbewegung,  wenn  die  Druckbedingung 
nicht  erfüllt  ist. 

61)  F,  KöUer,  Berl.  Phys.  Verh.  6  (1887),  p.  93.    Wegen  eines  andern  inte- 
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Für  ein  Ellipsoid  x*/a*  +  y*/b*  +  z*/c*  =  1  haben  wir 


Ä 


(3)  9i B,  +  C,  *'•••' 

wo  J.  das  Inteirral    f rj n ir  bezeichnet:  B  und  C 

^       J  {a*+  ^)  /» (6»  +  «•)  /« (c«  +  ^)  /»  ' 

t 
werden  durch  Vertauschung  von  h  und  c  mit  a  erhalten;   b  ist  die 
positive  Wurzel  der  Gleichung 

^,  ^o;  Cq  sind  die  Eonstanten,  die  man  durch  Substitution  von  Null 
&Lr  e  in  Ä,  B,  C  erhält*^).  Die  Gleichungen  fOr  die  Stromlinien 
wurden  von  A,  Clebsch^^)  und  B,  A.  Herman^)  diskutiert.  Der 
spezielle  Fall  eines  Sphäroids  wurde  von  G.  Kirchhoff  ^)  betrachtet. 

2  b.  KineÜBOhe  Bnergie.  Die  kinetische  Enei^ie  T^  der  in 
einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  stattfindenden  Bewegung,  welche  von 
der  Bewegung  eines  einzelnen  starren  Körpers  in  der  Flüssigkeit  her- 
rührt, kann,  falls  keine  Girkulation  stattfindet,  als  homogene  quadra- 
tische Form  der  sechs  Geschwindigkeitskomponenten  u,  v^  w,  p,  q,  r 
ausgedrückt  werden.  Die  Koeffizienten  in  27^  hangen  von  den  Formeln 
far  g?i,...,3^  ab.     Z.  B. ^"^  ist  der 

Koeffizient  von  u*    ==  —  Q  j  j^>i  -^  ^Sy 

Koeffizient  von  2u v    =  —  q  fjtp^  |^^  dS  =  —  9ffq>2  ^  dS, 

um  den  allgemeineren  Fall,  wo  die  Flüssigkeit  nach  aussen  durch 
eine  feste  oder  bewegliche,  starre  Oberfläche  begrenzt  ist  und  sich 
ein  oder  mehrere  feste  Körper  im  Innern  der  Flüssigkeit  bewegen, 
wo  femer  der  von  der  Flüssigkeit  eingenommene  Raum  die  Zusammen- 
hangszahl n  -{-1  besitzt,  zu  behandeln,  nehmen  wir  die  Lagen  der 
Körper  und  der  äusseren  Grenze  als  durch  m  generalisierte  Koordinaten 

grablen  Falls  der  unter  Einwirkang  äusserer  Kräfte  erfolgenden  Bewegung  siehe 
B.  PcUculini,  Rom,  Acc.  dei  Line.  Rend.  4  (1888). 

62)  Das  ResulUt  (8)  gab  G,  Green,  Edinb.  Roy.  Soc.  Trans.  13  (1838)  » 
Math.  Papers,  London  1871,  p.  318,  und  das  Resultat  (4)  Ä.  Ckhsch,J.  f.  Math.  52 
(1866).  Wegen  der  Bewegung  zwischen  konfokalen  Ellipsoiden  siehe  Ä.  G.  Green- 
hiU,  Quart.  J.  of  math.  16  (1879). 

63)  Quart.  J.  of.  math.  22  (1889),  p.  378. 

64)  Mechanik  p.  219. 
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?i;  92}  ' ' ')  im  bestimmt  an;  x^,  x,,  . . .  .^  x^  .seien  die  cyklifichen 
Eonstanten.    Dann  haben  wir^) 

Ti  =  J7i  +  IT, 

WO  IIi  eine  homogene  quadratische  Funktion  der  generalisierten  Ge- 
schwindigkeiten Ji',  ffs?  •  •  •;  ?m  ist  mit  Koeffizienten,  die  nur  von  g^, 
9%9'''f9tn  Abhängen,  und  K  eine  homogene  quadratische  Funktion 
der  Girkulationen  x^,  x,, . . .,  x„,  ebenfalls  mit  Koeffizienten,  die  nur 
von  gi,ft,...,g^  abhängen.  Das  öeschwindigkeitspotential  hat  die 
Form 


m 


wo  q)^  einer  Bewegung  entspricht,  bei  der  q^'  =  1  und  die  übrigen  q 
Jind  alle  x  gleich  Null  sind;  Xr  entspricht  einer  Bewegung,  bei  der 
x^  ==s  1  und  die  übrigen  x  und  alle  q  verschwinden.  Die  Koeffizienten 
in  277^  drücken  sich  in  derselben  Weise  aus,  wie  in  dem  oben  be- 
trachteten, einfacheren  Falle.  Die  Koeffizienten  in  2£^  erhalten  in  der 
Bezeichnung  von  Nr.  Ib  die  Gestalt  ••): 

Koeffizient  von  x^*  "^  9  1 1  W~^  ^^r^ 

Koeffizient  von  2xrX,  "^^  Q  1 1  ^  ^®«  "^  ^  1 1 W^  ^^*" 

Der  vollständige  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie  T  des  Systems 
der  starren  Körper  und  der  Flüssigkeit  ist  die  Summe  von  T^  und 
der  kinetischen  Energie  Tq  der  starren  Körper  allein.  Die  letztere 
ist  ihrerseits  wieder  eine  homogene  quadratische  Funktion  der  q\ 
Wir  werden  für  Tq  -{-  ^i  einfach  11  schreiben. 

2c.  Hydrokinetisohe  Symmetrie^'').  Die  Funktion  T  hat  für 
einen  einzelnen  starren  Körper,  der  sich  in  einer  unbegrenzten  Flüssig- 
keit bewegt,  in  welcher  keine  Cirkulation  stattfindet,  im  aUgemeinen 
21  Koeffizienten.  Doch  reduziert  sich  diese  Zahl,  wenn  der  Körper 
irgendwelche  Symmetrie  zeigt.  Für  einen  Körper,  wie  beispielsweise 
ein  Ellipsoid,  mit  drei  orthogonalen  Symmetrieebenen,  ist 

2T  =  Äu^  +  By^  +  Cw«  +  Pp»  +  ^q^  +  Bt\ 


66)  Sir  W.  Thomson,  Edinb.  Roy.  Soc.  Proc.  7  (1871),  p.  384  und  668;  Phil. 
Mag.  (4)  42  (1871)  und  (4)  46  (1878). 

66)  Lamb,  Motion  of  fluids,  1879;  Hydrodynamics  p.  207. 

67)  Sir  W.  Thomson  (Fussn.  66);  Lamh,  Hydrodynamics  p.  181;  J.Lixniuyr, 
Quart.  J.  of  math.  20  (1884).  Die  Formel  für  einen  Rotationskörper  gaben 
Thomson  and  Taity  Nat.  Phil.  1.  ed.  1867,  und  hernach  Kirchhoff  (Fussn.  67). 
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Für  einen  Rotationskörper  ist  Ä  =  B,  P=  Q.  Ist  Ä  =  B=C 
r,ndP^Q  =  B,  so  heisst  der l^kper  >otrop'^  Für  einen  Körper  mit 
schraubenförmiger  Symmetrie  um  die  js^Axe,  derart^  dass  er  nach 
Drehung  durch  einen  rechten  Winkel  um  ^ese  Axe  mit  sich  selbst 
identisch  wird,  kommt 

2T=^(u«+v«)  +  Cw«+.P(p»+q^  +  Br«+2L(pu+l^)+2Jrvw. 

Wenn  J.  — «  C,  P  =  U  und  L  =  N  wird,  ist  der  Körper  ein  „i»- 
troper  Schraubenkörper^'. 

2d.  Bewegnngsgleiohungen.  Die  Bewegungsgleichungen  für 
einen  Körper,  der  sich  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  bewegt, 
wurden  für  den  Fall,  dass  keine  Cirkulation  und  keine  äusseren 
Kräfte  wirksam  sind,  zuerst  von  Thomson  und  Taü^)  aus  dem  Aus- 
druck für  T  durch  direkte  Anwendung  der  Iki^an^a'schen  Gleichungen* 
abgeleitet.  Gegen  dieses  Verfahren  wurde  bald  hernach  Einspruch 
erhoben*®),  während  Kirchhoff  die  Gleichungen  aufs  neue  durch  Rück- 
gang auf  das  HamiUon^sche  Prinzip  ableitete  ^^.    Sie  haben  die  Form 

dt  —  '%  +  ^Si  =  0,        (3  Gleichungen) 


(1) 


dt 

in  denen 


dt 
h  —  'f^i  +  ^^1  —  ^^1  +  ^^1  =  0,        (3  Gleichungen) 


au'-'     "^     ap'  — 

Die  Grössen  Ij,  i^j,  f^,  Ai,  ftj,  v^  sind  die  B[raffc-  und  Kräftepaarkom- 
ponenten  derjenigen  impulsiven  Schraube,  durch  deren  Angreifen  am 
Körper  die  Bewegung  des  Systems  von  der  Ruhelage  aus  erzeugt 
werden  könnte.  Diese  Schraube  heisst  nach  Sir  TT.  Thomson  der 
„Impuls"  '<>). 

Man  hat  versucht,  die  Anwendung  der  Iki^aii^e'schen  Gleichungen 
auf  das  Problem  durch  eine  Theorie  der  „Ignorierung  der  Koordi- 
naten"''^) zu  rechtfertigen,  welche  im  wesentlichen  mit  der  Boufh- 
sehen  Theorie  der  „modifizierten  Iki^an^'schen  Funktion"  überein- 


68)  Nat.  Phil.  1.  ed.  1867. 

69)  L.  BoUzmafm,  J.  f.  Math.  73  (1871);  J.  Purser,  Phil.  Mag.  (6)  6  (1878); 
C,  Nmmann,  Hydr.  Unt.,  1888. 

70)  Die  Theorie  des  „Impulses**  gab  Sir  TT.  Thomson,  Vertex -Motion. 
Lamb,  Hydrodynamics  p.  169  wendet  sie  direkt  auf  das  Bewegongsproblem 
eines  starren 'Körpers  in  einer  Flüssigkeit  an. 

71)  nomson  and  Tau,  Nat.  Pha  1,  2.  ed.  1879;  vgl.  HdmhoUz,  J.  f. 
Math.  97  (1884)  —  Wiss.  Abh.  3,  p.  119—802. 
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stimmt'*).  Nach  dieser  Theorie  sind,  wenn  die  Lage  eines  dynamischen 
Systems  mit  einer  endlichen  Zahl  von  Freiheitsgraden  von  zweierlei 
Koordinaten  abhängt,  von  denen  diejenigen  zweiter  Art  nnr  mit  ihren 
Geschwindigkeiten  in  den  Ausdruck  für  die  Energie  eintreten,  die  zu 
diesen  zweiten  Koordinaten  gehörigen  Bewegungsgrössen  (Impuls- 
koordinaten) konstant.  Mit  Hülfe  der  linearen  Gleichungen  zwischen 
den  Geschwindigkeitskoordinaten,  welche  die  Konstanz  dieser  Be- 
wegungsgrössen ausdrücken,  können  die  Geschwindigkeiten  der  Ko- 
ordinaten der  zweiten  Art  aus  den  Bewegungsgleichungen  für  die 
Koordinaten  der  ersten  Art  eliminiert  werden.  Man  sagt  dann,  die 
Koordinaten  der  zweiten  Art  seien  „ignoriert"  worden.  Verschwinden 
insbesondere  die  Bewegungsgrössen,  welche  den  ignorierten  Koordi- 
naten entsprechen,  so  kann  das  System  durch  Anwendung  von  Im- 
pulsen, die  allein  den  Koordinaten  erster  Art  entsprechen,  zur  Ruhe 
gebracht  werden.  Die  Bewegungsgleichimgen  in  diesen  Koordinaten 
sind  dann  einfach  diejenigen,  welche  durch  direkte  Anwendung  der 
Lagrange^schen  Gleichungen  erlangt  werden.  Man  nimmt  nun  an, 
dass  dieser  Ansatz  auch  bei  dem  hydrodynamischen  Problem  in 
Anwendung  gebracht  werden  könne.  Jedoch  sind  der  Übergang  von 
einer  endlichen  zu  einer  unendlichen  Anzahl  von  Freiheitsgraden  und 
die  Schwierigkeit  der  Identifizierung  der  zu  ignorierenden  Koordinaten 
Umstände,  welche  die  direkte  Ableitung  aus  dem  Hamüton^Bcheji 
Prinzip  annehmbarer  erscheinen  lassen"). 

Bei  dem  allgemeinem  Problem  der  Bewegung  durchbohrter  Körper 
machte  Sir  W.  Thomson ^)y  über  das  Gesagte  hinausgehend,  den 
weiteren  Ansatz,  dass  er  die  Girkulationen  x^^  x,, . . .  als  generalisierte 
Bewegungsgrössen,  wie  sie  bestimmten  ignorierten  Koordinaten  ent- 
sprechen würden,  ansah,  und  dann  wieder  die  Bewegungsgleichungen 
eines  Systems  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Freiheitsgraden  auf 
das  Problem  anwandte.  In  diesem  Falle  ist  die  Notwendigkeit  für 
eine  direkte  Ableitung  aus  dem  Hamüton'8chen  Prinzip  noch  zwingen- 
der. Eine  solche  Ableitung  gab  H,  Lamb''^).  Eine  andere  Methode'*), 
diesen  Gegenstand  zu  behandeln,  ist  folgende:  Man  bilde  die  Ausdrücke 
der  resultierenden  Kräfte  und  Kräftepaare,  die  auf  einen  starren  Körper 
des  Systems  durch  die  Flüssigkeit  ausgeübt  werden,  indem  man  die 
Druckgleichung  (IV  15,  Nr.  10,  Gig.  (1))  benutzt. 

72)  E.  J.  Bouth,  Stability  of  motion,  London  1877. 
78)  C,  Neumofin,  Hydr.  Unt.,  1883. 

74)  Hydrodynamics  p.  207.  Siehe  auch  J.  Larmor,  Lond.  Math.  See.  Proc. 
16  (1884). 

76)  Q.  H.  Bryan,  Phil.  Mag.  (5)  35  (1898). 
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,  Bewegen  sich  die  Körper  und  die  Flüssigkeit  unter  Einwirkung 
irgendwelcher  konserrativer  äusserer  Eräfte,  so  nehmen  wir  U  als 
die  potentielle  Energie  des  Systems  in  der  durch  die  Koordinaten- 
werte  q,,  q^y.-.jq^  festgelegten  Konfiguration  und  drücken  T  in  der 
Form  n -{•  K  aus  (Nr.  2  b  oben).  Dann  haben  wir  für  jede  der 
Koordinaten  q  eine  Gleichung  ^^)  von  der  Form 


m 


«    ^(g)-lf+lf+2*2''-('.«.^+lr-<'' 

^    ^^  •  •        r=l        «'=1  • 

WO  (r,  $y  s')  eine  bestimmte  Funktion  der  Koordinaten  q  bezeichnet^ 
welche  verschwindet^  wenn  s'  =  s  ist^  und  die  ihr  Zeichen  ändert^ 
wenn  s  und  s'  unter  einander  vertauscht  werden.  Diese  Funktion 
drückt  sich  sehr  einfach  mit  Hülfe  der  generalisierten  Geschwindig- 
keiten Q^,  Q^', '"}  Qn  ^^^)  welche  den  Bewegungsgrosstdn  x^^x^, . .  ,,x^ 
entsprechen.  Diese  Geschwindigkeiten  sind  lineare  Funktionen  der  q 
und  X  mit  Koeffizienten,  die  nur  von  den  q  abhängen.    Hiemach  wird 

—  rcp  eine  Funktion  der  q.    Wir  nennen  sie  |^,  und  haben 


Die  Geschwindigkeiten  Q^y  q^',  -  -  -,  q^  sind  die  Strömungen  durch  die 
Öflhungen  in  den  sich  bewegenden  Körpern ^^.  Bezeichnet  u^,  v^, . . .,  r^ 
das  Geschwindigkeitssystem  des  Körpers,  in  welchem  sich  die  Öffiiung 
befindet,  deren  Cirkulation  wir  x^  nannten,  bedeutet  femer  dv^  das 
Normalenelement  für  die  zu  dieser  Cirkulation  gehörende  Querfläche, 
so  haben  wir 

—  cos  (v^z)  (wi  —  q^x  +  piy)  |  d(o^ . 

Was  den  Ausdmck  von  T  in  Impulskomponenten,  was  femer  die 
Wirkung  einer  Veranderung  des  Koordinatenanfangspunktes  und  der 
Axen  angeht,  so  sei  der  Leser  auf  IV  13  verwiesen.  Ebenda  findet  er 
Aufschluss  über  die  in  speziellen  Fallen  mögliche  Integration  der 
Gleichungen  (1),  sowie  über  die  Theorie  der  stationären  Bewegung  und 


76)  Sir  W.  Thomson,  Edinb.  Roy.  Soc.  Proc.  7  (1871),  p.  668  und  Phil. 
Mag.  (4)  46  (1878).  Vgl.  Thomson  and  Tait,  Nat.  Phil.  1,  p.  320;  Lamb,  Hydro- 
dynamics,  p.  211;    C.  Neumann,  Hydr.  ünt.  p.  68. 

77)  Sir  W.  Thomson  (Fussn.  76);  Ä.  B.  Basset,  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  6 
(1887),  p.  117. 
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der  Stabilität  der  stationären  Bewegung  für  den  Fall^  dass  ein  ein- 
zelner fester  Körper  sich  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  ohne 
hinzutretende  Girkulation  bewegt.  Vom  Standpunkt  der  Hydrodynamik 
liegt  die  Wichtigkeit  der  Resultate  in  der  Thatsache,  dass  der  Wider- 
stand einer  idealen  Flüssigkeit  gegen  einen  sich  in  ihr  bewegenden 
Körper  den  Charakter  einer  Massenvermehrung'®)  hat,  wobei  der  Be- 
trag und  die  Lage  der  hinzugefügten  Masse  von  der  Bewegung  und 
der  Gestalt  des  Körpers  abhängt. 

2  e.  Cyklisohe  Bewegung.  Sir  W.  Thomson  '^^)  hat  die  Bewegung 
einer  Kugel  in  einem  mehrfach  zusammenhängenden  Räume  mit  fester 
Grenze  untersucht,  wenn  der  Radius  der  Kugel  im  Vergleich  zum 
Abstände  des  Mittelpunktes  von  jedem  Punkte  der  Grenze  klein  ist. 
In  diesem  Falle  verschwinden  alle  Grössen  (r,  s,  s)  identisch  und  K 

hat  die  Form  —  %  (>  /  IP'y-  dS,  wo  die  Integration  über  die  Kugel- 
oberfläche zu  nehmen  ist.  P  und  P'  bezeichnen  hier  resp.  die  Ge- 
schwindigkeitspotentiale derjenigen  cyklischen  Bewegungen,  die  ein- 
treten,  wenn  die  Kugel  weggenommen  wird,  bezw.  wenn  sie  festgehalten 
wird.  Ist  die  Dichte  der  Kugel  dieselbe,  wie  die  der  Flüssigkeit,  und 
erfolgt  die  Girkulation  um  einen  in  die  Unendlichkeit  laufenden,  fest- 
gehaltenen, feinen  Draht,  so  bewegt  sich  der  Mittelpunkt  so,  als  ob  er 
von  dem  Drahte  mit  einer  Kraft  anffezosren  würde,  die  mit  dem  Kubus 
der  Entfernung  umgekehrt  proportioJd  ist.  W  Eayleigh^<^  und 
A  G.  GreenhiU  ^)  haben  die  zweidimensionale  cyklische  Bewegung  einer 
inkompressiblen  Flüssigkeit  um  einen  sich  bewegenden  Kreiscylinder 
untersucht.  Sind  keine  äusseren  Kräfte  vorhanden,  so  ist  die  Bahn  des 
Mittelpunktes  ein  Kreis.  Ist  das  äussere  Kraftfeld  homogen,  so  wird 
die  Bahn  des  Mittelpunktes  eine  Trochoide.  Ä.  B,  Basset^^)  dehnte 
die  für  einen  Rotationskörper  geltenden  Integrationsresultate  der  Glei- 
chungen (1)  von  Nr.  2d  auf  einen  Ring  mit  einer  durch  seine  Ofi&iung 
statthabenden  Girkulation  aus.  Das  Geschwindigkeitspotential  für  die 
Bewegung  eines  Kreisringes  parallel  zu  seiner  Axe  wurde  mit  Hülfe 
der  zugehörigen  harmonischen  Funktionen  (der  sog.  Toroidfunktionen) 
von  TF.  M.  Hicks^^)  dargestellt.    Die  cyklische  Bewegung,  welche  um 


78)  8t6ke8,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  8  (1843),  p.  106  =  Papers  1,  p.  51. 

79)  Mess.  of  math.  (2)  7  (1877)  =  Papers  1,  p.  344. 

80)  Mess.  of  math.  (2)  9  (1880).    Wegen  des  entsprechenden  Problems  bei 
mehreren  Cjlindem  siehe  A.  B.  Basset,  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  6  (1887),  p.  135. 

81)  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  6  (1887),  p.47;  Hydrodjnamics  1,  p.  196.    Die 
im  Text  erwähnten  Integrationsresultate  sind  in  IV  18  ausführlich  besprochen. 

82)  Lond.  Phil.  Trans.  172  (1881).     Siehe   auch  F.  W.  Dyson,  Lond.  Phil. 
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eiai^  dünnen  Ring  herum  stattfinden  kann^  wird  durch  dieselbe  Formel 
gegeb6B|  wie  die  Bewegung,  welche  von  einem  Wirbelring  mit  kleinem 
QuerschniH  herrührt  (Nr.  3  b  unten).  Zwei  solche  Ringe  scheinen  auf 
einander  mit  Kxäften  derselben  Grösse  und  Richtung  zu  wirken,  wie 
die  KiMte  zwischen  zwei  elektrischen  Strömen  ^^),  nur  haben  die 
Kräfte  bei  den  beiden  Problemen  entgegengesetzten  Sinn^). 

2  f.  Beweg^ong  zweier  Hügeln.  Das  Resultat  (Nr.  2  a  oben),  dass 
die  Flüssigkeitsbewegung,  welche  von  der  Bewegung  einer  Kugel 
herrührt,  dieselbe  ist  wie  die,  welcke  durch  ein  Quellpaar  bedingt  ist, 
ermöglicht  es,  die  Methode  der  Bilder  auf  das  Problem  der  Bewegung 
zweier  Kugeln  anzuwenden.  Stokes  hat  imuLchst  die  Bewegung  be- 
stimmt, welche  von  einer  Kugel  in  einer  yoo.  einer  zweiten  Kugel 
begrenzten  Flüssigkeit  in  dem  Augenblick  herrorgerufen  wurd,  wo  die 
beiden  Kugeln  instantan  konzentrisch  sind^^).  Au<di  hat  er  die  Be- 
wegung eines  Körpers,  der  von  den  äusseren  Teilen  zweier  zu  einander 
orthogonaler  Kugeln  begrenzt  wird,  unter  der  Voraussetzung  be- 
stimmt, dass  sich  der  Körper  parallel  der  VerbindungsKnie  der 
Centren  bewegt^®).  In  diesen  Fällen  ist  die  Anzahl  der  Bilder  eine 
endliche.  Auf  das  allgemeine  Problem  wandte  dagegen  TF.  M.  Hicks  ^^ 
die  Methode  der  Bilder  an.  Bewegen  sich  die  Kugeln  in  der  Ver- 
bindungslinie der  Gentren  mit  den  Geschwindigkeiten  u,  y,  so  kann 
die  kinetische  Energie  in  der  Form  Vi(-4.u*  +  JBv*  +  2Cuv)  aus- 
gedrückt werden,  wo  Ä,  B,  C  bestimmte  Funktionen  der  Radien  a,  b 
der  Kugeln  und  des  Abstandes  c  zwischen  ihren  Centren  sind.  Die 
Funktionen  AyB,C  werden  von  ihm  durch  Reihen  dargestellt,  die 
nach  Potenzen  yoh  a/c  und  h/c  fortschreiten.  Ahnliche  Resultate 
sind  von  0.  Neumann'^^  durch  Anwendung  eines  bestimmten  Systems 
orthogonaler  krummliniger  Koordinaten  erhalten  worden.  jR.  A,  Her- 
man^)  gab  eine  kurze  Formel  für  den  n*^  Term  der  fifcÄ»'schen 
Reihe,  während  A,  B.  Bctsset^)  zeigte,  wie  man  die  Glieder  der  Reihe 


Trans.  (A)  184  (1893).  Die  in  Rede  stehenden  Funktionen  wurden  zuerst  von 
C.  Neumann^  Allgemeine  Lösung  des  Problems  über  den  stationären  Tempera- 
turzustand eines  homogenen  Körpers,  welcher  Ton  zwei  nichtkonzentrischen 
Eugelflächen  begrenzt  ist,  Halle  1862,  eingeführt. 

88)  G.  Kirchhoff,  J.  f.  Math.  71  (1870),  p.  263  =  Ges.  Abh.  p.  404; 
L.  BoUzmann,  J.  f.  Math.  73  (1871). 

84)  Sir  W.  Thomson,  Reprint  of  Papers  on  Electrostatics  and  Magnetism, 
p.  569  und  587.  Siehe  auch  E.  Biecke,  Qött.  Nachr.  1887,  p.  505;  C.  A. 
Bjerknes,  Acta  math.  4  (1884). 

86)  Quart.  J.  of  math.  22  (1887),  p.  204,  370. 

86)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  18  (1887);  Hydrodynamics  1,  p.  240. 
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annäherungsweise  durch  eine  Verschiebung  des  Anfangspunktes  eines 
Systems  von  Kugelfunktionen  erhalten  kann.  Unterliegen  die  Kugeln 
keiner  Einwirkung  äusserer  Kräfte,  so  wächst  die  relative  Trennungs- 
geschwindigkeit beständig  ^^).  Führt  die  Kugel  a  von  der  Masse  m 
kleine  Pendelschwingungen  aus,  so  wächst  die  Periode  durch  die  An- 
wesenheit der  Kugel  h  angenähert  in  dem  Verhältnis 

m  ist  dabei  die  Masse  der  von  der  ersten  Kugel  verdrängten  Flüssig- 
keit^). Erfolgt  die  Bewegung  rechtwinkeKg  zur  Verbindungslinie  der 
Centren,  so  sind  nur  erst  angenäherte  Resultate  erhalten  worden  ^^). 
Aber  auch  in  diesem  Falle  hat  12.  A.  Herman  ^)  einen  kurzen  Aus- 
druck fdr  die  Koeffizienten  der  kinetischen  Energie  in  einer  symbo- 
lischen Form  gegeben.  Bewegt  sich  eine  Kugel  in  Gegenwart  einer 
festen  Ebene,  so  wird  sie  von  der  Ebene  abgestossen  oder  angezogen, 
•  je  nachdem  der  Winkel,  welchen  ihre  Bewegungsrichtung  mit  der  Nor- 
malen der  Ebene  macht,  zwischen  a  und  tc  —  a  liegt  oder  nicht. 
a  bezeichnet  dabei  die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleichung 

%tanga=(^-3^3)   , 

d  ist  der  Abstand  des  Centrums  von  der  Ebene  ^^).  Die  für  Kugeln 
erhaltenen  Resultate  sind  auf  Cylinder  von  W.  M,  Micks  ^)  ausgedehnt 
worden,  sowohl  wenn  eine  Cirkulation  der  Flüssigkeit  um  sie  herum 
stattfindet,  wie  auch  nicht. 

2  g.  Palflierende  Kugeln.  Volumschwingungen  einer  Kugel  rufen 
in  einer  Flüssigkeit  ein  Geschwindigkeitspotential  derselben  Art  her- 
vor, wie  eine  Quelle  von  veränderlicher  Ergiebigkeit.  Zwei  Kugeln, 
die  solche  Schwingungen  ausführen,  bedingen  infolge  dessen  Ände- 
rungen in  dem  hydrodynamischen  Druck.  Diese  haben  daher  eine 
scheinbare   Anziehung    oder   Abstossung    zwischen    den   Kugeln    zur 


87)  Dies  Theorem  wurde  von  W.  M.  Hicks  (Fussn.  17)  ausgesprochen  und 
von  C,  Neumawn^  Hydr.  Unt.  bewiesen. 

88)  Solche  Schwingungen  wurden  zuerst  von  C.  A,  Bjerknes  (Fussn.  98) 
diskutiert  und  unabhängig  von  ihm  von  F.  GtUhrie,  nach  Sir  W.  Thomson,  Phil. 
Mag.  (4)  41  (1871),  p.  405;  siehe  auch  Reprint  of  Papers  on  Electrostatics  and 
Magnetism,  p.  671.  Das  hier  ausgesprochene  Resultat  gab  TT.  M.  Micks 
(Pussn.  17). 

89)  W.  M,  Hicks  (Fussn.  17)  und  A.  B.  Basset  (Fussn.  86). 

90)  Quart.  J.  of  math.  16  (1879),  p.  118,  193;  17  (1881),  p.  194  und  Cambr. 
Phil.  Sog.  Proc.  8  (1878),  p.  227.    Siehe  auch  Ä.  B.  Basset  (Fussn.  80). 
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Folge.  Die  Grösse  dieser  Anziehung  bezw.  Abstossnng  ist  dem 
Quadrate  des  Abstandes  umgekehrt  proportional,  vorausgesetzt;  dass 
der  Abstand  dabei  gross  im  Vergleich  zu  den  Radien  angenommen 
wird.  Es  ergiebt  sich  eine  Anziehung,  wenn  die  Kugeln  dieselbe 
Periode  haben,  und  sich  ihre  Phasen  um  nicht  mehr  als  ein  Viertel 
der  Periode  unterscheiden*^).  Die  Theorie  der  scheinbaren  Kräfte 
zwischen  pulsierenden  und  oscillierenden  Kugeln  in  einer  inkom- 
pressiblen  Flüssigkeit  wurde  von  C  A.  Bjerknes  **)  in  einer  Reihe  von 
Abhandlungen  ausgebildet.  W.  M.  Hicks  *^)  hat  darauf  aufinerksam  ge- 
macht, dass  das  aUgemeine  Theorem  von  den  scheinbaren  Anziehungen 
und  Abstossungen  zwischen  den  Gliedern  eines  Systems  von  pulsie- 
renden  Kugeln  auf  ein  System  von  pulsierenden,  nichtspharischeii 
Körpern  ausgedehnt  werden  kann.  Derselbe  wandte  die  Ergebnisse 
zum  Aufbau  einer  Theorie  der  Gravitation  im  Anschluss  an  die 
Wirbelatomtheorie  an;  die  Atome  der  Materie  sind  dabei  als  Hohl- 
wirbel aufzufassen^.  Die  Fortpflanzung  von  Wellen  durch  eine 
kompressible,  ein  Aggregat  von  pulsierenden  Kugeln  enthaltene  Flüssig- 
keit, betrachtete  A,  V,  BäcMund^), 

3.  Wirbelbewegungen. 

3  a.   Transformationen  der  allgemeinen  hydrodynamisohen  Glei- 
chungen.   Die  Gleichungen  wurden  in  IV  15,  Nr.  8  in  zwei  Formen, 


91)  Dies  Resultat  wurde  zuerst  von  C.  Ä.  Bjerknes,  Christ.  Förhandl.  1876 
gefunden ;  siehe  auch  W.  M.  Hicks,  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  3  (1878),  p.  276  und 
4  (1880),  p.29;  einen  einfachen  Beweis  gab  W.  Voigt,  Gott.  Nachr.  1891.  Ähn- 
liche Probleme  für  Ellipsoide  sind  von  K.  Pearson,  Quart.  J.  of  math.  20  (1884), 
p.  60,  184,  behandelt. 

92)  Christ.  Förhandl.  1863,  1868, 1871, 1876;  Gott.  Nachr.  1876.  Wegen  der 
experimentellen  Untersuchungen  von  Bjerknes  siehe  Gtött.  Nachr.  1877;  Paris  C.  B. 
84,  88,  89  (1877—1879)  und  den  von  Bertin,  Ann.  chim.  phys.  (6)  25  (1882)  ge- 
gebenen Bericht.  Betreffs  Bjerknes'  Theorie  siehe  F.  Bjerknes^  Hydrodynamische 
FemkrSfte,  Leipzig  1900.  Die  Bjerknes* achen  Ideen  sind  der  Gegenstand  eines 
Referats  in  den  Rapports  pr^sentäs  au  Congr^s  de  physique  1,  Paris  1900;  vgl. 
auch  Ä,  Komy  Theorie  der  Gravitation  und  der  elektrischen  Erscheinungen  auf 
Grundlage  der  Hydrodynamik,  Berlin  1898. 

98)  Wegen  der  Wirbelatome  siehe  Nr.  8b  unten;  weg^n  des  Begriffs  von 
Hohlwirbeln  siehe  Nr.  8  c.  Die  Abhängigkeit  der  Pulsationsperiode  von  der 
Translationsgeschwindigkeit  (Nr.  8e)  ist  für  die  in  Rede  stehende  Theorie  der 
Gravitation  eine  grosse  Schwierigkeit;  siehe  W.  M.  Hicks  (Fussn.  114). 

94)  Math.  Ann.  34  (1889).  Wegen  der  Fortpflanzung  von  Wellen  durch 
ein  aus  Wirbelatomen  gebildetes  Mittel  siehe  W.  M.  Hicks,  Brit.  Assn.  Rep. 
1895,  und  Sir  W.  Thomson,  Brit.  Assn.  Rep.  1887. 
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der  j^!er*8clieii  bezw.  der  Lagrange'Bchen  Form  gegeben.    Die  Euter" 
sehen  Gleichungen  kann  man  folgendermassen  schreiben®^) 


wo 


(2)  w'  =  r-f^-%q* 

ist.  In  dieser  Form  gestatten  sie  eine  unmittelbare  Transformation 
auf  beliebige  orthogonale  (krummlinige)  Koordinaten^*).  Die  Kom- 
ponenten der  Drehgeschwindigkeit  genügen  drei  Gleichungen  folgen- 
der Art »') 

Man  kann  stets  drei  Funktionen  q>,  ky  Sl  derart  bestimmen,  dass 

(4) •  udx  -{-  vdy  -^  wde  =  dq>  -{-  kdSl 

ist  und  k  =  const.,  Sl  =  const.  die  Gleichungen  för  zwei  Flächen- 
scharen werden,  die  bei  der  Bewegung  stets  von  denselben  Teilchen 
gebildet  werden  ^^).  Die  Schnittlinien  solcher  Flächen  ergeben  die 
Wirbellinien  (Nr.  3  b  unten).  Drückt  man  die  Geschwindigkeiten  in 
dieser  Weise  aus,  so  wird  die  Druckgleichung**) 

(5)  ^-/?-V.?^-|f-A^  =  2^(0. 

Wird  die  Bewegung  auf  Azen  bezogen,  die  um  den  Anfangs- 
punkt mit  der  Winkelgeschwindigkeit  (o^,  o,,  o,)  rotieren,  so  mögen 
die  Änderungsgeschwindigkeiten  der  Koordinaten  eines  auf  die  be- 
wegten Axen  bezogenen  Teilchens  mit  u,  v',  w   bezeichnet  werden,  wo 

(6)  u'^^u-f-yo, — jBTOj,    t?'  =  t;-|-je?aii — a:©,,    w— w  +  a:oj — y^\\ 

96)  Lagrcmge  (Fasan.  20). 

96)  IV  14,  Nr.  20  b. 

97)  E.  J.  Nansan,  Mess.  of  math.  (2)  8  (1874),  p.  120.  Die  entsprechenden 
Gleichungen  für  inkompressible  Flüssigkeiten  leitete  Lagrange  (Fnssn.  20)  ab, 
unabhängig  von  ihm  Stckes^  Cambr.  and  Dubl.  Math.  J.  8  (1848) »  Papers  2,  p.  36. 
Auch  HdmhoUSy  Wirbelbewegung. 

98)  A.  ClebBch,  J.  f.  Math.  54  (1857)  and  J.  f.  Math.  56  (1859),  p.  1.  Siehe 
aach  M.  J.  M.  HOl,  Qaart.  J.  of  math.  17  (1881)  and  Cambr.  Phil.  See.  Trans.  14 
(1883).  Bei  CM>9ch  and  aach  bei  Hül  (1883)  werden  Qleichongen  für  die  Be- 
wegung einer  Flüssigkeit  in  einem  n-dimensionalen  Baame  aufgestellt.  Betreffs 
der  von  X  in  speziellen  F&llen  erfüllten  Gleichungen  siehe  M.  J.  M.  Hiü,  Lond. 
Phil.  Trans.  175  (1884)  und  Lond.  Math.  See.  Proc.  16  (1885).  Wegen  der  Trans- 
formation (4)  vgl.  IV  14,  Nr.  9. 

99)  Die  Gleichung  (5)  gaben  Clebsch  und  HiU  (Fussn.  98).  Siehe  auch  J.  BnU, 
Quart.  J.  of  math.  28  (1896). 

Sneyklop.  d.  math.  WiaMUdb.    lY  1  8 
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es  ist  dann  -ir  =  öt  +  w  ^ — h  *^'  0 — h  ^'  0-  zu  setzen.    Die  Euler- 

9t        dt    ^        ox    ^       dy    ^        dz 

scheu  Gleichunf^en  erhalten  die  Form  ^^) 

(7)  Jj^_«..  +  «,„,  =  ^(F-/f). 

Die  ZrO^an^a'schen  Gleichungen  können  in  der  Form  geschrieben 
werden 

(US  6^  9x^    .djy^   9y^    ,d^  dz^  _J_  (y_  Cdp\ 

W  ^e*   daJo  "^    *«*   Sx^  ^  ät*  dx^        äx^V       J     9  J' 

wo  Xq,  y^f  Bq  die  anfänglichen  Koordinaten  eines  Teilchens  und  x,  y,  0 
seine  Koordinaten  zur  Zeit  t  sind.  In  dieser  Form  haben  sie  folgende 
drei  Integrale  '^') 

Sie  gestatten  auch  eine  Integration  durch  Gleichungen  folgender  Art^^') 

^  ^  IT  äx^"^  Jt  dx~  '^Jt  äx^~  väNT/o"'"  äx~^ 

wo 

(11)  w=''-/f  +  V,g» 

ist. 

3  b.    Allgemeine   Sätae   über   WirbeLsysteme.     Die    durch    die 

Gleichungen 

dx/i  =  dy/ri^d0/i 

bestimmten  Linien  heissen  die  „Wirbellinien".  Die  Wirbellinien, 
welche  die  Punkte  einer  geschlossenen  Kurve  treffen,  bilden  eine 
„Wirbelröhre".  Die  Flüssigkeit  in  einer  sehr  engen  Wirbelröhre 
bildet  einen  „Wirbelfaden".  Das  Produkt  des  Flächeninhalts  eines 
Querschnitts  in  die  für  den  letzteren  geltende,  resultierende  Dreh- 
geschwindigkeit ist  die  „Starke"  des  Wirbelfadens.  Die  Gesetze  für 
die  Wirbelbewegung  wurden   von   Heimholte^)   gegeben.     Sie   lauten: 

1)  die  Wirbelfäden   werden    stets    von    denselben   Teilchen   gebildet, 

2)  die  Stärke  eines  Wirbelfadens  ist  zu  allen  Zeiten  und  in  allen 
Querschnitten  dieselbe,  3)  die  Wirbelfäden  müssen  entweder  in  sich 
zurücklaufen  oder  ihr  Ende  an  der  Begrenzung  haben. 

Diese  Gesetze  sind  die  Fundamentaltheoreme  der  rationellen  Hydro- 
dynamik und  schliessen  den  Satz  ein,  dass  eine  wirbelfreie  Bewegung 


\ 


100)  Ä,  G.  Oreenhül,  Ency.  Brit. 

101)  Ä,  L.  Cauchy,  Paris,   M^m.  de  TAcad.  1  (1827).     Siehe  auch  Stokes 
(Fussn.  97). 

102)  H,  Weber,  J.  f  Math.  68  (1868). 
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stets  wirbelfrei  bleibt  (Nr.  1  a).  Die  Drehgeschwindigkeit  hat  in  einem 
Punkte y  in  dem  die  Flüssigkeit  wirbelt,  allgemein  zu  reden,  einen 
endlichen  Wert.  Es  empfiehlt  sich  aber,  auch  Grenzfälle  zu  betrachten, 
in  welchen  isolierte  Wirbelfäden  von  unendlich  kleinem  Querschnitt 
und  endlicher  Starke  auftreten.  Man  kann  auch  Wirbelfaden  be- 
trachten, die  auf  einer  Oberfläche  in  der  Weise  verteilt  sind,  dass  für 
jeden  Punkt  der  Oberfläche  das  Produkt  aus  der  Drehgeschwindigkeit 
und  der  in  der  Richtung  der  Flächennormale  genommenen  Dicke  des 
Fadens  einen  endlichen  Grenzwert  hat.  Solche  Wirbelföden  bilden  eine 
„Wirbelschicht^^  Oberflächen,  an  denen  die  Geschwindigkeit  unstetig 
ist  (Nr.  If),  sind  Trilger  solcher  Wirbelschichten^®*). 

Wie  auch  die  Verteilung  der  Wirbelfäden  sein  mag,  die  Flüssig- 
keitsbewegung  lässt  sich  stets  mittelst  eines  Geschwindigkeitspotentials 
und  eines  Vektorpotentials  durch  folgende  Formel  darstellend^) 

(m,  V,  w)  =  (^,  ^,  ^)  y  +  curl(i?;  ö,  H). 

Ist  die  Flüssigkeit  unbegrenzt  und  im  Unendlichen  in  Ruhe  und  er- 
strecken sich  die  Wirbelfäden  nicht  ins  Unendliche,  so  sind  die  Werte 
von  q>  und  F,  G,  H  in  einem  Punkte  {x,  y,  z)  durch  die  in  allen 
anderen  Punkten  herrschende  Dilatationsgeschwindigkeit  0  und  die 
Drehgeschwindigkeit  vermöge  der  Formeln  ^^) 

gegeben,  wo  r  den  Abstand  der  beiden  Punkte  {x^y^z)  und  (x\y,z')  be- 
zeichnet. Haben  wir  eine  feste  oder  sich  bewegende  Grenze,  welche 
die  Flüssigkeit  umschliesst,  so  ist  zu  dem  so  bestimmten  q)  noch 
eine  solche  Lösxmg  von  A^^  =  0  hinzuzufügen,  dass  die  Grenz- 
bedingung erfüllt  wird.  Ein  Wirbelfaden  von  der  Stärke  m  liefert  zu 
den  Geschwindigkeitskomponenten  in  einem  Punkte  (Xy  y,  z)  Beiträge 
von  der  Form^) 

u::^—   r/g-g^  d^        y-y   dff\. 

wo  ds  das  Bogenelement  des  Wirbelfadens  im  Punkte  (x\  y,  z)  ist. 
In  einem  Punkte,  in  dem  die  Bewegung  wirbelfrei  ist,  liefert  ein  Wirbel- 
ring (oder  ein  Wirbelfaden  ohne  Ende)  von  unendlich  kleinem  Quer- 
schnitt für  das  Geschwindigkeitspotential  einen  Beitrag  mSl/47C,  wo 


103)  HelmhoUz  (Fussn.  37);  vgl.  IV  14,  Nr.  5. 

104)  IV  14,  Nr.  10.  Stokes,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  9  (1849),  p.  1  =  Papers  2, 
p.  248;  Hehnholti,  Wirbelbewegnng. 

8* 
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Sl  der  körperliche  Winkel  ist,  den  die  von  jenem  Punkte  nach  dem 
Wirbelring  hinlaufenden  Strahlen  umschliessen  ^^^). 

Ist  f&r  eine  inkompressible  Flüssigkeit  zu  irgend  einer  Zeit  die 
(notwendig  solenoidale)  Verteilung  der  Drehgeschwindigkeit  gegeben, 
so  ist  die  instantane  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeitsteilchen,  einerlei 
ob  die  Flüssigkeit  begrenzt  ist  oder  nicht,  in  jedem  Punkte  bestimmt, 
und  es  ändert  sich  die  Drehgeschwindigkeit  weiterhin  mit  der  Zeit 
nach  dem  durch  die  Gleichungen  (3)  in  Nr.  3  a  ausgedrückten  Gesetz. 
Somit  ist  die  Bewegung  in  jedem  folgenden  Zeitpunkt  ebenÜEÜls  be- 
stimmt. Da  die  Wirbelf  aden  sich  mit  der  Flüssigkeit  fortbewegen,  so 
ist  insbesondere  auch  die  Bewegung  der  Wirbelfaden  bestimmt  und 
wird  von  Gleichungen  beherrscht,  aus  denen  aUe  Kräfte  eUminiert 
sind^ö«). 

In  einer  unbegrenzten,  inkompressiblen  Flüssigkeit,  in  der  irgend- 
welche  Wirbelbewegung  vorhanden  ist,  die  sich  nicht  ins  unendliche 
erstreckt,  wird  die  kinetische  Energie  durch  die  FormeF®^ 


2 


-Jffflf"  ^  "r  ^  "'  i^^^lM^^ii 


ausgedrückt 

Man  kann  sich  die  Bewegung  aus  der  Ruhe  durch  Einwirkmng 
äusserer  impulsiver  Kräfte  und  impulsiver  Drucke  erzeugt  denken. 
Bezeichnen  wir  die  ersteren  mit  X\  F,  Z'  und  den  impulsiven 
Druck  mit  jp^,  so  haben  wir  Gleichungen  von  der  Form 

wo  wir  jPq  noch  auf  unendlich  viele  Weisen  wählen  können.  Wir 
nehmen  eine  Oberfläche  Sy  die  alle  Wirbel  umschliesst;  es  ist  dann  die 
Bewegung  auf  der  Aussenseite  wirbelfrei  mit  einem  Geschwindigkeits- 
potential 9?.  Wir  wählen  femer  jp^  ausserhalb  von  S  gleich  —  Qq> 
und  lassen  den  in  der  Richtung  der  Normalen  genommenen  Diffe- 
rentialquotienten von  Pq  beim  Durchschreiten  der  Fläche  sich  stetig 
ändern.  Man  bilde  sich  dann  für  das  System  der  für  die  Punkte  inner- 
halb von  S  geltenden  Impulse  X',  Y\  Z'  die  resultierende,  impul- 
sive Schraube,  und  suche  den  Greiizwert^  dem  diese  Schraube  zustrebt, 
wenn  S  sich  bis  ins  Unendliche  ausdehnt.  Die  so  erhaltene  resul- 
tierende   Schraube    wird    kurzweg    der   „Impuls^  ^^)    genannt     Ihre 


106)  iMOth^  Hydrodynamics  p.  238. 

106)  Die    allgemeine   Bedeutung    dieses   Resultates    erläutert  J.  Larmor, 
Nature  62  (1900),  p.  464  =  Brit  Assn.  Rep.  1900,  p.  624. 

107)  Lamb,  Hydrodynamics  p.  240. 
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Komponenten  1^^  %?  Su  ^7  f^i?  ^i  ^^^^  durch  Gleichungen  folgender 
Form*^)  gegeben 

Das  Interesse  an  dem  Studium  der  Wirbelringe  in  einer  idealen^ 
inkompressiblen  Flüssigkeit  ist  besonders  durch  Sir  TT.  ThomsovC^ 
Theorie  der  WvrbdcUame^^^)  bedingt,  nach  welcher  die  Atome  der 
Materie  durch  Wirbelringe  (Wirbelfaden  ohne  Ende)  repräsentiert 
werden.  Solche  Ringe  sind  unzerstörbar  und  undurchdringlich,  und 
die  Zusammenhangszahl  des  einen  solchen  Ring  umgebenden  Raumes, 
sowie  die  Wirbelstärke  sind  konstant.  Man  hat  auch  Systeme  zu- 
sammengeketteter Wirbelfäden  als  Repräsentanten  für  die  Atome  ge- 
wisser Sto£fe  eingeführte^).  Um  zu  entscheiden,  ob  eine  auf  diesen 
Grundlagen  ruhende  Theorie  eine  Erklärung  der  thermischen  Eigen- 
schaften der  Gase,  sowie  der  der  chemischen  Zusammensetzung  ent- 
sprechenden Spektrallinien  und  der  Yor^nge  der  Dissociation  und 
chemischen  Verbindung  geben  kann,  hat  man  Untersuchungen  an- 
gestellt, welche  u.  a.  die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Ringe,  die 
nahe  genug  an  einander  liegen,  um  sich  zu  beeinflussen,  femer  die 
Perioden  und  die  verschiedenen  Schwingungsarten  von  Wirbelringen, 
sowie  die  Stabilität  von  Wirbelsystemen  *e**)  betreffen.  Alle  diese 
Dinge  sind  insbesondere  von  J.  J,  Thomson  ^®®)  behandelt  worden.  Er 
benutzte  bei  seinen  Untersuchungen  die  Formeln  für  die  Energie, 
den  Impuls  und  das  Geschwindigkeitspotential,  letzteres  in  der  Form, 
wie  es  von  einem  Wirbelring  mit  unendlich  kleinem  Querschnitt 
herrührt. 

3  c.  SreiswirbeL  Systeme  von  dünnen  kreisförmigen  Wirbel- 
ringen mit  gemeinsamer  Axe  wurden  von  Heimholte^)  betrachtet. 
Die  Geschwindigkeit  der  als  inkompressibel  angenommenen  Flüssig- 
keit wird  durch  eine  axiale  Stromfunktion  ^  bestimmt.  Das  Vektor- 
potential steht  rechtwinkelig  zu  den  Meridianebenen  und  hat  die 
Grösse  — ^/a».  Die  Drehgeschwindigkeit  oj  ist  ebenfalls  recht- 
winkelig zu  den  Meridianebenen,  ihre  Grösse  wird  durch  die  Gleichung 

0  \ao«    '    dz*        0  da) 

108)  J.  J.  Thomson^  Vortex-rings. 

109)  Phil.  Mag.  (4)  34  (1867). 

110)  Sir  W.  Thomson,  „Vortex-Statics",  Phil.  Mag.  (6)  10  (1880);  „Maximum 
and  minimnm  energy  in  vortex  motion**^  Natura  22  (1880),  p.  618;  Phil.  Mag.  (6) 
23  (1887),  p.  629. 
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gegeben.  Bei  stationärer  Bewegung  erfordert  die  Eonstanz  der  Wirbel- 
fadenstarke ^  dass  (o/W  eine  Funktion  von  ^  ist^^^).  Für  einen  ein- 
zelnen dünnen  Ring  von  der  Si»rke  m  kann  man  die  Bewegung  an- 
nähernd ^^')  bestimmen,  wenn  man  annimmt,  dass  der  Querschnitt 
des  Wirbelringes  ein  Kreis  vom  Radius  c,  die  Öffnung  ein  Kreis 
Yom  Radius  a  ist;  c/a  muss  dabei  klein  sein.  Femer  nimmt  man 
an,  dass  o)/ ST  für  den  Querschnitt  konstant  ist.  Dann  ist  die  Trans- 
lationsgeschwindigkeit Wq  angenähert  m(2xa)~^log(ßa/c)^^^  und 
die  Stromfunktion  ebenso  angenähert  durch  die  Gleichung 

in 

gegeben.  Die  Flüssigkeitsteilchen,  deren  Bahnen  geschlossene,  durch 
diQ  Öffiiung  des  Ringes  hindurchgehende  Kurven  sind,  bUden  eine 
kompakte  Masse,  die  mit  dem  Ringe  fortschreitet;  die  Oberfläche 
dieser  Masse  wird  durch  die  Gleichung  2^W-^^  «=  Wq  bestimmt. 
Diese  Oberfläche  hat  nur  dann  eine  Öffiiung,  wenn  c/a  so  klein  ist, 
dass  log(8a/c)  >  2;r  ist. 

Die  hier  mitgeteilte,  angenäherte  Theorie  (des  einzelnen  Kreis- 
rings) hat  TT.  M,  Micks  durch  Einführung  der  zu  dem  Kreisring  ge- 
hörigen harmonischen  Funktionen  ^^)  vervollkommnet.  Er  hat  zunächst 
den  Fall  behandelt,  dass  eine  wirbelfreie  Bewegung  mit  Girkulation 
um  einen  ringförmigen  Hohlraum  herum  stattfindet  ^^^),  er  hat  femer 
den  Fall  eines  in  der  Flüssigkeit  fortschreitenden  dünnen  Ringes  mit 
einem  Kern  von  Wirbelfäden  ^^^)  betrachtet.  Er  fand,  dass,  wenn  der 
Hohlwirbel  sich  stationär  bewegen  soll,  der  Druck  im  Unendlichen 
w*p(23r*c*)"~^  sein  muss,  wo  2m  die  Girkulation  ist.  Er  fand  femer, 
dass  der  Querschnitt  eines  solchen  Wirbels  etwas  von  der  Form  eines 


111)  Stoke8  (Pussn.  51)  gab  die  Gleichung,  der  ^  bei  stationärer  Be- 
wegung genügt. 

112)  Lamb,  Hydrodynamice  p.  255. 

113)  Sir  W.  Thomson,  Phil.  Mag.  (4)  33  (1867),  p.  511  erhielt  das  Resultat 
w(2«a)~* {log (8 a/c)  —  V4  ) ,  vgl.  Lamh,  Hydrodynamics  p.  260;  J.J.  Thomson^ 
Vortex-rings,  T.  C.  Lewis,  Quart.  J.  of  math.  16  (1879),  C.  Chree,  Edinb.  Math. 
Soc.  Proc.  6  (1887)  fanden  alle  für  den  zweiten  Faktor  {log(8a/c)  —  1 }.  Die 
benutzten  Methoden  können  indess  das  zweite  Glied  nicht  genau  geben.  Sir 
TF.  Thomson'B  Resultat  wurde  von  TF.  M.  Hicks  (Fussn.  115)  durch  Heranziehen 
von  Gliedern  höherer  Ordnimg  verifiziert. 

114)  Ein  Hohlraum  der  im  Text  beschriebenen  Art  heisst  ein  „Hohlwirbel*'. 
W.  M,  Hicks,  Lond.  Phil.  Trans.  175  (1884). 

115)  W.  M.  Hicks,  Lond.  Phil.  Trans.  176  (1885).  Die  von  Hicks  gegebene 
Theorie  wurde  von  Ä.  'B.  Basset,  Hydrodynamics  2,  im  einzelnen  umgearbeitet 
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Kreises  abweicht  und  mehr  einer  Ellipse  ähnelt,  deren  grosse  Axe  der 
Bingaxe  parallel  yerläuft  (die  Ellipse  ist  aber  an  der  Innenseite  etwas 
flacher  als  an  der  Aussenseite).  Damit  die  mit  dem  Binge  fort- 
geführte Flüssigkeit  selbst  ringförmig  gestaltet  ist,  muss  c/a<  10~* 
sein,  wie  ebenfalls  von  Hicks  gezeigt  wurde.  Das  Resultat,  dass  ein 
Wirbelring  sich  mit  einer  Art  „Atmosphäre"  cyklischer,  wirbelfreier 
Bewegung  umgiebt,  welche  gegebenenfalls  von  einer  geschlossenen 
Oberfläche  ohne  Öffiiung  begrenzt  ist,  ist  in  andern  Gebieten  physi- 
kalischer  Forschung  besonders*  wichtig ^^®). 

Für  ein  System  von  Wirbelringen  mit  gemeinsamer  Axe,  von 
denen  jed^r  als  unendlich  dünn  angesehen  werden  soll,  führen  wir 
folgende  Bezeichnungen  ein :  m^,  m^,  . , .  seien  die  Wirbelstärken, 
0^,0,,...  die  Radien  der  Öffnungen,  v^,  w^  die  radialen  und  axialen 
Geschwindigkeiten  des  h^^  Ringes,  die  durch  die  übrigen  bedingt 
sind,  z^  sei  der  Abstand  des  Mittelpunktes  des  h*^^  Ringes  von  einem 
festen  Punkte  auf  der  Axe  und  x^  die  Grösse  des  für  den  Ä***°  Ring 
geltenden  Vektorpotentials,  das  wieder  von  der  Wirkimg  der  übrigen 
herrührt.     Dann  sind  diese  Grössen  durch  die  Gleichungen*) 

k 

2^k(^k{^^k^k  —  ^kh  —  Za)  =  0 

k 

an  einander  gebunden.  Zwei  Ringe,  für  welche  die  Drehgeschwindig- 
keit denselben  Sinn  hat,  bewegen  sich  in  derselben  Richtung  parallel 
zur  Axe  vorwärts  und  können  dabei  abwechselnd  durch  einander  hin- 
durchgehen. Ist  der  Sinn  der  Drehgeschwindigkeit  zweier  Ringe  ver- 
schieden, so  nähern  sie  sich  dabei  mit  stetig  abnehmender  Geschwindig- 
keit  und  breiten  sich  mit  stetig  wachsender  Geschwindigkeit  aus^^^). 

3d.  Ebene  Wirbelfelder.  Die  allgemeine  Theorie  der  Wirbel- 
bewegung kann  durch  eine  Diskussion  der  zweidimensionalen  Be- 
wegung illustriert  werden.  Dies  kommt  darauf  hinaus,  dass  wir  die 
Bewegungsformen  eines  Systems  paralleler  Wirbelfäden  betrachten, 
deren  jeder  die  Ebene,  in  der  die  Flüssigkeitsbewegung  erfolgt,  in 


116)  J.  Larmar,  Lond.  Phil.  Trans.  (A)  186  (1894),  p.  774. 

117)  Die  experimentelle  Untersuchung  der  im  Texte  gegebenen  Sätze  über 
Wirbelbewegung  regte  bereits  HelmhoUz,  Wirbelbewegung,  an.  Was  die  in  dieser 
Hinsicht  benutzten  Methoden  and  Resultate  angeht,  siehe  W.  B,  Eogers,  Amer.  J. 
of  Bcience  and  arts  (2)  26  (1858),  p.  246;  E.  Eeusch,  Ann.  Phys.  Chem.  110  (1860); 
P.  G.  Tait,  Lectores  on  some  recent  Advances  in  Physical  Science,  London  1876 ; 
JB.  8.  BM,  Dubl.  Trans.  25  (1878);   M.  BnOomn,  Toul.  Ann.  1  (1887). 
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einem  singulären  Punkt  schneidet  (Nr.  le  oben).  Sind  m^ym^y...  die 
Siarken  der  zn  den  Punkten  {x^,  y^^  (x^^  y^), . . .  gehörigen  Wirbel- 
f  äden^  so  ist  der  reelle  Teil  sowie  der  imaginäre  Teil  von  JE^kip^k  '4~  ^vi) 

•  k 

konstant^)  und  das  System  verhalt  sich  sO;  als  ob  es  einen  festen 
Schwerpunkt  besasse.    Femer  sind  die  Grossen  JE^kl^'^'^Vk^  ^"^^ 

k 

2^  %'  l^g  I  ^*  +  ♦y*  —  %  —  *y*'  I    konstant  ^^^.     Besondere    VSH» 

hat  im  einzelnen  W.  Grobli^^^)  ausgearbeitet.  HdnihoUz^s  Theorie 
der  Bewegung  mehrerer  kreisförmiger  Wirbelringe  mit  gemeinsamer 
Axe  kann  hier  durch  das  Verhalten  von  Wirbelpaaren,  die  symme- 
trisch zu  einer  geraden  Linie  liegen,  illustriert  werden.  Die  Siarken 
der  beiden  Wirbel  eines  Paares  haben  dabei  gleichen  absoluten 
Wert,  die  Drehgeschwindigkeiten  aber  entgegengesetzten  Sinn^^). 
Die  ,,Atmosphäre''  eines  solchen  Paares  hat  E.  Riecke^  betrachtet. 
Die  Stabilität  spezieller  Konfigurationen  paralleler  Wirbelfäden  be- 
leuchtet das  allgemeine  Problem  der  Stabiliiät  zusanmiengeketteter 
Wirbelfäden.  Wenn  n  Wirbel  in  den  Ecken  öines  regulären  Polygons 
angebracht  werden,  so  können  sie  sich  gleichförmig  auf  dem  umfange 
des  umbeschriebenen  Kreises  bewegen;  diese  Bewegung  ist  stabU,  so- 
lange n  den  Wert  6  nicht  überschreitet^^. 

Ebene  Wirbelbewegung  in  kompressiblen  Flüssigkeiten  wurde 
von  L,  Oräte  ***)  und  C  Chree  ^^)  betrachtet.  Der  letztere  benutzt 
seine  Resultate,  um  eine  Theorie  der  GyUonen  zu  geben.  Durch  An- 
wendung der  axialen  Stromfunktion  hat  W.  Wien  ^^)  eine  allgemeinere 
Theorie  der  Cyklonen  entwickelt;  die  Luft  ist  dabei  als  eine  inkom- 
pressible  Flüssigkeit  betrachtet. 

3e.  Sohwingimgen  von  Wirbeln.  Sir  TT.  Thomson^^)  hat  das 
allgemeine  Problem  der  Schwingungen  eines  Wirbelringes  durch  die 
Untersuchung  der  Schwingungen  eines  cylindrischen  Wirbels  in  An- 
gri£P  genommen,  wobei   er  den  letzteren  einmal  als  hohl,  das  andere 


118)  KinMoff,  Mechanik  p.  259,  260. 

119)  DisB.  GGttingen  1877;   Zürich,  Vierteljahrsschrift  22  (1877). 

120)  W.  Oräbli  (Fusan.  119);   Ä.  E.  H,  Love,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  25 
(1894),  p.  185. 

121)  Gott.  Nachr.  1888.    Riecke  und  GräbU  (Fussn.  119)  geben  Zeichnungen 
fCbr  die  Bahnen  der  Teilchen. 

122)  Zeitschr.  f.  Math.  25  (1880). 

128)  Edinb.  Math.  Soc.  Proc.  5,  6,  7,  8  (1887—1890). 

124)  Lehrbuch  der  Hydrodynamik,  Leipzig  1900,  p.  71—83. 

125)  Phil.  Mag.  (5)  10  (1880),  p.  155. 


nicht   sehr    gross ,    so   ist   die   Periode   -^j=====tc^^ ,    wo   Wq   die 
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Mal  als  von  Wirbelföden  durchzogen  voraussetzte.  Die  Schwingungen 
eines  kreisförmigen  Wirbelringes  wurden  von  J.J,  Thomson^,  W,M. 
mcks  "*)  *^»)  und  H.  C.  PockUngton  ^^)  diskutiert. 

Ist  der  Ring  hohl  und  der  Radius  c  des  Querschnitts  klein  im 
Vergleich  zum  Radius  a  der  Öffnung,  so  sind  die  Schwingungsarten 
folgende: 

1)  Querschmngungen  (smuous  vibroHons)  —  die  Hittelpunkte  der 

Querschnitte  werden  ohne  Gestaltsänderung  der  Querschnitte  ein  wenig 

verschoben.    Fallen  n  Wellenlangen  auf  die  Ereisperipherie  und  ist  n 

27ta 

nV(n«— 1) 

Translationsgeschwindigkeit  des  Wirheiringes  bezeichnet.  Wächst  n, 
so  vermindert  sich  die  Periode  rascher,  als  diese  Formel  angieht.  Das 
Resultat  ist  dasselbe  fdr  Yollringe  und  Hohlringe  ^^). 

2)  Pidsationen  —  alle  Querschnitte  dehnen  sich  gleichzeitig  und 
in  demselben  Maasse  aus  und  ziehen  sich  ebenso  gleichmässig  wieder 

zusammen.     Die   Periode   ist  -—- 1/ ,   wo  m  die  Wirbelstärke 

n    V      m     ' 

und  n  der  Druck  im  unendlichen  ist^^*). 

3)  Riffdschunngungen  (fliXted  vibroHons)  —  der  Querschnitt  ändert 
seine  Form  in  der  Art,  dass  n  Wellenlängen  auf  seinen  umfang  £EJlen. 
Mag  diese  Deformation  in  verschiedenen  Querschnitten  dieselbe  sein 
oder  nicht,  vorausgesetzt  nur,  dass  sie  nicht  zu  rasch  entlang  der 
Kreisperipherie  des  Ringes  variiert,  stets  giebt  es  zwei  Arten  von 
Schwingungen  mit  den  Perioden  2x/6^  und  2^/6^^  wo  6^  und  6^  die 
Wurzeln  der  folgenden  Gleichung  sind: 

6'  +  Annö  —  +  4«»n(n—  1)  -?i  =  0.  ^»^ 

4)  Perlschtoingimgen  (beaded  vihrations)  —  die  Querschnitte  dehnen 
sich  in  der  Weise  abwechselnd  aus  und  ziehen  sich  ebenso  wieder 
zusammen,  dass  ihr  Flächeninhalt  längs  der  kreisförmigen  Peripherie 
des  Wirbels   harmonisch    variiert.      Fallen   n  Wellenlängen   auf  die 

Kreisperipherie,  so  ist  die  Periode  — ,  wo 


126)  „The  coxnplete  System  of  the  periods  of  a  hollow  vortex-ring",  Lond. 
Phil.  Trans.  (A)  1S6  (1896). 

127)  Siehe  H.  C.  PockUngton  (Fussn.  126).  Analoge  Resultate  erhielt  Ä.  B, 
BasBet,  Hydrodynamicft  2,  p.  92,  wodurch  er  Entwickelungen  von  W,  M.  Hicks 
Fasan.  116)  verbesserte. 
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5)  Torsiansschunngungen  (koisted  vibratUms)  —  sie  haben  zunächst 
denselben  Charakter  wie  die  Jhäed  vibratUmff^y  dodi  variiert  die  De- 
formation ^ngs  der  Ereisperipherie  rasch^  sodass  eine  grosse  Anzahl  n' 

Wellenlängen  derselben  auf  diese  Peripherie  entfallt.    Die  Periode  — 
ist  durch  die  Gleichung 

.  w^    *  l        '        JSr^(2&n )     J  m'p* 

gegeben,  wo  2&a  der  Radius  des  Querschnitts  und 

oe 

IT  /Ol.    f\         ^     C    COS  2n'^       ,^ 

ist^««). 

Die  „fluted  vibrationS^'  sind  hiemach  die  einzigen  ^  bei  denen  die 
Perioden  von  der  Translationsgeschwindigkeit  unabhängig  sind.  Die 
Perioden  eines  Yollnnges,  der  einen  Kern  von  Wirbelfaden  enthält, 
wurden  fQr  den  Fall,  dass  es  sich  um  Schwingungen  handelt,  die  den 
Pulsationen  und  „fliUed  vibroHons''  eines  Hohlrings  entsprechen,  von 
W.  M.  Hicks  "*^)  untersucht. 

3  f.  Gtogenseitige  Wirkung  beUebiger  unendlich  düiinerWirbelringe. 
Für  zwei  dünne  Ringe  behandelte  J.  J.  Thomson  ^^)  diese  Wirkung 
unter  der  Annahme,  dass  der  Abstand  zwischen  den  Ringen  stets  ein 
grosses  Vielfaches  des  Durchmessers  eines  jeden  der  Ringe  ist.  Er 
hat  die  in  den  Radien  der  beiden  Ringe  hervorgerufenen  Wirkimgen, 
die  Änderungen  der  Bahnen  ihrer  Gentren  und  die  Gestaltsänderungen 
ihrer  Gentrallinien  bestimmt.  Bei  dem  Zusammenstoss  gewinnt  der 
Ring,  dessen  Radius  wächst,  an  innerer  Energie,  und  beide  Ringe 
geraten  in  einen  Zustand  von  Querschwingungen.  Derselbe  Autor  hat 
auch  das  Problem  behandelt,  die  an  einem  kugelförmigen  Hindemiss 
vorbei  erfolgende  Bewegung  eines  Wirbelringes  zu  bestimmen  ^^^). 
T.  C.  Lewis  wandte  auf  den  besonderen  Fall,  dass  die  Axe  des  Ringes 
durch  das  Gentrum  der  Kugel  hindurchgeht,  die  Methode  der  Bilder 
an^«). 

3  g.  Wirbel  von  endlichem  Queniohnitt.  Die  Methode  von 
J.  J.  Thomson  lässt  sich  auf  Wirbel  anwenden,  deren  Querschnitt  so 
klein  im  Vergleich  zu  der  Offiiung  ist,  dass  die  wirkliche  Gestalt  des 
Querschnitts  und  die  Verteilung  der  Drehgeschwindigkeit  im  Innern 
des  Wirbelgebietes  nicht  ins  Gewicht  fallen.  Die  unter  Nr.  3  c  ge- 
nannte Methode  von  TF.  M.  Hicks  giebt  bei  gewissen  Problemen  Kor- 
rektionen von  der  Natur  einer  zweiten  Annäherung.  Nimmt  der  in 
Wirbelbewegung  befindliche   Flüssigkeitsteil   ein   Volumen   ein,,  von 
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dem  keine  lineare  Dimension  als  klein  angesehen  werden  darf,  so 
gestalten  sich  die  Probleme  weitaus  komplizierter.  Besondere  Auf- 
merksamkeit ist  der  Bestimmung  yon  stationären  Bewegungen  ge- 
schenkt worden  y  sowie  auch  der  Auffindung  derjenigen  Flachen, 
welche  den  in  Wirbelbewegimg  befindlichen  Teil  der  Flüssigkeit  von 
dem  wirbelfreien  Teil  trennen.  An  einer  solchen  Oberfläche  sind  die 
tangentiellen  und  normalen  Komponenten  der  Geschwindigkeiten, 
sowie  der  Druck  stetig.  Die  Bedingung  für  die  Stetigkeit  des  Druckes 
ist  identisch  erfüllt,  wenn  die  Geschwindigkeitskomponenten  den  an- 
gegebenen Bedingungen  genügen  ^^). 

Bei  zweidimensionaler  Bewegung  ist  die  Drehgeschwindigkeit  l 

mit  der  Stromfunktion  ^  durch  die  Gleichung  —  2g  =  g-^-  +  «-^ 
verbunden.  Die  Bedingung  für  die  Konstanz  der  Wirbelstarke  wird 
durch  die  Gleichung  ^-  =  0  ausgedrückt.  Ist  die  Bewegung  statio- 
när ^^^),  so  gilt  hiemach 

m  IS + g?  -  «♦)• 

G,  Kirchhoff^^  hat  gezeigt,  dass  ein  Wirbel  mit  gleichförmiger  Dreh- 
geschwindigkeit durch  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a,  b,  welche 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  2ga6/(a4-&)*  ^  Sinne  der  Dreh- 
geschwindigkeit um  ihren  Mittelpunkt  rotiert,  begrenzt  werden  kann. 
M.  J.  M.  HiU^^)  fand  einen  stationären  Bewegungszustand,  der  dem 
KirchhofjTBchen  elliptischen  Wirbel  entspricht,  indem  er  annahm,  dass 
die  Flüssigkeit  nach  aussen  durch  eine  mit  der  Begrenzung  des 
Wirbels  konfokale  Ellipse  begrenzt  sei.  Kirchhoff^s  und  HiWs  ellip- 
tische Wirbel  sind  stabil,  wenn  die  Excentrizitöt  nicht  zu  gross  ist^'^). 
Die  Lösung  des  Problems  der  wirbelfreien  Bewegung  in  einem  rotie- 
renden Gylinder  oder  Prisma  bestimmt  zugleich  die  Wirbelbewegung 
mit  gleichförmig  verteilter  Drehgeschwindigkeit  in  dem  als  ruhend 
vorausgesetzten  Cy linder^'*).    Man  hat  Lösungen  von  Problemen,  die 

12S)  B.  ffargreaves,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  27  (1896),  p.  281. 

129)  Mechanik,  p.  261.  A.  E.  H.  Low,  Quart.  J.  of  math.  27  (1895)  dehnte 
die  Resultate  auf  die  Fälle  aus,  in  denen  die  Dichte  ausserhalb  und  innerhalb 
des  Wirbels  verschieden  ist  und  eine  Unstetigkeit  der  tangentialen  Ge- 
schwindigkeit an  der  Trennungsfläche  statthat ;  S.  A,  Tschapligin,  Moskau,  Naturf. 
Ges.  10  (1899)  behandelte  den  Fall,  wo  ausserhalb  des  Cjlinders  eine  Wirbel- 
bewegung mit  einer  verschiedenen  gleichförmigen  Drehgeschwindigkeit  gegeben  ist. 

180)  Lond.  Phil.  Trans.  176  (1884). 

181)  A.  E.  J7.  Love,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  25  (1894),  p.  18. 

182)  A,  G.  GreenhiU,  Ency.  Brit.;  vgl.  Stokes  (Fussn.  51)  und  F.  D.  Thomson, 
Oxf.  Cambr.  and  Dubl.  Mess.  of  math.  3  (1866). 


124  IV  16.   A.  E,  H.  Lave.    Hydrodynamik  ü. 

sich  auf  die  Bewegung  eines  Wirbels  mit  kreisförmiger  Grenze  be- 
ziehen ^  mit  Hülfe  von  BessePschea  Funktionen  gefunden,  indem 
man  x*^  fttr  f(ii)  in  Gleichung  (1)  einsetzte  ^••). 

Damit  eine  stationäre  Bewegung  in  drei  Dimensionen  möglich 
ist^  muss  sich  in  der  Flüssigkeit  eine  Schar  von  Flächen;  jede  über- 
deckt mit  einem  Netzwerk  von  Strom-  und  Wirbellinien,  so  ziehen 
lassen,  dass  das  Produkt  qca  Bin  ßdv  fOr  jede  Fläche  konstant  ist^'^). 
Hier  bezeichnet  o  die  resultierende  Drehgeschwindigkeit,  ß  den 
Winkel  zwischen  den  Richtungen  von  q  und  a  und  dv  die  Länge 
der  Normale,  die  zwischen  zwei  unendlich  benachbarten  Flächen  der 
Schar  gezogen  ist.     Die  Grosse 


-/t' -■/.»■ 


ist  für  jede  dieser  Flächen  konstant. 

W.  J.  -Bf.  Bankine  ^^  gab  die  Formel  für  die  Oberfläche  eines 
vertikal  verlaufenden  Hohlwirbels  in  einer  sich  unter  Einwirkung  der 
Schwere  bewegenden,  inkompressiblen  Flüssigkeit;  sie  lautet  zVi^ 
=  const.  Die  Bewegung  erfolgt  in  Horizontalebenen  0  =  const. 
M,  J.  M,  HiU  ^^)  zeigte,  dass  als  Grenze  eines  Wirbelgebietes  eine 
Kugel  vom  Radius  a  aufkreten  kann;  die  Bewegung  ist  dann  durch 
eine  axiale  Stromfunktion  gegeben,  welche  innerhalb  bezw.  ausser- 
halb des  Wirbelgebietes  die  Werte 

(2)  3Lm\3m^  +  Sjs^  —  5a')    und «Xf?!.^ 

hat.  Andere  Bewegungsarten  eines  kugelförmigen  Wirbelgebietes  hat 
W.  M,  Hicks "')  diskutiert.  Bei  diesen  ist  die  in  Meridianebenen  er- 
folgende Wirbelbewegung  mit  einer  Bewegung  rechtwinkelig  zu  diesen 
Ebenen  zusammengesetzt.  Einige  Typen  von  Wirbelbewegung,  bei 
denen  die  Stromlinien  mit  den  Wirbellinien  zusammenfallen  und  die 
Bahnen  der  Teilchen  Schraubenlinien  sind,  wurden  von  E.  Bettrami^^) 
und  G,  Morera  *'^)  studiert.    W.  Voigt  ^')  diskutierte  ein  Beispiel  einer 


138)  Lamb,  Hydrodynamics  p.  264. 

184)  Lamb,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  9  (1880). 

135)  Lamb^  Hydrodynamics  p.  80  schreibt  dies  Resultat  Bemkine  zu. 

186)  Lond.  Phil.  Trans.  (A)  185  (1894),  wo  auch  gezeigt  wird,  dass  eine 
entsprechende  Lösung  fär  ein  Sphäroid  nicht  existiert;  vgl.  B.  HargreaveSy  Lond. 
Math.  Soc.  Proc.  27  (1896),  p.  299. 

137)  Sheffield,  UniT.  Coli.  Commem.  1897;  Lond.  Phil.  Trans.  (A)  192  (1898). 

188)  Nuovo  Cim.  (3)  25  (1889),  p.  212. 

189)  Rom,  Acc.  dei  Line.  Rend.  5  (1889). 
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Wirbelbewegung  innerhalb  einer  festen  ellipsoidischen  Begrenzung. 
Die  Geschwindigkeiten  werden  lineare  Funktionen  der  Koordinaten 
und  die  Drehgeschwindigkeit  ist  durch  elliptische  Funktionen  der 
Zeit  gegeben.  Flüssigkeitsbewegungen;  bei  denen  zwar  der  curl  (U;  v,  w) 
nicht  verschwindet  (sodass  Wirbelfäden  vorhanden  sind)^  bei  denen 
aber  für  einen  endlichen  Wert  von  n  curl"  {u,  v,  w)  verschwindet, 
betrachteten  H,  A. BmUmd^*^)  und  C  Fdbri'^^^).  Letztere  hat  diese 
Untersuchungen  auf  kompressible  Flüssigkeiten  und  zähe  Flüssig- 
keiten ausgedehnt. 


4.   Der  eigenen  Schwere  unterworfene^  flässige  EUipsoide. 

4  a.  Allgemeine  Theorie.  Von  den  hydrodynamischen  Problemen, 
bei  denen  es  sich  um  Wirbelbewegung  in  einem  endlich  ausgedehnten 
Raumteile  handelt,  ist  in  der  Litteratur  am  meisten  die  Bewegung 
einer  der  eigenen  Schwere  unterworfenen  Flüssigkeitsmasse  behandelt 
worden,  die  sich  so  bewegt,  dass  ihre  anfänglich  ellipsoidische  Ober- 
fläche fortgesetzt  ellipsoidischen  Charakter  behält.  Auf  die  Unter- 
suchungen von  Madamin  und  Jacdbi  ist  schon  in  lY  15,  Nr.  9  hin- 
gewiesen. P.  G.  L,  Dirichlet  ^**)  untersuchte  das  Problem,  indem  er 
von  der  Annahme  ausging,  dass  die  Koordinaten  der  Teilchen  lineare 
Funktionen  der  Anfangswerte  sind.  Er  erhielt  so  ausreichende  Glei- 
chungen, um  die  Koeffizienten  als  Funktionen  der  Zeit  zu  bestimmen. 

Bei  Annahme  der  Gleichung  -^  +  ^,  -|-  -  ^^  =  1  für  die  freie  Oberfläche 

1 ^     ^_ -^-j 

ausgedrückt,  unter  6  eine  Funktion  der  Zeit  verstanden.  F,  Brioschi  ***) 
zeigte,  wie  man  die  Differentialgleichungen  in  die  kanonische  Form  für 
die  Bewegungsgleichungen  eines  dynamischen  Systems  mit  acht  Frei- 
heitsgraden bringt.  lUenumn^*^)  bezog  die  I/zgrange^schen  Bewegungs- 
gleichungen der  Hydrodynamik  auf  bewegte  Axen  und  fand  ein 
System  von  zehn  Gleichungen,  durch  welcne  die  Längen  der  Haupt- 


140)  Amer.  J.  of  math.  3  (1880). 

141)  Nuovo  Gim.  (3)  31  (1892);  (3)  36  (1894);  (4)  1  (1896);  Bol.  Mem.  (5)  4 
(1894);   Pisa,  Ann.  7.  (1896). 

142)  Gott.  Abh.  1860   und   J.  f.  Math.  68  (1861).      Die  Abhandlung   ver- 
öffentlichte  E.  Dedekindy  welcher  einige  Zusätze  machte. 

143)  J.  f.  Math.  69  (1861).     Siehe    auch    A.  E.  H.  Love,  Phil.  Mag.  (6)  26 
(1888). 

144)  Gott.  Abh.  9  (1861)  »  Qes.  math.  Werke,  Leipzig  1876,  p.  168,  2.  Aufl. 
1892,  p.  167. 
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axen  des  EUipsoids  zu  irgend  einer  Zeit^  die  Winkelgeschwindigkeit 
um  dieselben,  die  Drehgeschwindigkeit  und  der  oben  eingeführte 
Koeffizient  6  aneinander  geknüpft  sind.  A.  Q.  Greenhül  ^^)  und  A,  B. 
Basset  ^^)  benutzten  die  auf  bewegte  Axen  bezogenen  j^MZer'schen 
Gleichungen  und  bildeten  Ausdrücke  für  die  Geschwindigkeitskom- 
ponenten,  indem  sie  1)  eine  Bewegung  mit  gleichförmig  verteilter 
Drehgeschwindigkeit,  2)  eine  wirbelfreie  Bewegung,  die  von  der  Ro- 
tation der  Begrenzungsfiäche  herrührt,  3)  eine  wirbelfreie  Bewegung, 
welche  von  der  Gestaltsänderung  der  Grenze  herstammt,  kombinierten. 
Sie  erhielten  dieselben  Gleichungen  wie  Riemann»  Diese  Gleichungen 
haben  drei  Integrale,  welche  die  Eonstanz  der  Energie,  der  Be- 
wegungsgrSsse  und  der  Wirbelfadenstarke  aussagen  ^^).  Ist  die  Ober- 
fläche ein  Sphäroid^*^  oder  ein  elliptischer  Cylinder^**),  so  sind  hier- 
mit alle  ersten  Integrale  des  Problems  gewonnen,  .und  die  Bewegung 
des  Systems  ist  durch  Quadraturen  zu  bestimmen.  Die  Gleichungen 
der  Oberflächen,  die  bei  der  Bewegung  stets  von  denselben  Teilchen 
gebildet  werden,  wurden  f&i*  das  allgemeine  Problem  von  üf.  J.  M. 
Hin  ^^)  bestimmt.  Er  drückte  auch  die  Geschwindigkeitskomponenten 
durch  die  Formeln  (4)  in  Nr.  3  a  aus.  Bei  den  stationären  Bewegungen 
eines  flüssigen  EUipsoids  bleiben  die  Längen  der  Hauptaxen,  ihre 
Winkelgeschwindigkeit  und  die  Verteilung  der  Drehgeschwindigkeit 
im  Innern  der  Flüssigkeit  konstant,  ütemann^^)  zeigte,  dass  bei 
stationärer  Bewegung  die  Axe  der  resultierenden  Winkelgeschwindig- 
keit, mit  welcher  die  Hauptaxen  rotieren,  und  diejenige  der  resultieren- 
den Drehgeschwindigkeit  zusammenfallen  müssen.  Es  giebt  VSHe  der 
stationären  Bewegung,  bei  denen  diese  Axen  mit  einer  Hauptaxe 
zusammenfallen,  und  andere,  bei  denen  dies  nicht  eintritt,  wo  sie 
aber  in  einer  Hauptebene  liegen  ^^).    Die  Bewegungen  erster  Art  um- 


li5)  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  3  (1879),  p.  S83;  4  (1880),  p.  4.  GreeMU 
betrachtete  nur  stationäre  Bewegungen. 

146)  LondL  Math.  Soc.  Vroa.  17  (1886)  und  Hjdrodynamics  2,  eh.  15. 

147)  Die  Lösung  för  diesen  Fall  gab  DiricKUt  (Fussn.  142).  Siehe  auch 
Bas9€t^  Hydrodynamics  2,  p.  102.  BetrefiEs  des  speziellen  Falls,  in  welchem  die 
Bewegung  wirbelfrei  ist,  siehe  W.  M.  Hieks^  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc  5  (1883). 

148)  B.  Lip$ehüz,  J.  f.  Math.  78  (1874),  p.  245.  Siehe  auch  A.  E.  H.  Looe, 
Quart  J.  of  math.  23  (1888),  p.  153. 

149)  LondL  Math.  Soc.  Proc.  23  (1892). 

150)  Alle  diese  Formen  gab  Eiamamm  (Fnsan.  144).  Ferner  diskutierte  sie 
Oreenhm  (Fussn.  145)  und  Cambr.  PhiL  Soc.  Proc.  4  (1882),  p.  208.  Die  Formen 
der  stationären  Bewegung  und  einige  Formen  periodischer  Bewegung  behandelte 
E.  Pisidom,  Pisa,  Ann.  1  (1871). 
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fassen  die  verschiedenen  Fälle  eines  nach  Art  eines  starren  Körpers 
rotierenden  Flüssigkeitsellipsoids^  wie  sie  von  Madaurin  und  Jacobi 
entdeckt  wurden.  Sie  umfassen  auch  einen  Fall,  bei  dem  die  sich 
bewegende  Flüssigkeit  eine  Oberfläche  von  der  Form  des  Jaccbfschen 
Ellipsoids  besitzt;  jedoch  die  Oberfläche  in  Ruhe  bleibt  ^^^);  diese 
Bewegungsform  nennt  man  das  y,Z)ed^im{ 'sehe  EUipsoid^.  Biemann^*^) 
diskutierte  auch  die  Stabilität  der  verschiedenen  Arten  der  stationären 
Bewegung  mit  dem  Ergebnis,  dass  Jacobi^  und  Dedekind^B  Formen 
stabil  sind,  Madau/rin's  Form  aber  nur  stabil  ist,  wenn  das  Ver- 
hältnis der  kleinsten  zur  grössten  Axe  des  Sphäroids  den  Wert 
0^03327  . .  .  überschreitet.  Diese  Resultate  (betr.  Stabilitöt)  wurden 
indess  nur  unter  der  Annahme  erhalten,  dass  die  freie  Oberfläche 
jedenfalls  ein  Ellipsoid  bleibt. 

4  b.  Nähere  Angaben  über  Maolaurin's  Sphäroid  und  Jaoobi's 
SUipBoid.  In  der  Bezeichnung  von  IV  15,  Nr.  9  können  die  von  *den 
Axen  des  Jo^&i'schen  Ellipsoids  erfüllten  Gleichungen  so  angesehen 

werden,    dass   a/b  und  a/c   durch  einen  Parameter  ■     ^      gegeben 

sind.  Die  solcherweise  entstehenden  Ellipsoide  bilden  eine  lineare 
Reihe ^^^).  Die  Maclat4rinrschen  Sphäroide  bilden  eine  ebensolche 
Reihe,  in  der  a/b  konstant  =  1  ist,  welchen  Wert  der  Parameter 
auch  haben  mag.  Diese  beiden  Reihen  haben  ein  Sphäroid  gemein, 
far  welches  die  Grösse  f{=  Ya^/c^ —  l)  der  folgenden  Gleichung  ^^') 
genügt: 

(1)  (3  +  14/^  +  3/-*)  arctang/-=  /•(3  +  13py 

Die  Wurzel  ist  f  =  1,39457  ....  Bei  der  Reihe  der  JacöbCachen 
Ellipsoide  nehmen  wir  allgemein  an,  dass  a^b>  c  ist;  dann  ist  der 
Wert  von  a/c,  welcher  der  Gleichung  (1)  entspricht,  der  kleinste,  der 
für  solch  ein  Ellipsoid  möglich  ist;  wächst  nun  a/b  über  1  hinaus, 
so  nehmen  auch  die  beiden  Grössen  /*  und  a/c  immer  zu.  Thomson 
und  Tait^^)  gaben  an,  dass  das  Maclamin^9che  Sphäroid  stabil  oder 


151)  Von  jß.  Dedekind  (Fuasn.  142)  entdeckt.  Siehe  auch  Ä.  E.  H.  Love 
(FnBgn.  148). 

162)  H.  Poincariy  Acta  math.  7  (1885),  betrachtet  die  JacobC sehen  Ellip- 
soide als  Beispiele  von  Gleichgewichtskonfi^rationen  eines  mechanischen  System» 
mit  einer  endlichen  Anzahl  n  von  Freiheitsgraden,  wobei  diQ  Koordinaten  von 
einem  Parameter  abhängen.  Jede  Gleichgewichtskonfiguration  ist  dann  durch 
einen  Punkt  einer  Kurve  in  einem  n-dimensionalen  Räume  dargestellt;  solch 
eine  Kurve  nennt  Poincard  eine  lineare  Reihe  (s^rie  lin^aire). 

158)  Thomson  and  Tait,  Nat.  Phil.  2,  p.  882. 
.  154)  Nat.  Phil.  2,  p.  883. 
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labil  ist,  je  nachdem  f  kleiner  oder  grösser  als  die  Wurzel  der 
Gleichung  (1)  ist.  Biematm's  Resultat  war,  dass  Labilität  bei 
/•>  3,14156...  eintritt 

Die  Frage  der  Stabilität  des  Jacctn'Bchen  Ellipsoids  diskutierte 
Poincare^^  auf  zwei  Weisen,  einmal  als  Problem  der  statischen 
Stabilität^  das  zweite  Hai  als  Problem  der  Wellenbewegung.  Bei  der 
ersten  Methode  f&hrte  er  den  Begriff  des  „Yerzweigungsgleichgewichts^ 
ein.  Wenn  die  Konfigurationen  des  Gleichgewichts  eines  mechanischen 
Systems  von  einem  variablen  Parameter  abhängen,  so  können  mehrere 
lineare  Reihen  solcher  Konfigurationen  vorhanden  sein  —  da  wo  zwei 
solche  Reihen  einander  treffen,  ist  eine  Yerzweigungsstelle.  An  einer 
solchen  Stelle  findet  im  allgemeinen  ein  Austausch  der  Stabiliiäten 
statt  In  dem  besonderen  Falle  des  Jacobfsclien  Ellipsoids  und  des 
Madamin^Bclien  Sphäroids  verifiziert  dies  Thmnson  und  Taits  Angabe 
und  zeigt,  dass  das  JacoMBche  Ellipsoid  in  der  That  stabil  ist,  wenn 
a/c  nur  wenig  den  Wert,  welcher  der  Gleichung  (1)  entspricht,  über- 
schreitet. Bei  der  Aufsuchung  derjenigen  Fälle  in  der  Reihe  der 
e/oco&t'schen  Ellipsoide,  welche  Yerzweigungsformen  vorstellen,  be- 
nutzte Paincare  Zom^'sche  Fimktionen  und  bewies,  dass  Störungen 
der  EUipsoidoberfläche,  die  den  Lame^schen  Funktionen  der  verschie- 
denen Ordnungen  entsprechen,  eine  diskrete  Menge  von  Yerzweigungs- 
formen festlegen,  wobei  die  Werte  von  a/c  mit  der  Ordnung  der 
Zam^schen  Funktionen  wachsen.  Die  den  beiden  Reihen  der  Jacobi- 
sehen  Ellipsoide  und  üfodlauWn'schen  Sphäroide  gemeinsame  Form 
entspricht  einer  Zame'schen  Funktion  von  der  zweiten  Ordnung; 
JacohpB  Ellipsoid  hört  auf  stabil  zu  sein,  wenn  a/c  den  Wert  über- 
schreitet, welcher  einer  Störung  dritter  Ordnung  entspricht.  Man 
schliesst,  dass  darüber  hinaus  eine  lineare  Reihe  von  stabilen  Gleich- 
gewichtsfiguren besteht,  deren  erste  Glieder  sich  sehr  wenig  von 
Ellipsoiden  unterscheiden,  die  aber  weiterhin  die  Form  einer  Birne 
oder  einer  Hantel  annehmen. 

Paincare  ^^  betonte  auch  den  Unterschied  zwischen  „säkularer" 
und  „gewöhnlicher^'  StabiliiÄt  **^).  Für  eine  Flüssigkeitsbewegung  ist 
die  Stabilität  säkular,  sofern  die  Bewegung  bei  Mitberücksichtigung 
der  Zähigkeit  stabil  ist.  Man  hat  gewöhnliche  Stabilität,  wenn  die 
Bewegung  unter  Annahme  einer  idealen  Flüssigkeit  stabil  ist  .  Somit 
erscheint  Biemann'B  Bedingung  der  Stabilität  fOr  das  Madaurih'QGlie 
Sphäroid  (f  <  3,14156 . . .)  als  eine  Bedingung  gewöhnlicher  Stabilität. 

Poincare^^^)  untersuchte  andrerseits  die  Wellen  auf  dem  JacöbfBchen 


156)  Vgl  Thomson  and  Tait^  Nat.  Phil  1,  p.  891. 
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Ellipsoidy  die  entstehen  ^  wenn  die  stationäre  Bewegung  leicht  ge- 
stört wird.  Er  bewieS;  dass  fttr  eine  wie  ein  starrer  Körper  rotie- 
rende Flüssigkeit  die  gestörte  Bewegung  vollständig  mit  Hülfe  einer 
Funktion  bestimmt  werden  kann^  welche  innerhalb  einer  aus  der  freien 
Oberfläche  durch  eine  homogene  Deformation  abgeleiteten  Fläche 
harmonisch  ist  und  an  jener  Oberfläche  eine  bestimmte  Bedingung 
erfüllt.  Diese  Methode  ist  seitdem  auf  zahlreiche  Probleme  an- 
gewandt worden  ^^•).  Insbesondere  benutzte  sie  O.  H,  Bryan^^'')  zur 
direkten  Untersuchung  der  Stabilität  des  Madcmrin^ sehen  Sphä- 
roids.  Er  bewies^  dasS;  wenn  lUemann^a  Bedingung  erfüllt  ist^  das 
Sphäroid  in  der  That  gewöhnliche  Stabilität  besitzt^  auch  wenn 
andere  als  ellipsoidische  Nachbarformen  in  Betracht  gezogen  werden, 
und  bestimmte  alle  Arten  und  Perioden  der  Oscillationen  des  Systems. 
Derselbe  Autor  hat  die  Unterscheidung  zwischen  säkularer  und  ge- 
wöhnlicher Stabilität  durch  eine  Diskussion  der  Wellen  auf  einem 
rotierenden  Cylinder  von  zäher  Flüssigkeit  illustriert^^).  Die  Be- 
stimmung der  längsten  Oscillationsperiode  des  Madaurin! sehen  Sphä- 
roids  führt  unter  anderm  dazu,  O.  H.  Darmn's  Theorie  von  der  Ent- 
stehung des  Mondes  zu  bestätigen  ^^^). 

Die  oben  erwähnte  Poincora'sche,  hantelformige  Gleichgewichts- 
figur ist  von  G,  H.  Darwin  ^^)  ausführlich  behandelt  worden.  Anderer- 
seits ist  die  Aufsuchung  ringförmiger  Gleichgewichtsfiguren  gravitie- 
render Massen  von  rotierender  Flüssigkeit  der  Gegenstand  zahlreicher 
anderer  Untersuchungen  gewesen  ^^^). 


166)  A.  E.  H.  Lave,  Qnart.  J.  of  math.  28  (18S8),  p.  168  für  den  Fall,  dass 
die  freie  Oberfläche  ein  elliptischer  Cylinder  ist;  Lond.  Math.  Soe.  Proc.  19 
(1888)  für  den  Fall,  dass  die  Flüssigkeit  in  eine  elastische  Hohlkugel  ein- 
geschlossen ist;  S.  S.  H&ugh,  Lond.  PhU.  Trans.  (A)  186  (1896)  für  den  Fall 
einer  ellipsoidischen,  mit  Flüssigkeit  erfüllten  Schale;  Lond.  Phil.  Trans.  (A)  189 
(1897)  für  einen  Ocean  von  geringer  Tiefe,  der  einen  festen  Eugelkem  um- 
schliesst. 

167)  Lond.  Phil.  Trans.  (A)  180  (1889)  und  Lond.  Roy.  See.  Proc.  47  (1890). 

168)  Q,  H.  Bryan,  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  6  (1888),  p.  248. 

169)  Ä.  E.  H,  Low,  Phü.  Mag.  (6)  27  (1889). 

160)  Lond.  Phü.  Trans.  (A)  178  (1887). 

161)  Thomsm  and  Tau,  Nat.  Phil.  2,  p.  383;  L.  Matthiesam,  Zeitschr.  f. 
Math.  10  (1866)  und  Ann.  di  mat.  (2)  3  (1870);  Poincar^  (Fussn.  162)  und  Paris 
G.  B.  102  (1886),  p.  970;  Ä.  B.  Basset,  Amor.  J.  of  math.  11  (1888).  Matlhiesam 
hat  anch  die  Wirkung  einer  gleichförmigen  Komprimierbarkeit  der  Flüssigkeit 
bei  elHpsoidischen  und  cylindrischen  Qleichgewichtsfigaren  betrachtet,  Zeitschr. 
f.  Math.  16  (1871)  und  28  (1888). 

Bnojklop.  d.  nsftUL  Wiiaentoh.    lY  2.  9 
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6.  Wellenbewegung  inkompressibler  Flüssigkeiten. 

6  a.  Natur  der  Bewegung  ^*').  Eine  Masse  inkompressibler  Flüssig- 
keit, die  unter  Einwirkung  der  Schwere  sich  in  Ruhe  befindet,  reprä- 
sentiert uns  ein  im  stabilen  Gleichgewicht  befindliches  mechanisches 
System.  Stört  man  das  Gleichgewicht  ein  wenig,  so  wird  die  Flüssig- 
keit kleine  Schwingungen  ausfähren.  Tritt  hierbei  keine  Dissipation 
der  Energie  ein,  so  wird  sich  die  Bewegung  als  eine  Überlage- 
rung von  kleinen  Schwingungen  yon  harmonischem  Typus  auffassen 
lassen.  Die  Perioden  dieser  Hauptschwingungen  werden  durch  die 
Grenzbedingungen  bestimmt.  Wenn  man  die  freie  Oberfläche  als 
unendlich  ausgedehnt  Ansieht,  so  sind  kleine  Schwingungen  irgend- 
welcher Periode  möglich.  Auch  in  diesem  Falle  kann  man  die 
kleine  Bewegung  stets  als  aas  Teilbewegungen  von  harmonischem 
Typus  zusammengesetzt  auffassen;  jedoch  ist  es  bequemer,  die  Aus- 
breitung von  lokalen  Erhebungen  und  Vertiefungen  über  die  Ober- 
fläche von  der  gestörten  Stelle  hin  direkt  ins  Auge  zu  fassen.  Diese 
Änderung  des  Gesichtspunktes  entsteht  daraus,  dass  eine  einzelne  Be- 
wegung von  harmonischem  Typus  nur  dann  hervorkommt,  wenn 
die  Störung  in  geeigneter  Weise  über  die  ganze  Oberfläche  hin  ver- 
teilt ist.  Bei  einer  begrenzten  Oberfläche  ist  natürlich  die  anfäng- 
liche Bewegung,  die  unmittelbar  auf  die  Störung  folgt,  beinahe  von 
den  Ghrenzbedingungen  unabhängig;  sie  ist  also  der  Bewegung,  die 
bei  unbegrenzter  Oberfläche  erzeugt  würde,  ähnlich.  Alles  in  allem 
ist,  wenn  die  Flüssigkeit  eine  grosse  Fläche  bedeckt,  z.  B.  im  Falle 
eines  Ozeans  oder  langen  Kanals,  das  Hauptinteresse  auf  die  Fort- 
pflanzung der  Wellen  von  Ort  zu  Ort  gerichtet.  Ist  dagegen  die 
Flüssigkeit  in  einem  Bassin  von  massigen  Dimensionen  eingeschlossen, 
so  haben  die  harmonischen  Schwingungen  und  deren  Perioden  mehr 
Interesse.  Die  beiden  Bewegungsarten  kann  man  als  progressive 
Wellen  und  stehende  Oscillationen  bezeichnen.    Weiterhin  wollen  wir 


162)  Die  Theorie  der  Wellenbewegung  in  FlüBsigkeiten  ruht  weit  mehr  auf 
Beobachtung  und  Experiment,  als  die  meisten  andern  Zweige  der  theoretischen 
Hydrodynamik.  Betreffs  der  früheren  Untersuchungen  (sowohl  der  theoretischen 
als  der  experimentellen)  können  wir  auf  E.  H.  und  W.  Weber^  WeUenlehre  auf 
Experimente  gegründet,  Leipzig  1826,  verweisen.  Die  experimentellen  Unter- 
suchungen von  J.  Scott  Bussen^  Brit.  Assn.  Rep.  1844  gaben  zu  zahlreichen  theo- 
retischen Abhandlungen  Anlass.  Eine  ausgedehnte  Bibliographie  gab  0,  Eiess^ 
Rep.  Phys.  26  (1890).  Die  Theorie  der  Wellen  von  permanentem  Typus  wurde 
von  HelmhoUz,  Berl.  Ber.  1890  und  Ann.  Phys.  Chem.  41  (1890)  =  Wiss.  Abh.  3, 
p.  333  mit  allgemeinen  dynamischen  Theorieen  in  Znsammenhang  gebracht; 
siehe  auch  Lamb,  Hydrodynamics  p.  421. 
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bei  einer  Wellenbewegung  die  Erhebungen  und  Vertiefungen  der 
freien  Oberfläche  in  erster  Annäherung  als  klein  ansehen.  Im  G^^n- 
satze  dazu  würde  das  Problem,  die  wirkliche  Form  endlicher  Wellen 
zu  finden  und  die  Bewegung  vollkommen  zu  bestimmen^  entweder 
einen  Prozess  fortgesetzter  Approximation  verlangen  mit  einer  Unter- 
suchung über  die  Konvergenz  dieses  Prozesses ,  oder  eine  genaue 
Losung^  die  alle  Gleichungen  und  Bedingungen  ohne  Approximation 
erfüllt.  Achtet  man  speziell  auf  die  Form  der  freien  Oberfläche^  so 
kann  man  natürlich  Wellenbewegungen  von  endlicher  Amplitude  mit 
den  Bewegungsformen,  welche  freie  Oberflächen  haben  und  die  in 
Nr.  If  betrachtet  wurden,  in  Beziehung  bringen. 

5  b.  Lange  Wellen.  In  früheren  Zeiten  schenkte  man  einer 
speziellen  Approximationsmethode,  die  sich  auf  die  ,4angen  Wellen'^ 
anwenden  lässt,  ein  besonderes  Interesse.  Eine  WeUe  heisst  ,;lang^^, 
wenn  die  Entfernung  von  einer  Erhöhung  bis  zur  nächsten  im  Ver- 
hältnis zur  Tiefe  der  Flüssigkeit  gross  ist.  In  diesem  Falle  ist  die 
Trägheit  der  vertikalen  Bewegung  klein  im  Verhältnis  zu  derjenigen 
der  horizontalen  Bewegung,  und  man  kann  annehmen,  dass  der  Druck  in 
einem  Punkte  gleich  dem  hydrostatischen  Druck  ist,  der  von  der 
Tiefe  dieses  Punktes  unter  der  gestörten  freien  Oberfläche  herrührt. 
Mit  andern  Worten,  die  kinetische  Energie  kann  aus  den  horizon- 
talen Geschwindigkeiten,  die  potentielle  Energie  aus  den  vertikalen 
Verschiebungen  berechnet  werden.  Erfolgt  eine  derartige  Bewegung 
in  einem  Kanal  mit  vertikalen  Wänden,  so  bewegen  sich  die  Teilchen, 
die  einem  vertikalen  Querschnitt  angehören,  so,  dass  sie  stets  einen 
solchen  Querschnitt  bilden.  Die  horizontale  Verschiebung  |  erfiQlt 
die  Gleichung  *•*) 

wo  X  in  der  Längsrichtung  des  Kanals  gemessen  ist  und  h  die  un- 
gestörte Tiefe  bedeutet.  Dies  giebt  in  erster  Annähenmg  für  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  Ygh^^)  Für  einen  Kanal  von  gleich- 
formigem  Querschnitt,  dessen  Flächeninhalt  A  und  dessen  Breite  an 
der   Oberfläche   b   ist,   wird   diese  Formel   durch  YgA/b^^)   ersetzt. 

Eine  Diskussion  der  Gleichung  (1)  zeigt,  dass  die  Wellen  sich  nicht 


168)  G.  B.  Ätry,  Artikel  „Tidea  and  Wayes*^  im  Ency.  Metrop.,  Lond.  1846. 

164)  Lagrcmge,  Berlin,  M^m.  (2)  12  (1781)  und  M^c.  an.  2,  p.  296. 

166)  P.  Keüand,  Edinb.  Roy.  Soc.  Trans.  14  (1839).  Siehe  auch  G.  Green, 
Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  6  (1887),  p.  467  und  7  (1889),  p.  87  >=  Papers,  London  1871, 
p.  228,  271. 

9* 
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ins  ünendliclie  ausdehnen  können,  ohne  ihre  Form  zu  ändern  ^^'). 
Man  wendet  diese  Annahenmgsmeihode  hauptsächlich  bei  der  Theorie 
von  Ebbe  und  Flut  an^**). 

6  c.  OsoUlstorisohe  Wellen  ^^'^).  Sehen  wir  die  Wellenbewegung 
als  eine  Oscillation  um  eine  Gleichgewichtslage  an,  so  nehmen  wir  an, 
dass  die  Lagenänderung,  soweit  sie  von  der  Zeit  abhängt,  sich  durch 
Sinus  und  Cosinus  von  6  t  ausdrücken  lässt.  Wir  suchen  femer  das 
Geschwindigkeitspotential  q>  aus  folgenden  Bedingungen  zu  bestimmen: 
1)  es  soll  in  dem  von  der  Flüssigkeit  erfüllten  Raum  harmonisch 
sein;  2)  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  soll  an  den 
festen  Grenzen  verschwinden;  3)  die  freie  Oberfläche  soll  eine  Glei- 
chung der  Form  z  =  bf(x,  y)  coQ(6t  +  «)  erhalten;   4)  der  Druck  p, 

der  sich   aus   der   Gleichung  jp  =  p  ( —  gif  —  %  2*  —  ■^)   bestimmt, 

soll  in  allen  Punkten  dieser  begrenzenden  Oberfläche  denselben  Wert 
haben. 

Nehmen  wir  die  Eonstante  b  klein  und  (p  von  der  Form 
AO(x,  y,  e)  sin(^^  +  *);  wo  Ä  von  derselben  Ordnung  wie  b  klein  ist, 
so  kann  die  Bedingung  (4)  mit  Annäherung  durch  folgende: 

in  allen  Punkten  der  Oberfläche  ersetzt  werden  ^^).  Nehmen  wir 
femer  an,  dass  f{x,  y)  die  Form  sin  (kx  -f-  ^)  ^^f  ^o  unabhängig 
von  y  ist,  und  dass  die  Flüssigkeit  auf  einer  festen  horizontalen 
Ebene  ier  =  —  h  ruht,  so  finden  wir,  dass  einer  freien  Oberfläche 
Ä  =  6  sin  (ÄJrc  +  a)  cos  (jft-^-s)  ein  Geschwindigkeitspotential 

entspricht,  vorausgesetzt  dass 

<y*  =  gjz  tangh  ÄA. 

Die  hiermit  bestimmten  Bewegungen  können  superponiert  werden, 
sodass  unsere  Losung  sowohl  stehende  Oscillationen,  ab  auch  pro- 
gressive Wellen  einschliesst.    Im  letzteren  Falle  sind  die  Bahnen  der 


166)  Siehe  Bd.  VI.   Wegen  anderer  Typen  langer  Wellen  siehe  Nr.  6  h  unten. 

167)  Btoke»,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  8  (1847),  p.  441  «Papers  1,  p.  197, 
auch  Cambr.  and  Dubl.  math.  J.  4  (1849),  p.  219  -»  Papers  %  p.  221,  wo  sich  ausser 
der  Theorie  ein  Vergleich  zwischen  Theorie  und  EIxperiment  findet. 

168)  A.  G.  Greenhiü,  Amer.  J.  of  math.  9  (1886);  H.  P&incare,  J.  de  math. 
(6)  2  (1896). 
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Teilchen  Ellipsen^®')  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  wird  durch 

die  Gleichung  ^^) 

U^^gk-^teaighJch 

gegeben.  Gehen  wir  dadurch  zur  Grenze  über^  dass  wir  kh  unend- 
lich gross  werden  lassen,  so  erhalten  wir  in  Vig/Jc)  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der  Tiefseewellen.  Gehen  wir  andererseits  so 
zur  Grenze  über,  dass  wir  kh  unendlich  klein  annehmen,  so  erhalten 
wir  die  erste  Annäherung  für  die  Bewegung  langer  Wellen,  mit  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  Vgh.  In  diesem  Falle  gehen  die  ellip- 
tischen Bahnen  der  Teilchen  annähernd  in  horizontale  gerade  Linien 
über. 

Insbesondere  können  wir  durch  solche  Superposition  die  Bewegung 
erhalten,  welche  einer  beliebig  kleinen  Anfangsstörung  der  freien 
Oberfläche  entspricht.  Solche  Bewegungen  betrachteten  Poisson^^^) 
und  C(mchy^^^)y  in  neuerer  Zeit  besonders  Sir  W,  Thomson  ^''^)  und 
W,  Bumside^'^y 

5d.  Energie  der  Wellenbewegung.  Gtrappengesohwindigkeit^^'). 
Im  Falle  progressiver  Wellen  der  soeben  betrachteten  Art,  die  durch 
die  Gleichung 

gegeben  sind,  ist  die  gesamte  Energie  der  Flüssigkeitsmasse,  welche 

zwischen  zwei  vertikalen  Ebenen  y  =  y©  ^^^  y  =  ^o  "4"  ^  ^^^  ^^^^ 
anderen  vertikalen  Ebenen  x  =  XQy  x  =  XQ'\-27tkr-^  eingeschlossen  ist, 
«kr^gQb^  Dies  ist  die  „Energie  in  einer  Wellenlänge".  Die  eine 
Hälfte  dieser  Energie  ist  potentielle,  die  andere  kinetische  Energie. 

Der   Energiebetrag,   welcher   während   der   Zeitperiode     —   über  die 

Breiteneinheit  einer  Ebene  x  =  const.  hinübergeschafft  wird,  ist 

y^nkr-^gQb^(l  -f-  kh  •  cosechX;A  •  sechÄÄ). 

Wenn  eine  Anzahl  Wellenbewegungen  von  verschiedenen  Wellen- 
längen  superponiert  wird   und    die   Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ü 


169)  Paris,  Mäm.  de  TAcad.  1  (1816). 

170)  Lond.  Roy.  See.  Proc.  42  (1887).  Die  Bewegung  nahe  dem  Anfange 
und  Ende  eines  Wellenzuges  wurde  von  demselben  Autor  in  Phil.  Mag.  (5)  28 
(1887),  p.  113  betrachtet. 

171)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  20  (1889),  p.  22. 

172)  Lord  Baykigh,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  9  (1877),  p.  21,  wiederabge- 
druckt in  Theory  of  Sound,  1.  ed.,  London  1877,  2,  p.  297,  2.  ed.,  London 
1894,  1  p.  478  —  Papers  1,  p.  822. 
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von   der  Wellenlänge   -=--   abhängt^  so  pflanzen  sich  die  Wellen  von 

nahezu  der  gleichen  Länge  mit  nahezu  der  gleichen  Geschwindig- 
keit fort,  sodass  sie  eine  zusammengehörige  „Qm^pe  von  Wellen'^ 
bilden.  Aber  die  Stellen,  an  denen  die  superponierten  Verschiebungen 
das  Maximum  der  Erhebung  ergeben,  bewegen  sich  dann  durch  die 
Gruppe  hin.  Die  Geschwindigkeit,  mit  der  das  Maximum  der  Er- 
hebung entlang  der  Oberfläche  fortschreitet,  heisst  „Gruppengeschwin- 
digkeif  ^    Sie  ist  von  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  U  der  Wellen 

verschieden  und  hat  die  Grösse  ^+^äT"')     ^^  Verhältnis  der 

Energie,  die  in  einer  Periode  über  die  Breiteneinheit  hinübei^eschafft 
wird,  zu  der  Enei^e  in  einer  Wellenlänge  ist  gleich  dem  Verhältnis 
der  Gruppengeschwindigkeit  zu  der  Wellengeschwindigkeit  ^'*). 

5e.  Stehende  Wellen.  Innerhalb  der  in  Nr.  5  c  und  5d  an- 
genommenen Approximation  hat  die  progressive  Welle  permanenten 
Typus;  es  ist  also  die  Bewegung,  welche  man  erhält,  wenn  man  dem 
ganzen  System  eine  Geschwindigkeit  —  ü  entlang  der  x-Axe  hinzufügt, 
eine  stationäre,  zweidimensionale  Strömung  zwischen  einer  festen  Hori- 
zontalebene und  einer  cylindrischen  Oberfläche,  deren  Querschnitt  eine 
Sinuskurve  mit  kleiner  Amplitude  ist.  Man  hat  diesen  Eunstgrifi^, 
die  Wellenbewegung  auf  eine  stationäre  Bewegung*'*)  zurückzufahren, 
auch  auf  Eapillarwellen  und  auf  Wellen  angewandt,  die  sich  entlang 
der  gemeinsamen  Oberfläche  zweier  Flüssigkeiten  fortpflanzen*'*).  Es 
möge  eine  Flüssigkeit  von  der  Dichte  p'  und  der  Tiefe  h'  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  Uq  über  eine  Flüssigkeit  mit  der  Dichte  q 
und  der  Tiefe  h  hinfliessen,  während  das  ganze  System  zwischen  zwei 
horizontalen  Ebenen,  die  den  gegenseitigen  Abstand  h-^-W  haben,  ein- 


173)  Stokea  gab  das  Resultat  und  die  im  Text  entwickelte  Erklärung  in 
einem  Smith's  Prize  Paper,  Cambr.  Univ.  Exam.  Papers  1876.  Die  Sache  wurde 
unabhängig  auch  von  0.  Beynolds,  Nature  16  (1877),  p.  343  behandelt 

174)  0.  Beynolds  (Fussn.  173). 

175)  Stokes,  Papers  1,  p.  814. 

176)  Ä.  G.  Chreenhül  (Fussn.  168).  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von 
Kapillarwellen  wurde  zuerst  von  Sir  W.  Thomson^  Phil.  Mag.  (4)  42  (1871), 
später  unabhängig  von  F.  Kolacek,  Ann.  Phys.  Chem.  5  (1878)  erhalten,  die 
Dichte  der  obem  Flüssigkeit  wurde  bei  Kolacek  vernachlässigt.  Die  Wellen  an 
der  gemeinsamen  Oberfläche  zweier  Flüssigkeiten  behandelte  Stokes  1847  (Fussn. 
167)  unter  Vernachlässigung  der  Oberflächenspannung.  Sir  W.  Thomson,  1.  c. 
machte  die  Anwendung  auf  Wind,  der  über  tiefes  Wasser  hinbläst.  Experimen- 
telle Verifikationen  gaben  Sir  W.  Thomson,  1.  c.  und  auch  L.  MatÜUessen,  Ann. 
Phys.  Chem.  38  (1889)  und  0.  Eiess  (Fussn.  162). 


5.  Wellenbewegung  inkompressibler  Flüssigkeiten.  135 

geschlossen  ist.  Es  ist  alsdann  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  TJ 
der  Wellen  von  der  Länge  2%lc-~^  an  der  gemeinsamen  Oberfläche 
durch  die  Gleichung 

gk-^{Q  —  q)  +  Tk  =  qW  cotghAÄ  +  Q^iü—u^y  cotgh  kh' 

gegeben,  wo  T  die  Oberflächenspannung  ist  und  die  Fortpflanzungs- 
richtung mit  derjenigen  von  Uq  zusammenfallt.  Das  Resultat  kann 
auf  Wellen  einer  Wasseroberfläche  angewandt  werden,  über  die  ein 
Wind  hinbläst ^^^).  A,  O.  ChreenhiU^^)  hat  es  auf  eine  beliebige  Anzahl 
übereinandergelagerter  Flüssigkeiten  ausgedehnt;  es  kann  auch  für 
heterogene  Flüssigkeiten  verallgemeinert  werden  i'^. 

Das  Problem  der  stehenden  Wellen,  die  man  an  der  freien  Ober- 
fläche von  fliessendem  Wasser  beobachtet,  gehört  der  hier  betrach- 
teten Klasse  an.  Die  Unebenheiten  an  der  freien  Oberfläche  rühren 
von  Unregelmässigkeiten  des  festen  Bodens  her,  über  welche  die 
Flüssigkeit  hinströmt.  Sir  W.  Hiomson^''^)  hat  die  Prinzipien  der 
Energie  und  Bewegungsgrösse  auf  das  Problem  angewandt  und  waf 
so  in  der  Lc^e,  eine  hinreichend  allgemeine  Lösung  zu  erhalten, 
welche  die  Wirkung  irgendwelcher  Unregelmässigkeiten  des  Bodens 
giebt  (vorausgesetzt  immer,  dass  das  Niveau  des  Bodens  nahezu 
konstant  ist). 

Stehende  Wellen  können  auch  von  unregelmässigem  Druck  an 
der  freien  Oberfläche  herrühren,  wie  er  durch  die  Anwesenheit  irgend- 
welcher in  die  Oberfläche  eintauchender  Hindemisse  bedingt  ist.  Das 
sich  so  darbietende  Problem  ist  bis  zu  einem  gewissen  Grade  un- 
bestimmt, da  auf  die  Wellen,  welche  von  dem  Hindernis  herrühren, 
ein  beliebiges  System  freier  Wellen  aufgelagert  werden  kann.  Lord 
Bayleigh^'^^)  eliminierte  diese  freien  Wellen,  indem  er  kleine  dissi- 
pative  Kräfte  einführte,  die  der  Geschwindigkeit  proportional  sind. 
Hierbei  bleibt  die  Bewegung  nach  wie  vor  wirbelfrei.  Die  in  Rede 
stehende  Methode  wurde  insbesondere  angewandt,  um  den  Wellen- 
zug zu  bestimmen,  der  ein  Schiff  begleitet,  das  in  rascher  Be- 
wegung  durch    das  Wasser   hinfährt  ^*^).     Das  Problem   der  Schiffs- 

177)  Lord  Bayleighy  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  14  (1883)  =  Papers  2,  p.  200; 
W,  Bumaide,  ibid.  20  (1879),  p.  392.  Ä.  E.  H.  Lave,  ibid.  22  (1891),  wendet  auf 
das  Problem  der  Wellenbewegung  heterogener  Flüssigkeiten  eine  direkte  Methode  an. 

178)  Phil.  Mag.  (6)  22  (1886)  und  (5)  23  (1887),  p.  52.  Den  Fall  einer  durch 
eine  Sinuskurve  gegebenen  Unebenheit  des  Bodens  behandelte  Lamb,  Hydro- 
dynamics  p.  407. 

179)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  16  (1884) »  Papers  2,  p.  268;  vgl  Lamb^  Hydro- 
dynamics  p.  398,  450. 

180)  Lamb,  Hydrodynamics  p.  408,  wo  sich  auch  Verweise  auf  die  Arbeiten 
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wellen  hat  J,  H.  MicheU  **^)  auf  anderem  Wege,  nämlicli  im  An- 
schlüsse an  die  Untersuchungen  von  Poissan^^^)  und  Ckmcky^^),  be- 
handelt. Insbesondere  leitete  er  eine  Formel  fär  den  Wellenwider- 
stand ab,  die  bei  wirklichen  Schiffsformen  anwendbar  ist. 

5  f.  Stehende  Osoillationen  in  BaasinB.  Eine  in  einem  geraden 
Kanal  von  gleichförmigem  Querschnitt  stattfindende  Wellenbewegung, 
die  durch  die  Gleichung 

q>  =  A  f{y,  z)  sin(Äa;  +  6t) 

gegeben  ist,  führt  dazu  die  harmonische  Bewegung  einer  Flüssigkeit 
in  einem  Troge  zu  bestimmen,  der  von  zwei  Normalschnitten  x  =  0 

und  X  =^l  begrenzt  ist,  indem  man  nämlich  annimmt,  dass  —  eine 

ganze  Zahl  ist,  und  zwei  gegeneinander  laufende  Wellensysteme  super- 
poniert.  Die  in  Betracht  kommende  Bewegung  hat  das  Geschwindig- 
keitspotential: 

^>  =  Äf{yy  z)  cos  kx  cos  (tf  <  +  «). 

Für  einen  Kanal  haben  zunächst  P.  Kdland  ^^)  und  A,  G.  Greenhiü  ^^) 
den  Fall  untersucht,  dass  die  Seiten  desselben  gegen  die  Vertikale 
unter  einem  Winkel  von  45®  geneigt  sind.  H.  M.  McLcdonaid  *®^  gab 
Losungen  für  den  Fall,  dass  der  Neigungswinkel  60®  beträgt  Er 
behauptet,  dass  es  keine  andern  Beispiele  von  Dreiecksquerschnitten 
giebt,  auf  welche  die  in  Rede  stehende  Methode  anwendbar  ist^'). 
Stokes^^  erhielt  Lösungen  ähnlicher  Art  für  Systeme  von  Wellen, 
deren  Fortschreitungsrichtung  parallel  zu  dem  unter  einem  Winkel  a 
gegen  die  Horizontalebene  geneigten  Ufer  sind.  Die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ist  y{gk~^  sin«),  wo  2nß  die  Wellenlänge  bedeutet 
Für  eine  inkompressible  Flüssigkeit  in  einem  Troge  existieren 
stehende  zweidimensionale  Oscillationen,  bei  denen  sich  die  Flüssig- 
keit  in    Parallelebenen    zu    den    vertikalen    Enden    des    Troges    be- 


von  Sir  W.  Thatnson  und  B.  E.  und  W.  Froude  finden,  welche  die  Dinge  nach 
der  deskriptiven  und  beobachtenden  Seite  hin  behandebi. 

181)  Phil.  Mag.  (5)  45  (1898). 

182)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  25  (1894).  MacdoncUcTa  Ansicht  wird  von  Lamb^ 
Hydrodynamics  p.  429 — 436  bestritten.  Siehe  auch  die  sich  anschliessenden 
Erklärungen  von  MacdoneUd,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  27  (1896),  p.  622.  Stokes^ 
Report,  Papers  1,  p.  167  bemerkt,  dass  Wellen  mit  geradlinigen  Kämmen  nicht 
in  allen  Kanälen  möglich  sein  können.  Er  stützt  sich  hierbei  auf  Experimente 
von  J.  Scott  BusseU,  die  anzudeuten  scheinen,  dass  solche  Wellen  unmöglich 
sind,  sobald  die  Neigung  der  Seiten  einen  gewissen  Grenzwert  überschreitet. 

183)  Report. 
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wegt.  Diese  Oscillationen  diskutierte  G.  Kirchhoff  ^^)  und  neuerdingd 
Ä  M,  Macdonald  *^).  Hat  der  Trog  zwei  ebene  Seiten  mit  dem- 
selben Neigungswinkel;  so  scheint  die  Anwendbarkeit  der  in  Betracht 
kommenden  Methode  auf  Neigungen  (gegen  die  Horizontale)  von  45^ 
und  30^  beschrankt  zu  sein^^*).  Entsprechende  Lösungen  hat  man 
auch  für  Wellen  gegen  ein  geneigtes  Ufer  erhalten,  wobei  die  Neigung 
gegen  die  Horizontale  sc/n  ist  (n  gleich  einer  ganzen  Zahl)^®*). 

Für  Bassins  von  anderer  Form  sind  nur  erst  wenige  Probleme  der 
Wellenbewegung  gelost  worden*®^.  Das  wichtigste  ist  das  Problem 
der  Wellenbewegung  in  kreisförmigen  Bassins*®*).  Ist  a  der  Radius 
des  Bassins  und  h  die  Tiefe,  so  hat  das  Geschwindigkeitspotential 
einer  harmonisch  schwingenden  Flüssigkeit  die  Form 

9  =  -4  cosh  JcQf  +  Ä)  JnQcr)  cos  (nd'  +  «)  cos  (öt  +  «), 

wo  n  eine  ganze  Zahl  und  J^Q^r)  die  BessePache  Funktion  der 
ersten  Art  von  der  Ordnung  n  ist.  k  ist  durch  die  Gleichung 
J^'Qca)  ==  0  gegeben,  6^  ist  gleich  gJc  tangh  ää.  Wird  die  Flüssig- 
keit in  einem  irgendwie  gestalteten  Bassin  einer  beliebig  kleinen  an- 
fanglichen Störung  unterworfen,  so  wird  man  die  eintretende  Be- 
wegung durch  Superposition  harmonischer  Bewegungen  berechnen 
wollen.  Paincare^^  hat  die  Reihe  der  solcherweise  für  die  Ent- 
wickelung  des  Geschwindigkeitspotentials  in  Betracht  kommenden 
Normalfunktionen  näher  betrachtet. 

5  g.  Genauere  Bestimmiing  von  Wellenbewegungen.  Die  in 
Nr.  6  c — f  gegebenen  Resultate  wurden  durch  Vernachlässigung  der 
Quadrate  und  Produkte  der  Grössen  von  der  Ordnung  der  Erhebung 
der  freien  Oberfläche  erhalten.  Eine  genaue  periodische  Lösung  der 
Lagrange'Qchen  Bewegungsgleichungen  fCLr  die  Wellenbewegung  einer 
Flüssigkeit  von  unendlicher  Tiefe,  die  unter  Einwirkung  der  Schwere 


184)  Berl.  Ber.  1879 «»  Ges.  Abb.  p.  428;  Kirchhoff  vergleicht  seine  Theorie 
auch  mit  dem  Experimente. 

186)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  27  (1896),  p.  622. 

186)  H.  M.  Macdoncäd  (Fussn.  185).  Im  Falle  eines  Kanals  mit  kreis- 
förmigen  Querschnitt  gaben  Lamb,  Hydrodynamics  p.  429  und  Lord  Bayleigh, 
Phil.  Mag.  (5)  47  (1899),  p.  666  eine  obere  Grenze  für  die  Schwingungszahl  der 
niedrigsten  Typen  an. 

187)  Ä.  O.  Chreenhül  (Fussn.  168)  gab  einige  Beispiele  für  Hyperboloide 
und  Kegel. 

188)  Dieses  Problem  wurde  von  S,  D.  Paiason^  Gergonne's  Ann.  19  (1828) 
und  M.  Ä.  (ktrogradsky,  Paris,  M^m.  sav.  ^tr.  3  (1882)  behandelt.  Die  vollständige 
Löfong  gab  Lord  Bayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  1  (1876)  »•  Papers  1,  p.  261. 


(1) 
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steht;  entdeckte  JF.  J,  v.  Gerstner  ^®^).  Später  wurde  sie  von  W.  J, 
M.  Bankine  ^^)  neu  aufgefunden.  Bei  dieser  Bewegung  sind  die  Ko- 
ordinaten eines  Teilchens,  das  sich  anfanglich  in  x^^  y^  befand,  zur 
Zeit  i  durch  die  Gleichungen 

x  =  x^  +  J-ie*yo  smh{xQ  +  Ut) 
y  =  yo  —  kr^^yo  cos  ^(^i;^  +  Ut) 

gegeben.  Die  y-Aze  ist  dabei  vertikal  nach  oben  gezogen.  Die  Be 
dingung  ßlr  die  Eonstanz  des  Druckes  an  einer  Fläche  y^  =  const.  wird 
U^  =  gk~~^  f  sodass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dieser  Wellen 
dieselbe  ist,  wie  die  der  osciUatorischen  Wellen  in  Nr.  6  c.  Die  durch 
Gleichung  (1)  gegebene  Bewegung  ist  übrigens  nicht  wirbelfrei*'^)  und 
kann  daher  nicht  allein  durch  Drucke  auf  die  Oberfläche  erzeugt  werden. 
Für  wirbelfreie  Wellen  wollen  wir,  wenn  die  auf  eine  stationäre 
Bewegung  reduzierte  Bewegung  parallel  der  Ebene  (xy)  erfolgt  und 
die  j^-Axe  von  der  ungestörten  Oberfläche  aus  vertikal  nach  oben  ge- 
zogen ist,  wie  in  Nr.  le,  9?  +  i^  und  x  +  iy  mit  w  bezw.  0  be- 
zeichnen. Dann  sind  die  beiden  Bedingungen  zu  erföllen,  dass  äne 
Stromlinie  ^  =  const.  mit  einer  gegebenen  Kurve  in  der  Ebene  zu- 
sammenfaUt  und  längs  einer  andern  Stromlinie 


(2)  gy  +  % 


dio 
Tz 


8 


=  const. 


ist.  Stokes^^^)  bat  versucht,  diese  Bedingungen  durch  eine  Methode 
fortgesetzter  Approximation  zu  erfüllen,  wobei  die  Resultate  in  Nr.  5  c 
eine  erste  Annäherung  geben,  und  er  hat  gezeigt,  wie  man  bis  zur 
fänfken  Ordnung  kleiner  Grossen  vorgehen  kann.  Er  fand,  dass  es 
eine  Grenzform  der  Welle  mit  scharfen  Kämmen  giebt,  deren  Tan- 
gentialebenen unter  120^  zusammenstossen.  Dies  Resultat  hai  J.  H. 
MicheU  ^••)  direkt  untersucht.  M,  P.  Rudzki  ^^)  zeigte,  dass,  wenn 
eine  Funktion  Z  mit  z  und  w  durch  die  Gleichung 

(3)  (A  +  iB  +  Ugfe-'^dw)^i^^  =  e-^'^i^A  —  iB—^igfe^dw) 
verbunden   ist,   wo  A   und  B  beliebige   reelle   Konstante   sind,   die 


189)  Prag,  Böhm.  Abh.  1802;  Ann.  Phys.  (2)  2  (1809). 

190)  Lond.  Phil.  Trans.  163  (1868). 

191)  Stok€S^  Papers  1,  p.  219;  Lord  Bayleigh  (Fussn.  188). 

192)  Fussn.  167  und  Papers  1,  p.  314. 

193)  Phil.  Mag.  (5)  36  (1893). 

194)  Math.  Ann.  50  (1898).  W.  Voigt,  Gott.  Nachr.  1891,  p.  46  und  1892, 
p.  490,  wandte  Kirchhoff 'b  Methode  (Nr.  If  oben)  auf  kräfbefreie  Strömungen 
zwischen  zwei  gewellten  Linien  an,   von  denen  die  eine  eine  freie  Grenze  ist. 
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Bedingung  (2)  durch  die  Bedingung,  dass  Z  fQr  reelles  w  reell  ist, 
ersetzt  werden  kann.  Insbesondere  nahm  er  Z  =  u;  und  wurde  so 
zu  der  Bestimmung  der  stehenden  Wellen  auf  einem  Strom  geführt,  der 
über  einen  unebenen  Boden  von  einer  bestimmten  Gestalt  hinjSiesst. 
Genaue  Losungen,  die  der  Annahme  eines  festen,  ebenen  Bodens 
oder  einer  unendlichen  Tiefe  entsprechen  würden,  hat  man  bis  jetzt 
nicht  gefunden.  Die  der  Gleichung  (2)  entsprechende  Bedingung  für 
zwei  übereinandergelagerte  Flüssigkeiten  formulierte  HdmhoUz  ^®*), 
und  einige  Beispiele  diskutierte  mit  Hülfe  einer  partikulären  kon- 
formen Abbildung  W.  Wien^^). 

5  h.  Die  Sinselwelle.  Bei  seinem  experimentellen  Studium  der 
Wellenbewegung  beobachtete  J,  Scott  RusseU  ^^')  die  Bewegung,  welche 
durch  eine  plötzliche  Erhöhung  des  Niveaus  der  Flüssigkeit  an  einer 
beliebigen  Stelle  eines  Kanals  erzeugt  wird.  Er  fand,  dass  eine  Er- 
hebungswelle von  permanentem  Typus  über  die  Oberfläche  hinfuhr. 
Diese  Welle  wird  die  „Einzelwelle"  (solitary  wave)  genannt.  J,  Boussi- 
nesq  ^^"')  versuchte  eine  angenäherte  Theorie  dieses  Phänomens  auf  die 
Annahme  zu  basieren,  dass  die  Welle  einer  ,4angen  Welle"  insofern 
ähnelt,  als  man  die  gleiche  horizontale  Geschwindigkeit  in  allen 
Punkten  eines  vertikalen  Querschnitts  voraussetzen  darf.  Lord  Boy- 
leigh  ^  hat  die  Bewegung  auf  einen  Fall  stationärer  Bewegung  zurück- 
geführt und  eine  spezielle  Annäherungsmethode  benutzt.  Beide  Autoren 
fanden  für  das  Wellenprofil  eine  Gleichung  der  Form  y  =  b  Bech^y^hx 
und  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ü  =  y{flf(Ä  +  6)},  wo  die 
Eonstanten  b  und  k  durch  die  Gleichung  K^h^  =  Sb  aneinander  ge- 
bunden sind;  h  ist  in  diesen  Gleichungen  die  Tiefe  und  b  die  maxi- 
male Erhebung.  Die  Bahnen  der  Teilchen  sind  parabolische  Bögen  ^*®). 
J.  Mc.  Cowan^^)  zeigte,  dass  die  fortschreitende  Bewegung,  welche 
auf  eine  stationäre  Form  zurückgeführt  der  Gleichuijg 

^  -|-  i^  =  —  u  ^x  -}-  iy  —  a  tangh  %  Jc{x  -\-  iy) } 

entspricht  (in  der  die  Eonstanten  durch  die  Beziehungen 

IPr^gJr-^tAiigkh,  Jfca  =  %sin«Jfc(Ä+%6),   6  =  atang%Ä(Ä -f  6) 

aneinander  geknüpft  sind),  ebenfalls  angenähert  eine  Einzelwelle  mit 


196)  Berl.  Ber.  1889,  p.  761  =  Wiss.  Abb.  3,  p.  309. 

196)  Berl.  Ber.  1894,  p.  509  und  1896,  p.  343;  Ann.  Phys.  Ghem.  66  (1896), 
100. 

197)  J.  de  math.  (2)  17  (1872),  p.  66. 

198)  J.  Baueainesq,  J.  d.  math.  (2)  18  (1873),  p.  47. 

199)  Phil.  Mag.  (6)  82  (1891). 
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der  maximaleii  Erhebung  h  auf  einer  Flüssigkeit  von  der  Tiefe  h 
repräsentiert  Die  Bedingung  konstanten  Drucks  entlang  der  Strom- 
linie 

smit(y  +  Ä) 


y  r=r  Ä  +  ÖP 


COS  i  (y  +  Ä)  -f  coeli  kx 


ist  bis  zur  zweiten  Ordnung  in  &  an  allen  Stellen  und  bis  zur  dritten 
Ordnung  an  dem  Wellenkamme  erfüllt.  Dieses  Resultat  umfasst  die 
Ergebnisse  von  J.  Boussinesq  und  Lord  BayJeigh.  Die  hier  betrach- 
teten Wellen  sind  unendlich  lang. 

Andere  Formen  langer  Wellen  wurden  von  J.  Boussinesq  *^, 
J.  Mc,  Cowan  **)  und  JB.  F,  Gwifther  *^)  diskutiert.  Einen  sehr  um- 
fassenden Typus  entdeckten  J.  Karteweg  und  G.  de  Vries^^i  sie 
fanden ;  dass  bei  der  Einführung  elliptischer  Funktionen  vom  Modul 

y{h/(b  +  c))  für  eine  Flüssigkeit  von  der  Tiefe  h  eine  stationäre 
Bewegung  aufgestellt  werden  kann.  Die  ausgezeichnete  Stromlinie^ 
welche  angenähert  eine  Linie  konstanten  Druckes  ist,  hat  die  Gleichung 


,.,(,+e..-_^S), 


WO  tf  s»  Vs  h^  ist.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  zugehörigen 
Wellen  ist 

Die  oben  beschriebene  Einzelwelle  und  die  langen  Wellen  von  oscilla- 
torischem  Typus  in  Nr.  6  c  sind  Grenzfalle  für  sehr  kleines  resp. 
sehr  grosses  c, 

5i.  OaoUlationen  einer  flüssigen  KugeL  Eine  Kugel  von  homo- 
gener,  gravitierender  Flüssigkeit  ist  ein  in  stabilem  Gleichgewicht 
befindliches  mechanisches  System.  Wird  das  Gleichgewicht  ein  wenig 
gestört,  so  kann  die  radiale  Lagenänderung  eines  Punktes  an  der 
Oberfläche  durch  eine  Reihe  von  Kugelfunktionen  ausgedrückt  werden^ 
und  jeder  in  Betracht  kommenden  Kugelixinktion  entspricht  dann  eine 
Häuptschwingung.    Die  Schwingungszahl  6/2x,  welche  einer  harmo- 


200)  Phil.  Mag.  (6)  33  (1892);  (5)  38  (1894). 

201)  Phil.  Mag.  (6)  60  (1900). 

202)  Phil.  Mag.  (5)  39  (1895).  Die  genannten  Forscher  behandeln  auch  den 
allgemeinem  FaU,  dass  eine  Oberflächenspannung  T  in  der  obem  begrenzenden 
Fläche  vorhanden  ist.    Es  ergeben  sich  dieselben  Resultate,  nur  wird 
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nischen  Störung  von  der  Ordnung  n  entspricht,  wird  durch  die 
Gleichung  ^^ 

o  ^  2n(n  -  1)   g^ 
2n+l      a 

gegeben^  wo  a  der  ungestörte  Radius  und  g  die  Beschleunigung  der 
Schwere  an  der  Oberfläche  ist.  Umschliesst  die  Flüssigkeit  einen 
festen  Eugelkem  vom  Radius  b,  so  haben  wir 

wo  Qq  die  mittlere  Dichte  der  Flüssigkeit  und  des  Kernes  ist***). 
Für  einen  kugelförmigen  Tropfen,  bei  dem  man  die  Schwere  yer- 
nachlassigt,  aber  die  Oberflächenspannung  T  berücksichtigt,  ist  die 
Schwingtmgszahl  der  entsprechenden  Bewegung  durch  die  Gleichung**'^) 

ff»  =  «(n-l)(«  +  2)^. 
gegeben. 

6.  ZShe  Flflssigkeiten. 

6  a.  Bewegnngsgleiohaiigen.  Station&re  Bewegung.  Die  Be- 
wegungsgleichungen wurden  in  lY  15,  Nr.  13  gegeben.  Sie  können 
auch  in  folgender  Form  angeschrieben  werden***) 

(1)    |!'  +  2(«,,-.e)  +  ^(V,,«)  =  X-i|f  +  ±.|| 

9«  fi^  —  ^'^\ 

wo  V  den  kinematischen  Reibungskoeffizienten  bezeichnet  Ist  die 
Flüssigkeit  inkompressibel  und  erfolgt  die  Bewegung  nur  in  zwei 
Dimensionen,  so  erf&llt  die  Stromfunktion  rp  die  Gleichung 

wo  Ai  für  g^,  +  ö^ «  steht  *^^).    Erfolgt  di^egen  die  Bewegung  einer 

zähen,  inkompressiblen  Flüssigkeit  in  Ebenen  durch  die  je^-Aze,  so 
genügt  die  axiale  Stromfunktion  ^  der  Gleichung 


208)  Sir  W.  Thomson,  Lond.  Phil.  Trans.  153  (1868)  »=  Math,  and  Phys. 
Papers  8,  p.  884. 

204)  Lamb,  Hydrodjnamics  p.  440. 

206)  Lord  Baykigh,  Lond.  Roy.  Soc.  Proc.  29  (1879)  «Papers  1,  p.  377; 
B.  B.  Wehb,  Hess,  of  math.  (2)  9  (1880). 

206)  Vgl.  Gleichung  (1)  in  Nr.  8a  oben  nnd  Fussn.  96. 

207)  Stokes,  Pendnlums. 
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-oß^  ^^.  +  iy.- il  sieht-"). 

Auch  wenn  die  Kräfte  X,  Y,  Z  konservatiT  sind  und  die  Be- 
wegung stationär  ist,  entsteht  eine  besondere  Schwierigkeit  bei  der 
Behandlung  der  Gleichungen  (1)  aus  dem  Auftreten  der  Ausdrücke 
(tci;  —  v^),  . . ..  Erfolgt  die  Bewegung  hinreichend  langsam,  so 
komien  dieselben  in  erster  Amiäherung  vernachlässigt  werden;  dann 
ergeben  sich  als  Bedingungen  für  die  stationäre  Bewegung  A$  =  0, 
Aiy  =  0,  A^^O.*^)  Sind  diese  Gleichungen  erfüllt,  werden  aber 
die  Ausdrücke  {fiori  —  ^%)j  -  -  -  nicht  vernachlässigt,  so  ist  eine  weitere 
Bedingung  für  die  stationäre  Bewegung  erforderlich,  welche  genau 
so  formuliert  werden  kann,  wie  die  allgemeine  Bedingung  für  die 
stationäre  Bewegung  in  einer  idealen  Flüssigkeit  (Nr.  3  g  oben)^*). 

Die  Gleichungen  der  stationären  Bewegung  können  genau  erfüllt 
werden,  wenn  eine  inkompressible  zähe  Flüssigkeit  zwischen  zwei 
coaxialen  Gylindem,  welche  ihrerseits  gleichförmig  rotieren,  ein- 
geschlossen ist.  Sind  a^  und  o^  die  Radien,  o^,  o^  die  Winkel- 
geschwindigkeiten der  Gylinder,  so  ist  die  stationäre  Bewegung  durch 
die  Gleichungen*^^) 

w  ==  —  cuy,    V  =  <DX,    w  =  0y 

W  ^  ^^  coqOq«  —  m^o^«  __    a^^Oi^     Op  —  «i 

do*  — Oj*  a?*  +  y*  d^j*  — Ol* 

gegeben.     Es  existiert  keine  Lösung  der  Form 

UV  ^ 

y        X  ' 

für  eine  Flüssigkeit,  welche  zwischen  konzentrischen  Kugeln  ein- 
geschlossen ist,  sofern  nicht  die  Bewegung  so  langsam  erfolgt,  dass 
Quadrate  und  Produkte  der  Geschwindigkeiten  yemachlässigt  werden 
können,  o  hat  dann  die  Form  ^  +  JB(a;*  +  y*  +  ;6?*)-'/«.»^  Für 
eine  Kugel,  welche  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  in  gleich- 
förmiger Rotation  gehalten  wird,  hat  A.  N.  Whitehead  *^^)  eine  zweite 
Annäherung  zu  finden  gelehrt  Er  bewies,  dass  die  Flüssigkeit  längs 
der  Rotationsaxe  nach  der  Kugel  hingezogen  wird,  dass  sie  aber  in 


208)  A.  Oberheck,  J.  f.  Math.  81  (1876). 

209)  T.  Craig,  Amer.  J.  of  math.  8  (1880). 

210)  Stokes,  Friction.    Das  Problem  wurde  bereits  von  Newton,  Pnndpia, 
Lib.  2,  Prop.  61  behandelt. 

211)  Quart.  J.  of  math.  23  (1888),  p.  78. 
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der  Richtung  der  Aquatorialebene  von  ihr  fortstromt.  O.  Kirchhoff  ^^^) 
betrachtete  die  langsame  Bewegung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit 
zwischen  zwei  konfokalen  Sphäroiden. 

Langsame,  stationäre  Bewegungen  einer  zähen,  inkompressiblen 
Flüssigkeit,  die  sich  unter  Einwirkung  konservativer  äusserer  Kräfte 
bewegt,  werden  im  Räume  durch  die  Gleichungen 


(5) 


|(Ä'Ä'^)(^-J)  +  ^^(«'*'«')  =  ^' 


dx~^  dy    *    dz 


bestimmt.  Allgemeine  Lösungen  dieser  Gleichungen  in  Eugelfunk- 
tionen  gaben  Ä,  Oherheck^),  T.  Craig^^^)  und  K  Lamb^^^).  Die 
Losung  fUr  eine  Kugel,  welche  gleichförmig  in  einer  unbegrenzten 
Flüssigkeit  fortschreitet,  wurde  bereits  lY  15,  Nr.  15  mitgeteilt.  Es 
existiert  keine  entsprechende  zweidimensionale  Lösung  für  einen 
Kreiscylinder  **'^.  Die  Bewegung,  welche  von  einem  gleichförmig 
sich  bewegenden  EUipsoid  herrührt,  gab  A,  Oherheck^^)^  während 
2).  Edwa/rdes^^^)  die  Bewegung,  welche  durch  die  gleichförmige  Rota- 
tion eines  EUipsoides  bedingt  ist,  bestimmte.  Der  letztere  hat  auch 
die  Bewegung,  welche  von  der  Rotation  elliptischer  und  gewisser 
anderer  Gylinder  herrührt,  untersuchte^*).  Langsame  Strömungen  von 
axialem  Typus  an  einem  Sphäroid  vorbei  und  durch  den  Raum,  der 
von  einem  einschaligen  Rotationshyperboloid  begrenzt  wird,  hat  ü.  A, 
Sampson  ^^'^)  diskutiert  Die  speziellen  Fälle,  in  denen  ein  Strömen  an 
einer  Kreisscheibe  vorbei  und  durch  eine  kreisförmige  Öffiiung  in 
einer  Ebene  hindurch  stattfindet,  hat  er  im  einzelnen  weiter  be- 
handelt. Die  Geschwindigkeit  hat  hier  nicht  die  Eigenschaft  an  den 
scharfen  Kanten  merkbar  zu  wachsen.  Lord  Bayleigh^^^  untersuchte 
einige  zweidimensionale  Bewegungen,  die  von  Quellen  und  Senken 
herrühren,  indem  er  kreisförmige  Grenzen  voraussetzte.  Er  kombi- 
nierte zu  dem  Zwecke  mögliche  Stromfunktionen  zweier  Arten,  nämlich 

(1  —  r*)r  sm  9"      ,    ^         .  r  sin  ^ 

~—z — —^Ti — »  +  2  arc  tang ^ 

l~2rcoS'^  +  *'  Ol  — r  cos* 


212)  Mechanik  p.  876. 

213)  Phil.  Mag.  (6)  10  (1880). 

214)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  18  (1882),  p.  51. 
216)  Quart.  J.  of  math.  26  (1898),  p.  70. 

216)  Quart.  J.  of  math.  26  (1898),  p.  167. 

217)  Lond.  Phil.  Trans.  (A)  182  (1891). 

218)  Phil.  Mag.  (6)  86  (1898),  p.  364. 
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und 

(1-rV 


1  —  2rco8'^  +  r" 

Derselbe  Autor  diskutierte  das  Problem  der  zweidimensionalen  Be- 
wegung an  einer  Ebene  vorbei^  auf  welcher  sieh  kleine  Unebenheiten 
befinden^  indem  er  eine  zweite  Annäherung  gab^  die  yon  der  Bei- 
behaltung der  Quadrate  und  Produkte  der  Geschwindigkeiten  her- 
rührt*^»). 

Die  Gleichungen  (5)  ruhen  auf  der  Voraussetzung,  dass  die  Be- 
wegung in  der  Hauptsache  von  der  Zähigkeit  beherrscht  wird.  Die 
praktische  Anwendbarkeit  unterliegt  daher  starken  Einschränkungen. 
Z.  B.  ist  bei  der  stationären  Bewegung  einer  Kugel  (lY  15,  Nr.  15) 
fElr  die  Anwendbarkeit  der  Formeln  nötig,  dass  Ua  klein  im  Ver- 
gleich zu  V  ist.  Immerhin  existiert  filr  Flüssigkeiten  in  dünnen 
Schichten  eine  gute  Übereinstimmung  der  Resultate  mit  den  Ergeb- 
nissen der  Beobachtung.  Dies  zeigten  H,  8.  Hde-Shaw^s  Experimente'') 
und  0.  Reynolds'  Anwendung  der  Gleichungen  zur  Erklärung  des 
grossen  Drucks  in  der  dünnen  Ölschicht,  die  als  Schmiermittel  in 
einer  Maschine  dient  *^^). 

6  b.  Veränderliche  und  periodisohe  Bewegungen.  Ist  die  Be- 
wegung langsam,  aber  nicht  stationär,  so  nimmt  man  gewohnlich  an, 
dass  u,  v,  i4?  als  Funktionen  von  t  mit  er^^'  proportional  sind,  wo  k 
im  allgemeinen  komplex  ist.  Ist  die  Flüssigkeit  inkompressibel,  so 
werden  die  Gleichungen: 


(1) 


(  HA  +  k^  (u,  V,  u;)  +  (^,   '     ,4)  (V-  J-)  =  0, 


In  jedem  speziellen  Problem  müssen  die  Werte  von  k  durch  die 
Grenzbedingungen  bestimmt  werden,  und  allgemeinere  Lösungen  können 
dann  durch  Zusammensetzung  aus  besonderen  Lösungen  erhalten  wer- 
den. Ist  vk*  =  T~^  +  i6,  so  ist  die  Bewegung  periodisch  mit  einer 
Amplitude,  die  um  den  Bruchteil  er^  ihrer  eigenen  Grösse  in  der 
Zeit  T  abnimmt.  Ist  also  r  gross,  so  nimmt  die  oscillatorische  Be- 
wegung langsam  ab. 

Die  Mitteilung  von  Bewegung   an  eine   zähe  Flüssigkeit  durch 
eine  in  ihrer  Ebene  oscillierende  Scheibe   wurde  von  Stokes^  und 


219)  Lond.  Phil.  Trans.  177  (1886);    vgl   auch   N.  Joukawsky,  Petersburg, 
phys.-chem.  Ges.  18  (1886). 
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0.  E.  Meyer  ^^)  betrachtet.  Oscilliert  die  Scheibe  so,  dass  ihre 
Geschwindigkeit    Uq  cos  6t    ist,    so    wird    der    Widerstand    für    die 

Flacheneinheit  QUq  Yivö)  cos  (et  -f-  -r) '  ^^^  Wichtigkeit  dieses  Re- 
sultates liegt  in  seiner  Verwendung  bei  der  experimentellen  Unter- 
suchung der  Flüssigkeitsreibung  *^^).  Die  oscillatorische  Bewegung 
einer  Kugel  wurde  bereits  in  IV 15,  Nr.  15  erwähnt.  Die  ent- 
sprechende zweidimensionale  Lösung  für  einen  Cylinder  gab  Stokes^'^). 
Für  ein  in  der  Richtung  seiner  Axe  oscillierendes  Sphäroid  fand 
J.  Buchanan  ^^')  die  Lösung.  Allgemeine  Lösungen  der  Gleichungen 
(1)  in  Eugelfunktionen  gab  in  Verbindung  mit  den  Oscillationen  einer 
gravitierenden  Kugel  Ä  Lamb  ^^*).  Die  Zeit  r,  in  welcher  die  Am- 
plitude der  Oscillation,  ausgedrückt  durch  Kugelfunktionen  von  der 
rf^  Ordnung,  um  den  Bruchteil  er^  ihrer  eigenen  Grösse  abnimmt, 

ist     _  i  wo     \*\   •  *")  Die  Gleichungen  (1)  wurden  ferner  von  Stokes  **^) 

verwendet,  um  die  Wirkungen  der  Zähigkeit  auf  Flüssigkeits wellen 
im  Falle  unendlicher  Tiefe  zu  bestimmen.  Das  Resultat  für  kleines 
V  wurde  in  IV  15,  Nr.  15  gegeben;  wenn  v  gross  ist,  nähert  sich  die 
Flüssigkeit,  ohne  zu  oscillieren,  asymptotisch  der  Gleichgewichtslage**'). 
Die  hierbei  gebrauchten  Methoden  fuhren  des  ferneren  dahin,  eine 
Erklärung  für  die  beruhigende  Wirkimg,  die  Ol  auf  Wellen  hat***), 
und  für  die  durch  Wind  erzeugte  Wellenbewegung  zu  geben.  Ln 
letzteren  Falle  ist  die  Theorie  in  Übereinstimmung  mit  der  Beobach- 
tung von  J.  Scott  BtiSseU^^^),  dass  Wind,  der  über  die  Oberfläche 
von  stillem  Wasser  mit  einer  Geschwindigkeit  <23cm/sec  hin- 
bläst, keine  Wellen  von  permanentem  Typus  erzeugt**^).  Die  Theorie 
von  der  Abnahme  der  Wellenbewegung  durch  innere  Reibung  haben 
Ä,  B,  Bdsset  **^  und  S,  S.  Haugh  **^)  auf  eine  Flüssigkeit  von  end- 
licher Tiefe  ausgedehnt.  Der  letztere  benutzte  das  Resultat,  dass  im 
allgemeinen  Wellenbewegungen  und  andere  langsame  Bewegungen  im 
tiefen  Wasser  sehr  allmählich  abnehmen,  zur  Erklärung  gewisser  Phä- 
nomene, die  sich  bei  Ozeanströmungen  darbieten. 


220)  J.  f.  Math.  59  (1861)  und  62  (1863). 

221)  Vgl.  IV  16,  Nr.  17,  Fussn.  102. 

222)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  22  (1891). 
228)  Lamb,  Hydrodjnamics  p.  548. 

224)  0.  Beynolds,  Brit.  Assn.  Bep.  1880;   Lamb,  Hydrodjnamics  p.  662. 

225)  Sir  W.  Thomson,  Fussn.  176;  Lamb,  Hydrodynamics  p.  649. 

226)  Hydrodynamics  2,  p.  318,  auch  Amer.  J.  of  math.  16  (1894),  wo  sich  ein 
allgemeiner  Bericht  über  die  Theorie  der  Wellen  in  zähen  Flüssigkeiten  befindet. 

227)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  28  (1897). 

BAoyklop.  d.  math.  "Wltiaiuch.    17  8.  10 
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Gewisse  langsame,  yeränderliche  Bewegungen  einer  Flüssigkeit^  bei 
denen  u,  v,  w  nicht  mit  e-'^'  proportional  sind,  können  dadurch  be- 
stimmt werden^  dass  man  V — Q'^^p  konstant  wählt  und  Methoden 
benutzt,  die  zunächst  in  Verbindung  mit  der  Theorie  der  Wärme- 
leitung entwickelt  worden  sind^^.  Bei  Laminarbew^ung  in  einem 
Baume  mit  ebenen  Grenzen  y  =  const.  ist  die  Geschwindigkeit  in  der 

That  durch  die  Gleichung 

■du  d^ 

gegeben.  Diese  Gleichung  fahrt  zur  Bestimmung  der  Bewegung  auf 
der  einen  Seite  einer  unendlich  ausgedehnten  Ehene,  die  in  einer  ge- 
wissen  Weise  in  Bewegung  gehalten  wird^^.  Eine  andere  Anwmi- 
dung  wurde  von  Lord  Bayleigh^^)  bei  seinem  Beweis  der  Labilität 
der  diskontinuierlichen  Bewegungen  gemacht.  Nehmen  wir  an,  dass 
anfänglich  u  =  +  u^  ist,  je  nachdem  y  positiv  oder  negativ  ist,  so 
wird,  wenn  die  Flüssigkeit  unbegrenzt  ist,  nach  der  Zeit  t 
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sein.  Entsprechende  Probleme  för  die  Bewegung  zwischen  Cylindem 
mit  derselben  Axe  (der  e-Axe)  wurden,  wenn  die  Geschwindigkeit  to 
eine  Funktion  des  Abstandes  von  der  Axe  ist,  von  H.  Steam^  be- 
handelt. Ä,  B.  Basset  ^^)  untersuchte  die  Bewegung,  welche  von  einer 
Kugel  herrührt,  die  sich  unter  Einwirkung  konstanter  äusserer  Kräfte 
in  gerader  Linie  fortbewecrt,  sowie  auch  die  Beweinmir,  welche  von 
Jr  K.g,l  h»«W,  üTL  «^  f»t,o  DurcZL  ^l»  A..- 
schluss  äusserer  Kräfte  rotiert. 

Ist  die  Flüssigkeitsbewegung  weder  langsam  noch  stationär,  fallen 
aber  die  Stromlinien  mit  den  Wirbellinien  zusanmien,  oder  sind  die 
Grössen  2{wri  —  vi), .,,  aus  einem  Potential  Sl  ableitbar,  so  können 
die  allgemeinen  Gleichungen  (1)  in  Nr.  6  a  auf  die  Form 

—  M  —  A^  £«0  ^_^  ^ 
dx^  dy  "*    dz 

zurückgeführt   werden.     Hier   nimmt    man    die    w,  v,  w   mit   er^'^^ 

SS8)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  11  (1880),  p.  57  »  PapeiB  1,  p.  474. 

229)  Quari  J.  of  math.  17  (1881).  Die  yei^nderliche  Rotation  bei  coaxialen 
cylindrischen  Begrenzungsflächen  wurde  femer  von  J.  H.  BÖkrs,  Lond.  Math. 
Soc.  Proo.  5  (1874)  und  M.  MaryuUs,  Wien.  Ber.  88  (1881),   86  (1882)  behandelt. 

280)  Lond.  Phil.  Trans.  (A)  179  (1888). 
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proportional  an  und  betrachtet  die  Flüssigkeit  als  inkompressibel; 
femer  setzt  man  im  zweiten  Falle 

W=r—Q-^p  —  ^q^  —  Sl', 

im  ersten  Falle  lässt  man  £1  in  der  Gleichung  weg.  In  beiden 
Fällen  existiert  eine  Druckgleichung;  die  durch  ATF=0  bestimmt 
wird'*^).  Die  Form  der  Druckgleichung  für  den  allgemeinen  Fall  be- 
trachtete J.  JBriß*'*),  indem  er  dabei  die  Transformation  (4)  von 
Nr.  3  a  oben  benutzte. 


231)  W.  Steklow,  Charkow  Ges.  6  (1896);  N.  Schiff,  Mosk.  Phys.  Sect.  9 
(1897).  Vgl.  J.  Brül,  Hess,  of  math.  (2)  27  (1898),  wo  die  Bedingungen  dafür 
entwickelt  sind,  dass  die  Wirbelfäden  stets  von  denselben  Teilchen  gebildet 
werden. 

282)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  26  (1897).  ^ 


(Abgeschlossen  im  Mai  1901.) 
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Vorbemerkung.  Der  folgende  Artikel  be&sst  sich  in  erster 
Linie  mit  dem  erfahrungsgemäsa  gegebenen  und  auf  die  Anwendung 
bezüglichen  Teil  der  Aerodynamik^  nachdem  der  theoretische  Teil  in 
den  Referaten  über  „Hydrodynamik*'  IV  15  und  16  (Lave)  enthalten 
ist.  Dabei  scheiden  jedoch  jene  Gebiete  aus,  bei  denen  die  mit  der 
Bewegung  der  Luft  verbundenen  Wärmeschwankungen  eine  wesent- 
liche Rolle  spielen.  Hierher  gehören  die  Ausflusserscheinungen;  die 
Bewegung  der  Luft  in  Röhren  und  die  Luft  als  motorische  Substanz 
in  geschlossenen  Räumen  (vgl.  im  vorliegenden  Bande  die  Referate 
über  „Hydraulik"  (Forchheimer  und  Grübler),  sowie  in  Band  V  das 
Referat  über  „Technische  Wärmetheorie*^.  Ausserdem  sind  hier  auch 
jene  Bewegungen  der  Luft,  welche  periodischen  Charakter  besitzen, 
als  zur  ,,Akustik*'  (vgl.  das  bezügliche  Referat  von  H.  Lamb  in  diesem 
Bande)  gehörend,  ausgeschlossen. 

1.  Binleitong.     Das  Verhalten  bewegter  Luft  an  HindemiMen. 

Die  bewegte  Luft,  wie  sie  in  der  Natur  als  Wind  vorkommt,  ist 
eine  überaus  verwickelte  Erscheinung.  Der  Wind  ist  keineswegs  die 
gleichförmige  Verschiebung  einer  Luftmasse,  sondern  eine  Folge  sehr 
kurzer  Stösse  von  verschiedener  Stärke,  welche  mit  der  mittleren 
Richtung  der  Luftbewegung  fortwährend  wechselnde  Winkel  ein- 
schliessen.    Die  Dauer  der  Stösse^)  betr^  nur  einige  Sekunden  und 


*)  In  der  durch  kursiven  Druck  hervorgehobenen  Abkürzung  ist  die  Zeit- 
schrift resp.  das  Werk  im  folgenden  zitiert. 

1)  A.  F.  Zahm,  Bev.  de  FACronautique  7  (1894),  p.  130. 
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ihre  Stärke  entspricht  beispielsweise  einem  mittleren  Oeschwindig- 
keitsunterschied  von  3 — 4  rnsec"  ^  bei  etwa  10  msec"  *  Durchschnitts- 
geschwindigkeit. Über  den  örtlichen  Wechsel  der  Geschwindigkeit 
giebt  es  noch  keine  systematischen  Beobachtungen,  doch  lehrt  der 
Blick  auf  ein  Schneegestöber,  dass  derselbe  in  der  Nähe  des  Erd- 
bodens wenigstens  ein  überaus  rascher  sein  muss.  Die  soeben  ge- 
schilderte Eigentümlichkeit  des  natürlichen  Windes  hat  S,  P.  Langley  ^) 
als  internal  work  of  wind  {innere  Unruhe  des  Windes)  bezeichnet;  sie 
entspricht  der  turbulenten  Bewegung  der  Hydrodynamik').  Ihre  Ur- 
sachen sind  wohl  in  den  Unregelmässigkeiten  des  Erdbodens  zu  suchen. 
Wie  weit  sie  in  die  Höhe  reicht  ist  nicht  bekannt;  bei  Ballonfahrten 
ist  sie  noch  nicht  bemerkt  worden^). 

In  der  Aerodynamik  bat  man  bisher  von  der  Betrachtung  des 
Einflusses  dieser  inneren  Unruhe  des  natürlichen  Windes  Abstand 
genommen  und  stationäre  Verhältnisse  vorausgesetzt;  wie  solche  bei 
Anstellung  von  Experimenten  in  geschlossenen  Räumen  angestrebt 
werden.  Über  die  Art,  wie  die  strömende  Luft  auf  in  ihr  befindliche 
Körper  wirkt  und  sich  gegen  sie  verhält,  sind  verschiedene  Meinungen 
aufgestellt  worden:  L  Newton^)  scheint  sich  die  Wirkung  so  vor- 
zustellen, dass  die  Luftteilchen  nach  Art  von  Geschossen  gegen  die 
Eörperoberfläche  stossen,  wobei  die  Stosswirkung  nur  von  der  zur 
Eörperoberfläche  senkrechten  Komponente  der  Relativgeschwindigkeit 
ausgeht,  während  die  zur  Körperoberfläche  parallele  Komponente  in- 
folge mangelnder  Reibung  wirkungslos  bleibt.  Auf  die  gegenseitige 
Beeinflussung  der  an  der  Oberfläche  abgleitenden  Teilchen  wird  keine 
Rücksicht  genommen,  eine  Wirkung  auf  der  Leeseite  des  Körpers, 
sowie  die  Art  und  Weise,  wie  die  Luft  auf  dieser  Seite  den  Raum 
ausfüllt,  bleibt  ausser  Betracht. 

In  der  theoretischen  Hydrodynamik,  in  der  die  Luft  als 
reibungslose,  elastische  Flüssigkeit  aufgefasst  wird,  denkt  man  sich 
dieselbe  in  Bewegungsfäden  aufgeteilt,  welche  sich  an  dem  ein- 
getauchten Körper  teilen,  ihn  umfliessen  und  hinter  demselben 
sich  wieder  zusammenschliessen.  Die  Wirkung  auf  den  Körper 
geschieht  durch  Druckkräfte,  welche  die  umfliessenden  Bewegungs- 
fäden senkrecht  zur  Oberfläche  ausüben  und  ist  also  über  den  ganzen 


2)  Rev.  de  1' Agronautique  6  (1898),  p.  37 ;  ygl.  auch  Phil.  Mag.  (6)  87  (1897), 
p.  426. 

8)  Vgl.  IV  16,  17  {Lwe). 

4)  Rev.  de  TASronantique  7  (1894),  p.  144. 

6)   PhiloBophiae  naturalis   Principia,   Liber  2,   Sectio  VIT,   §  40   (8.  Aufl. 
London  1726). 
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Bereich  derselben  ausgedehnt.  Während  die  Net^tan^sche  Ansicht  die 
Abhängigkeit  des  Luftwiderstandes  von  der  Geschwindigkeit  und  der 
Luftdichte  richtig  wiedergiebt  und  nur  die  leeseitige  Wirkung  yer- 
nachlässigty  findet  die  theoretische  Hydrodynamik  mit  Berücksichtigung 
der  Leewirkung  den  Gesamtwiderstand  eines  im  Luftstrom  befind- 
lichen Korpers,  nämlich  die  Resultante  aller  auf  die  Oberfläche  wirken- 
den Druckkräfte,  gleich  NuU,  was  in  voUem  Widerspruch  mit  der 
Erfahrung  steht.  Durch  Einführung  der  inneren  Reibung')  wird  zwar 
ein  Gesamtwiderstand  erzielt,  aber  dessen  Abhängigkeit  von  Ge- 
schwindigkeit und  Dimensionen  des  Körpers  ist  mit  der  Erfahrung 
nicht  in  Einklang  zu  bringen.  Zudem  zeigen  direkte  Versuche,  dass 
die  Wirkungen  der  inneren  Reibung  der  Luft,  sowie  auch  jene  zwischen 
der  Luft  und  anderen  Oberflächen  so  gering  sind,  dass  sie  gegenüber 
dem  eigentlichen  Luftwiderstand  nicht  in  Betracht  kommen.  Wenn 
auch  die  theoretische  Hydrodynamik  bei  Berechnung  der  Gesamt- 
wirkung auf  einen  dem  Luftstrom  ausgesetzten  Körper  versagt,  so 
giebt  sie  doch  die  Abhängigkeit  der  Teilwirkung  (Druck  auf  das 
einzelne  Oberflächenelement)  von  Geschwindigkeit  und  Luftdichte 
richtig  wieder-,  sie  steht  also  in  diesem  Punkte  mit  der  Newton'schen 
Annahme  gleich. 

Durch  H.  V.  Hdmholta''),  G.  Kirchhoff  ^  und  Lord  Bayleigh^) 
wurde  ein  neues  Element  in  die  Hydrodynamik  eingeführt,  welches 
den  Widerspruch  zu  beseitigen  schien.  Man  nahm  Diskontinuitäts-; 
flächen  ^^)  zu  Hülfe,  welche  von  der  Grenze  zwischen  Luv(=  Stoss)- 
seite  und  Leeseite  ausgehen  und  zweierlei  Bewegungsformen  der  Luft 
scheiden,  von  denen  die  eine  die  Stosswirkung,  die  andere  die  Lee- 
wirkung ausübt.  Längs  der  Diskontinuitätsflächen  ist  die  Geschwin- 
digkeit beider  Bewegungen  um  ein  endliches  verschieden,  der  Druck 
dagegen  gleich.  Doch  bleibt  zur  genügenden  Übereinstimmung  mit 
der  Erfeihrung  noch  manches  zu  wünschen  übrig.  Abgesehen  davon, 
dass  bisher  nur  eine  geringe  Zahl  zweidimensionaler  Probleme  mit 
geradlinigen  Begrenzungen  der  umströmten  Körper  mathematisch  gelöst 
werden  konnte  ^^),  sind  die  Diskontinuitätsflächen  weder  geschlossen 
noch  stabil  Der  erstere  Umstand  bewirkt,  dass  die  sonst  wohlbegründete 
Vorstellung,  es  sei  gleichgültig,  ob  der  Körper  stillsteht  und  die  Luft 


6)  Vgl.  IV 16,  12  u.  15  (Lave). 

7)  BerL  Ber.  1868,  p.  216. 

8)  J.  f.  Math.  70  (1869),  p.  289. 

9)  Phü.  Mag.  (2)  6  (1876),  p.  480. 

10)  Vgl.  IV  16,  1  f  (Xow). 

11)  Vgl.  IV 16,  18  {Love), 
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strömt^  oder  der  Körper  durch  die  in  weiter  Entfernung  ruhende  Luft 
hindurch  bewegt  wird,  nicht  ohne  weiteres  aufrecht  erhalten  werden 
kann.  So  lässt  sich  wohl  annehmen,  dass  hinter  einem  vom  Luft- 
strom getroffenen  Körper  ein  durch  eine  Diskontinuitatsfläche  ab- 
getrennter beliebig  lang  ausgedehnter  Raum  von  ruhender  Luft  liegt; 
nicht  so  einfach  ist  es  aber,  sich  vorzustellen,  dass  ein  gleichförmig 
bewegter  Körper  einen  beliebig  langen  Luftschwanz  von  konstanter 
Geschwindigkeit  hinter  sich  herzieht;  die  Erfahrung  lehrt,  dass  beides 
nicht  zutrifft 

Während  nun  einige  Experimentatoren  wie  J,  Weishach^^)  und 
0.  Lüienthal^^)  auf  der  Leeseite  oder  auch  auf  der  Stoss-  und  Lee- 
seite im  Anschluss  an  die  Anschauungen  der  Hydraulik  ganz  un- 
regelmässige „Wirbelbewegungen'^  annehmen,  die  mit  dem  Charakter 
einer  stationären  Strömung  unvereinbar  sind,  hat  F,  v.  Lössl  ^*)  die 
Hypothese  eines  vor  der  Stossseite  sich  aufbauenden,  keilförmigen  Stau- 
hügds,  der  mit  relativ  zum  Körper  ruhender  Luft  von  konstanter 
Spannung  erfüllt  ist,  aufgestellt  und  durch  zahlreiche  Experimente 
gestützt.  Die  Flächen  dieses  Stauhügels  müssten  den  Charakter  von 
Diskontinuitätsäächen  der  theoretischen  Hydrodynamik  haben,  wobei 
es  noch  keineswegs  sicher  ist,  dass  solche  Diskontinuitätsäächen  mit 
den  übrigen  Voraussetzungen  der  theoretischen  Hydrodynamik  ver- 
einbar sind.  Über  die  Vorgänge  auf  der  Leeseite  giebt  die  v,  LössVsche 
Hypothese  keinerlei  Aufschluss. 

Durch  direkte  Beobachtung  mittels  der  Schlierenmethode  hat 
L.  Mcidi^^)  die  Bewegungsvorgänge  in  strömender  Luft  verfolgt 
und  sehr  verwickelte,  an  Langley^s  innere  Unruhe  des  Windes 
erinnernde  Erscheinungen  gefunden,  die  mit  den  stationären  Ver- 
hältnissen, wie  sie  die  theoretische  Hydrodynamik  voraussetzt,  un- 
vereinbar sind.  An  der  Stossseite  halten  die  beobachteten  Erschei- 
nungen etwa  die  Mitte  zwischen  den  Vorgingen,  wie  sie  die 
Hydrodynamik  einerseits  und  die  v,  LössPsGlie  Ansicht  andererseits 
voraussehen  lässt,  während  an  der  Leeseite  hinter  scharfen  Krüm- 
mungen ein  andauerndes  Hin-  und  Herpendeln  der  Bewegungsfäden 
zwischen  den  Formen  des  sich  anschmiegenden  Umfliessens  der  Krüm- 
mungen einerseits  und  der  vom  Hindernis  fächerartig  ausstrahlenden 


12)  Lehrbuch  der  Ingenieur-   und  Maschinenmechanik  1,  4.  Aufl.,  Braun- 
schweig 1S76,  p.  1181. 

13)  Der  Vogelflug,  Berlin  1889,  p.  64  u.  81. 

14)  Die  Luftwiderstandsgesetze,  Wien  1896,  p.  31. 
16)  Zeitschr.  f.  Luftschiff.  16  (1896),  p.  129. 
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Diskonti nuitätsflächeu  andererseits  stattfindet^^*).  Bei  geeignet  gerun- 
deten, na^h  Yom  und  hinten  verjüngten  Formen  nähert  sich  übrigens  die 
Bewegungsform  nahe  einer  stationären.  Ahnliche  Verhältnisse  hat 
Lord  Kelvin  ^^  bei  Gelegenheit  einer  Reihe  von  Einwänden  g^en  das 
Zustandekommen  der  Diskontinuitätsflächen  früher  vorausgesagt. 

Dass  übrigens  auch  in  der  Aerodynamik  bei  genügend  kleinen 
Geschwindigkeiten  stationäre  Verhältnisse  erzielt  werden  können ,  be- 
weisen die  Versuche  6f.  Weüner^s  ^'),  der  mittels  feiner  Rauchfäden  die 
Experimente  H.  S.  HeU'Shaw's  wiederholte*®).  Die  TFeßner'sche  An- 
ordnung hat  kürzlich  durch  E.  J.  Marey^^)  in  der  Weise  eine  Ver- 
besserung erfahren,  dafs  den  Rauchfaden  eine  synchrone  schwingende 
Bewegung  mitgeteilt  wurde,  die  eine  direkte  Schätzung  der  Ge- 
schwindigkeit gestattet.  Der  auf  der  Leeseite  einer  angeblasenen 
Scheibe  befindUche,  mit  geringen  unregehnässigen  Bewegungen  er- 
füllte Raum  hat  hiemach  die  Form  einer  vom  Winde  gepeitschten 
Flamme,  deren  Zacken  raschem  Wechsel  unterworfen  sind. 

Bei  der  Unsicherheit  der  Grundlagen  der  Aerodynamik  und  der 
Verwicklung  der  Probleme  gewinnen  Gesichtspunkte  allgemeinerer 
Natur  und  Gültigkeit  Bedeutung,  wie  sie  v,  Hdmholtz  in  dem  Theorem 
geometrisch  ähnliche  Bewegungen  flüssiger  Körper  betreffend  gegeben 
hat^).  Ist  n  das  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten,  r  das  der  Dichten, 
q  das  der  inneren  Reibungskoeffizienten  zweier  Flüssigkeiten,  in  wel- 
chen ähnliche  Bewegungen  vor  sich  gehen,  so  müssen  die  Verhält- 
nisse der  Drucke  n'r,  der  Koordinaten  (Dimensionen)  q :  n  und  der 
Zeiten  q :  v?  sein,  damit  die  eine  Bewegung  die  Differentialgleichungen 
und  die  Kontinuitätsbedingung  erfüllt,  falls  die  andere  es  thut.  Bei 
kompressiblen  Flüssigkeiten  ist  n  durch   das  Verhältnis   der  Schall- 

15*)  Im  nahen  Zusammenhange  mit  diesen  Vor^^ugen  stehen  jene,  die 
bei  der  Schallerregung  in  Pfeifen  auftreten  und  for  Zangenpfeifen  von  H.  v.  Helm- 
hoüz,  Lehre  von  den  Tonempfindungen,  6.  Aufl.,  Berlin  1896,  Beilage  7,  fOx 
Lippenpfeifen  von  W.  C.  L.  van  Schaik,  Arch.  n^erl.  25  (1891),  p.  808  unter- 
sucht wurden.  —  Aach  die  Erscheinung  der  empfindlichen  Flammen  oder  besser 
Strahlen  mag  bei  dieser  Gelegenheit  Erwähnung  finden,  vgl.  Lord  Rayleigh, 
Theory  of  sound,  2.  ed.,  London  1896,  vol.  2,  p.  400. 

16)  Nature  (engl.)  60  (1894),  p.  674. 

17)  Der  dynamische  Plug,  Bnlnn  1899,  p.  43. 

18)  Vgl.  IV  16,  6  a  (Love). 

19)  Paris  C.  R.  122  (1901),  p.  1291. 

20)  Verh.  d.  Ver.  z.  Beförd.  d.  Gewerbefl.  61  (1872),  p.  289  sowie  Berl.  Ber. 
1873,  p.  601.  Das  HelmhoUz' Bche  Beispiel,  in  welchem  der  lenkbare  Ballon  mit 
einem  Ozeandampfer  verglichen  wird,  ist  durch  eine  falsche  Zahl  für  q  (0,8  statt 
8,0  oder  besser  18,3)  entstellt.  Das  Einsetzen  der  richtigen  Zahl  liefert  kein 
brauchbares  Ergebnis  (mündl.  Mitt.  des  Herrn  B.  Emden), 
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geschwindigkeiten  gegeben;  und  es  giebt  nur  einen  Fall  vollkommener 
Ähnlichkeit.  Bei  Vernachlässigung  der  inneren  Reibung  oder  der 
Kompressibilität;  welche  um  so  mehr  erlaubt  ist,  in  je  grösseren  Räumen 
die  Bewegungen  vor  sich  gehen^  giebt  es  eine  einfach  unendliche  Reihe, 
bei  Vernachlässigung  beider  eine  doppelt  unendliche  Reihe  ähnUcher 
Bewegungen. 

2.  Aäroatatik.  Theorie  des  Freiballons  und  des  gesteuerten 
Ballons.  Der  theoretische  Teil  der  Aerostatik  wurde  bereits  in  dem 
ersten  Referate  über  Hydrodynamik  von  Ä,  E,  H,  Love  (IV 15,  1 — 5) 
besprochen.  Hier  handelt  es  sich  um  die  Anwendung  auf  den 
Luftballon,  Der  Freiballon  ist  am  miteren  Ende  (Appendix)  ent- 
weder oflfen  oder  durch  ein  Sicherheitsventil  mit  geringem  Über- 
druck geschlossen.  Er  unterscheidet  sich  von  den  gewöhnlich  be- 
trachteten Schwimmkörpern  durch  seine  Deformationsfähigkeit  und 
gehorcht  verschiedenen  Gesetzen,  jenachdem  der  Ballon  ganz  ge- 
fallt (=  prall)  oder  teilweise  gefüllt  (=  schlaff)  ist.  Der  pralle 
Ballon  bleibt  prall,  so  lange  er  steigt  und  verliert  dabei  am  Appendix 
dauernd  Gas,  er  hat  konstantes  Volumen,  aber  variables  Gewicht; 
sein  Auftrieb  ist  (gleiche  Temperatur  von  Luft  und  Füllgas  voraus- 
gesetzt) gleich  dem  Produkt  aus  dem  konstanten  Volumen  in  den 
mit  der  Temperatur  und  Höhe  abnehmenden  Auftrieb  der  Volumen- 
einheit des  FüUgases.  Kommt  der  pralle  Ballon  ins  Sinken,  so  wird 
er  schlaff.  Der  schlaffe  Ballon  verliert  kein  Gas,  er  behält  sein  Ge- 
wicht bei,  ändert  aber  sein  Volumen.  Sein  Auftrieb  ist  (unter  Vor- 
aussetzung von  gleicher  Temperater  von  Gas  und  Luft)  gleich  dem 
Produkt  aus  dem  konstanten  Gewicht  in  den  von  Temperatur  imd 
Druck  (Höhe)  unabhängigen  Auftrieb  der  Gewichtseinheit  des  Füll- 
gases. Hat  daher  ein  schlaffer  Ballon  negativen  Auftrieb  (Abtrieb), 
so  behält  er  denselben  bei  und  fällt,  ohne  ins  Gleichgewicht  zu 
kommen,  immer  schlaffer  werdend  zu  Boden.  Hat  umgekehrt  ein 
schlaffer  Ballon  positiven  Auftrieb,  so  steigt  er,  bis  er  prall  geworden 
ist,  mit  konstantem  Auftrieb  und  verhält  sich,  weiter  mit  abnehmen- 
dem Auftrieb,  wie  ein  praller  Ballon*^).  Das  Gleichgewicht  eines 
Ballons  ist  also  bei  gleicher  Temperatur  von  Gas  und  Luft  instabil. 

Um  die  Instabilität  des  Ballons  in  vertikaler  Richtung  zu  ver- 
mindern, hat  J,  B.  Meusnier^^)  im  Jahre  1783  das  BaUond  eingeführt. 

21}  Ch.  Benard,  Rev.  de  TAgronaatique  1  (1888),  p.  16;  Tgl.  Ä.  BarÜUs, 
Bev.  de  TAgronaatique  6  (1892),  p.  1;  ^.  Hergesell  ebenda  3  (1890),  p.  101; 
B.  Emden,  ülußtr.  aör.  Mitt.  6  (1901),  p.  77;  Voyer,  Rev.  de  l'ASronautique  8 
(1901  erschienen),  p.  13. 

22)  G.  Tissandier,  Rev.  de  TASronautiqiie  1  (1888),  p.  130. 
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Es  ist  das  ein  im  Innern  des  Ballons  befindlicher^  g^g^n  das  Füllgas 
abgeschlossener  Luftsack;  in  welchem  der  Druck  der  Luft  durch  ein 
Gebläse  reguliert  werden  kann.  Die  ursprüngliche  Absicht^  auf  diese 
Weise  durch  Einpumpen  und  Entleeren  von  Luft  das  Gewicht  des 
Ballons  ohne  Verlust  von  Gas  oder  Ballast  zu  beeinflussen  ^  kann 
wegen  der  engen  Grenzen  ^  die  das  Gewicht  und  die  Festigkeit  der 
verwendbaren  Materialien  zulassen,  nicht  verwirklicht  werden,  doch  hat 
sich  das  gespannte  Ballonet  alis  wirksames  Mittel,  die  Form  des  Ballons 
gegen  Deformationen  zu  sichern,  bewährt,  so  bei  den  steuerbaren  Ballons  ^) 
und  beim  Po/rsevdl'SiegsfeWschen  gefesselten  Drachenballon**),  bei 
welchem  der  Gegenwind  das  Aufblasen  des  BaUonets  besorgt. 

Mit  der  Deformationsfähigkeit  des  Ballonmaterials  hängen  noch 
statische  Untersuchungen  zusammen,  welche  auf  die  Berechnung 
der  Beanspruchung  desselben  Bezug  haben.  Die  auf  ein  Element  der 
Ballonhülle  wirkenden  äusseren  Kräfte  sind  der  Auftrieb,  welcher  dem 
vertikalen  Abstand  des  Elementes  vom  offenen  Appendix  proportional 
ist,  und  der  Netzdruck.  Unter  ihrem  Einflüsse  kann  das  Element 
entweder  allseitig  oder  auch  nur  einseitig  gespannt  und  quer  dazu 
gefaltet  sein.  Die  Berechnung  der  Spannungen  schliesst  sich  an 
die  Theorie  der  Kuppelgewölbe  an*^),  während  die  Untersuchung  des 
Netzdruckes  und  der  Spannungen  im  Netz  auf  ungeschlossene  räum- 
liche Fachwerke  führt*®).  In  naher  Beziehung  hierzu  stehen  die  auf 
der  Elastizitätstheorie  fussenden  Untersuchungen  von  L.Lecamu^'')  über 
die  Verteilung  der  Spannungen  in  einer  ellipsoidischen  Haut  unter 
konstantem  Innendruck.  Ganz  neue  Probleme  der  Statik  des  räum- 
lichen Fachwerkes  stellen  die  starren  Riesenballons  (2>.  Schwäre, 
F.  V.  Zeppelin)  *^),  bei  welchen  feste  und  veränderliche  konzentrierte  Lasten 
(Maschinenräume,  BaUast),  sowie  veränderliche  Flächenbelastung  (Auf- 
trieb bei  wechselnder  Füllung,  Luftwiderstand)  eine  maassgebende  Rolle 
spielen.  Einfacherer  Natur  sind  die  auf  das  Tau  eines  Fesselballons 
(Kurve  des  Durchhangs  und  der  Beanspruchung  ohne*»)  und  mit~) 

23)  St.  Dupuy  de  Lome,  H.  Giffard,  P.  UöhnUin,  Ch.  Renardj  Ä.  Scmtos-DumaiU. 
Für  erstere  siehe  H.  Mödeheck,  Handbuch  der  Luftschiffahrt,  Leipzig  1886,  für 
letzteren  Dlustr.  aSr.  Mitt.  6  (1902),  p.  1. 

24)  Zeitschr.  fär  Luftsch.  16  (1896),  Beilage. 

26)  P.  Lawriol,  Rev.  de  TAgronautique  2  (1889),  p.  111;  fortgesetzt  in  3 
(1890),  p.  11. 

26)  S.  Finsterwalder,  Illustr.  aer.  Mitt.  4  (1900),  p.  1. 

27)  Paris  C.  R.  122  (1896),  p.  218. 

28)  Illustr.  aör.  Mitt.  2  (1898),  p.  18  und  6  (1902),  p.  7. 

29)  M.  Degouy,  Rev.  de  FASronautique  2  (1889),  p.  23. 

30)  M.  Wagner,  Illustr.  aör.  Mitt.  3  (1899),  p.  76. 
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Winddruck)  bezüglichen^  mechanischen  Untersuchungen.  Rein  geo- 
metrische Aufgaben^  die  mit  der  Lehre  von  der  Eartenprojektion  in 
Beziehung  stehen,  bietet  die  Art  der  Herstellung  des  BaUons  aus 
Stoffstreifen  ^^)  oder  wie  bei  den  Goldschlägerballons  aus  kleinen 
Stoffstückchen,  welche  auf  einer  langen  spindelartigen  Form  (einer 
Rotationsfläche  konstanten  Erümmungsmaasses)  an  einander  geklebt 
werden.  S,  Finsterwdlder  **)  hat  gezeigt,  dass  ein  Kugelballon  mit  weit 
geringerem  Verschnitt  an  Stoff  und  30  %  kürzerer  Nahtlänge  hergestellt 
werden  kann,  wenn  man  statt  der  üblichen  Meridianteilung  der  Eugel 
die  reguläre  Würfelteilung  (ev.  auch  die  Rhombendodekaeder-  oder 
Rhombentriakontaederteilung),  deren  Felder  durch  konvergente  grosste 
Kreise  in  viereckige  Bahnen  von  der  grössten  Stoffbreite  zerlegt 
werden,  zugrunde  legt. 

Ausser  der  oben  betrachteten  Stabilität  eines  Ballons  in  Bezug 
auf  das  Auf-  und  Niedersteigen  kommt,  für  steuerbare  Ballons 
wenigstens,  auch  noch  jene  in  Bezug  auf  Längs-  und  Querpendelung 
zur  Geltung.  So  lange  der  Ballon  vollgefällt  ist,  kann  man  ihn  bei 
Untersuchung  der  Schwingungen  als  ein  im  Zentrum  des  Auftriebes 
(Schwerpunkt  des  Gasvolumens)  aufgehängtes  Pendel  (ev.  mit  Luft- 
dämpfung) ansehen.  Ist  er  aber  nur  zum  Teil  gefüllt,  so  tritt  bei 
den  Schwingungen  eine  Relativbewegung  der  unten  durch  eine  Hori- 
zontalebene  abgegrenzten  Gasmasse  ein,  deren  Einfluss  auf  die  Stabilität 
nach  den  Methoden  von  P.  Duhem^  und  P.  AppeU^)  zu  verfolgen 
ist  F,  V.  Zeppelin  hat  ihn  durch  Schotteneinstellung  praktisch  unwirk- 
sam gemacht.  Wenn  die  Yortriebsorgane  (Luftschrauben)  eines  steuer- 
baren Ballons  nicht  so  angebracht  sind,  dass  die  Resultante  ihrer  Wir- 
kungen mit  der  Resultante  des  Luftwiderstandes  des  Ballonkörpers 
zusammenf  äUt,  so  entsteht  bei  Beginn  des  Antriebes  ein  Drehmoment, 
welches  die  Stabilität  beeinflusst  und  durch  eine  mit  der  Stärke  des 
Antriebes  wechselnde  Verschiebung  eines  Balanciergewichtes  ausge- 
glichen werden  muss.  Die  Steuerung  geschieht  genau  wie  beim 
Schiffe  dadurch,  dass  die  durch  das  gedrehte  Steuer  hervorgerufene 
Asymmetrie  des  Schiffskörpers  beim  Andauern  des  Vortriebes  ein 
Drehmoment  des  Luftwiderstandes  weckt,  dessen  Grösse  im  Verein 
mit  der  durch  den  Vortrieb  bewirkten  Fahrt  den  Steuerkreis,  in  dem 
sich  das  Schiff  bei  konstanter  Steuerstellung  dreht,  bedingt.     Bei  der 

Vertikalsteuerung  erfolgt  die  Drehung  nur  so  lange,  bis  das  geweckte 

< 

31)  Voyer,  Bev.  de  TAgronantique  7  (1894),  p.  1. 

32)  m.  aSr.  Mitt.  6  (1902). 

33)  J.  de  math.  (2)  6  (1896),  p.  23. 

34)  Paris  C.  R.  129  (1898),   p.  568. 
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Drehmoment  des  Luftwiderstandes  jenem  gleich  ist,  das  durch  die 
Entfernung  des  Schwerpunktes  von  der  durch  das  Auftriebszentrum 
gehenden  Vertikalen  entsteht.  Der  geringe  Erfolg  der  steuerbaren 
Ballons  ist  durch  ihre  im  Verhältnis  zur  gewöhnlichen  Windgeschwin- 
digkeit geringe  Eigengeschwindigkeit  bedingt  Ch.  Benard  hat 
6,5msec"^,  F.  v,  Zeppdin  7^msec"*  wirklich  erreicht.  Den  Wider- 
stand  eines,  dem  seinigen  ähnlichen  BaUons  von  d  m  Durchmesser 
und  vm  Geschwindigkeit  giebt  Ch.  Benard  ^^)  in  kg  folgendermassen  an: 

W=0fil6Sbd'vK 

3,  Beobachtung  der  auf  die  Aerodynamik  besügliohen  Grössen. 

Zur  Beobachtung  der  Richtung  der  Windgeschwindigkeit  dienen  Wind- 
fahnen (Wimpel)  und  die  vorhin  (in  Nr.  1)  erwähnten  Methoden  der 
Schlierenbeobachtung  und  der  Rauchfäden.  Die  Komponente  der  Oe- 
seh  windigkeit  des  Windes  senkrecht  zu  einer  (meist  vertikalen)  Geraden 
wird  durch  das  Bobimon^sche  Anemometer  gemessen,  dessen  Haupt- 
bestandteil ein  Schalenkreuz  ist,  das  sich  um  eine  zu  jener  Geraden 
parallele  Axe  dreht.  Die  Windgeschwindigkeit  selber  wird  gemessen  durch 
Flügelrädchen  nach  Art  des  WoUmann^schen  hydrometrischen  Flügels'®), 
dessen  Drehaxe  in  die  Richtung  der  Windgeschwindigkeit  fallt  Beide 
Messungen  geben  nur  Mittelwerte,  deren  Art  von  dem  Trägheits- 
moment der  rotierenden  Massen  abhängt.  S.  P.  Langley^'^)  hat  dasselbe 
beim  Böbinson^Bciieji  Schalenkreuz  auf  ein  Minimum  herabgesetzt 
G,  Becknagd^)  hat  das  Flügeliüdchen  so  geformt,  dass  seine  Angaben 
eine  lineare  Funktion  der  Geschwindigkeit  werden.  Die  Instrumente  rea- 
gieren auf  Geschwindigkeiten  von  über  0,1  bis  0,2  msec"  *.  Eine  zweite 
Methode,  die  Windgeschwindigkeit  zu  messen,  besteht  darin,  dass  man 
den  Druck  ermittelt,  den  eine  senkrecht  zum  Wind  gestellte  Platte 
erfährt. 

Statt  den  Gesamtdruck  direkt  zu  bestimmen,  hat  G.  Becknagd^) 
den  Unterschied  der  Drucke  in  den  Mittelpunkten  der  Vorder-  und 
Rückseite  einer  quer  zum  Wind  gestellten  kreisförmigen  Platte  mano- 
metrisch gemessen  und  damit  minimale  Dimensionen  des  Anemo- 
meters bis  zu  5  mm  herab  erzielt.  Ein  scheibenartiges  Döschen  ist 
im  Innern  durch  eine  Querwand  in  zwei  Kammern  geteUt,  von  wei- 


ss) Paris  C.  R.  101  (188Ö),  p.  1111. 

36)  Vgl.  IV  19  {Farchheimer). 

37)  Bev.  de  FAgronautique  6  (1893),  p.  43. 

38)  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  4  (1878),  p.  179. 

39)  Verh.  deutsch.  Naturf.  u.  Ärzte,  München  1899,  p.  76.   Vgl.  0.  Ereil, 
Hydrostatische  Messinstrumente,  Berlin  1897. 
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chen  die  eine  durch  ein  Loch  in  der  Mitte  der  Vorderfläche^  die 
andere  durch  ein  solches  in  der  Mitte  der  Rückääche  mit  der  Aussen- 
luft  korrespondiert.  *  Die  vordere  Kammer  wird  durch  den  Luftstrom 
angeblasen,  die  rückwärtige  ausfresauirt  und  der  Druckunterschied  beider 
durch  ein  ;mpfindliches  Wasseianometer  mit  schwach  geneigtem  Ab- 
leseschenkel  gemessen.  Der  Dmckunterschied  ist  dem  Quadrat  der 
Geschwindigkeit  proportional. 

Zur  Bestimmung  des  statischen  Druckes  der  unbewegten  Luft 
dienen  Barometer  und  Manometer.  In  bewegter  Luft  sind  ihre  An- 
gaben fehlerhaft.  Ein  Instrument^  welches  den  Druck  bewegter  Luft 
messen  soll,  ist  von  F.  Nvpher^^)  angegeben.  Der  Raum  zwischen 
zwei  nahegesteUten  parallelen,  kreiförmigen  Platten  würde  von  einem 
gegen  die  Platten  streichenden  Luftstrom  ausgesaugt  werden.  Er- 
füllt man  ihn  mit  einem  Packet  feiner  Drahtnetze,  welche  über  den 
Rand  der  Platte  etwas  vorragen,  so  entsteht  an  dem  vorragenden 
Streifen  eine  Druckwirkung,  die  so  abgeglichen  werden  kann,  dass 
sie  der  Saugwirkung  das  Gleichgewicht  hält.  Der  statische  Druck  in 
der  Mitte  des  netzerfüllten  Zwischenraumes  giebt  dann  den  Druck 
der  bewegten  Luft  an. 

Weit  leichter  ist  der  Druck  der  bewegten  Luft  an  der  Oberfläche 
eines  Hindernisses  zu  messen.  Bringt  man  an  dem  Punkte,  wo  die 
Messung  erfolgen  soll,  eine  feine  Öffnung  an,  die  mit  einem  Mano- 
meter in  Verbindung  steht,  so  wird  in  jene  Öffnung  so  lange  Luft  ein- 
geblasen, bezw.  aus  ihr  abgesaugt,  bis  in  dem  Verbindungsteil  zum 
Manometer  derselbe  statische  Druck  herrscht,  wie  im  Luftstrom,  der 
an  der  Öfhung  vorbeistreicht*^). 

um  den  aus  der  inneren  Unruhe  des  natürlichen  oder  auch  künst- 
lich erzeugten  Windes  entstehenden  Fehlerquellen  zu  entgehen,  werden 
in  der  Regel  die  auf  Luftwiderstand  zu  untersuchenden  Körper  durch 
die  ruhende  Luft  bewegt.  Dies  geschieht  zumeist  in  kreisförmiger 
Bahn  mittels  des  Rundlaufapparates ^^).    Den  schädlichen  Einfluss  des 

40)  The  Engineer  86»  (1898),  p.  617. 

41)  G.  Becknagel,  Ann,  Phys.  Chem.  (2)  10  (1880),  p.  677;  J.  Irminger,  Engi- 
neering 60*  (1896),  p.  787. 

42)  Durchmesser  der  Rundlauiapparate  von: 

K.  Scheübach,  Ann.  Phys.  Chem.  148  (1871),  p.  1  Durchm.      0,3  m; 

G.  Hagen,  Ann.  Phys.  Chem.  152  (1874),  p.  96  „  8,0  m; 

G.  Recknagel,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  80  (1886),  p.  489  „  2—10  m; 

F.  V.  LösfA,  Die  Lufbwiderstandsgesetze  „  2,5 — 3  m; 

P.  8.  La/ngley,  Experiments  in  aSrodynamics  „  18,2  m; 

H.  8.  Maxim,  Bev.  de  TASronautique  5  (1892),  p.  45  „  19,4  m; 

0.  Mannesmanny  Diss.  Tübingen  1897  „  1,0  m; 
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Mitwindes  und  die  Abhängigkeit  der  erzielten  Luftwiderstandswerte 
vom  Verhältnis  der  Eörperirrösse  zum  Bahnradius  hat  G.  Becknagd  fOr 
kreisförmige  Scheiben  IteLcht«).  Es  zeigt  eich,  isT^en^ 
Verhältnis  die  LuftwidersiSnde  wachsen.  Bei  den  grossen  Rundlauf- 
apparaten^  die  im  Freien  arbeiten,  stört  der  niemals  ganz  ruhende 
Wind  und,  wenn  man  zur  Vermeidung  dieser  Störung  sehr  grosse 
Geschwindigkeiten  yerwendet,  die  2ientrifugalkraft. 

Ausser  Versuchen  mit  Rundlaufapparaten  dienen  noch  Fallver- 
suche  zur  Messung  des  Luftwiderstandes,  teils  mit  senkrechter  Bahn 
an  vertikalen  Drähten  gleitend,  teils  auf  schiefer  Bahn^).  Ein  ganz 
eigenartiger  Apparat  zur  Vergleichung  yerschiedener  Luftwidersiände 
wurde  von  v.  Lössl  benutzt.  Ein  leichter  gleicharmiger  Wagebalken 
trägt  an  den  Enden  an  Stelle  der  Schalen  die  zu  yergleichenden 
Körper,  welche  gleich  schwer  sein  müssen.  Er  wird  mit  grosser 
Geschwindigkeit  vertikal  in  die  Höhe  gezogen  und  man  ersieht  dann 
am  Ausschlag,  welcher  von  den  Körpern  grösseren  Luftwiderstand 
erfährt**). 

4.  Abhängigkeit  des  Luftwiderstandes  von  den  Dimensionen 
des  Hindernisses»  sowie  von  der  Dichte»  (Geschwindigkeit  und  Be- 
sohleuniguni;  der  Luft.  Die  schon  von  Newton  gelehrte  und  auch 
aus  der  Hydrodynamik  folgende  Proportionalität  zwischen  Luftwider- 
stand und  Dichte  ist  niemals  bestritten  worden,  dagegen  ist  die  Zu- 
nahme mit  dem  Quadrat  der  Lineardimensionen  des  vom  Luftstrom 
getroffenen  Körpers  unter  sonst  gleichen  Umständen  (Form,  Ge- 
schwindigkeit, Dichte)  wiederholt  Gegenstand  der  Kontroverse  ge- 
wesen. Neben  der  nächstliegenden  Ansicht,  dass  ähnliche  Körper  bei 
gleicher  Geschwindigkeit  gleichen  spezifischen  (auf  die  Querschnitts- 
einheit reduzierten)  Widerstand  erfahren,  findet  man  sowohl  die  An- 
sicht vertreten,   dass  der  spezifische  Widerstand  mit  der  Ghrösse  zu- 


W.  H.  Dines,  Lond.  Roy.  Soc.  Proc.  48  (1890),  p.  223  Durchm.       17  m; 

Stadiengesellschaft  f.  elektr.  Schnellbahnen,  Elektrotechn. 

Zeitschr.  22  (1901),  p.  672  „  6,8  m. 

43)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  30  (1886),  p.  490.   Er  findet  den  Widerstand 

Tr=  (F8V^:2g)  [1,12  +  (3,21  D  —  0,632i)«) :  i], 

wo  F=  Fläche  in  m',  v  »=  Geschwindigkeit,  g  =  Erdbeschleunigung,  D  »  Durch- 
messer der  Scheibe,  X  =  Radius  des  Apparates  —  alles  in  m  — ,  «aeGlewicht 
von  1  m'  Luft. 

44)  Newton,  Principia  Liber  2,  Sectio  VII,  §  61,  13.  Vers.;  L.  CaiUetet  und 
E.  Colardeau  am  Eiffelturm  Paris  C.  K  116  (1892),  p.  13;  F.  Le  DanUc  und  Cano- 
vetti,  Referat  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  43  (1899),  p.  1376. 

45)  V.  Lössl,  Die  Luftwiderstandsgesetze,  Wien  1896,  p.  19. 
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nimmt ^^);  als  auch  dass  er  mit  derselben  abnimmt ^^).  Letztere  Ansicht 
wurde  durch  Versuche  an  der  Towerbrücke  gestützt^  nach  welchen 
eine  100  m^  grosse  Fläche  kaum  den  sechsten  Teil  des  spezifischen 
Widerstandes  einer  0,1  m*  grossen  Fläche  erfährt*^).  Zur  Erklärung 
der  Thatsache^  dass  kleinere  Flächen  unter  gleichen  Umständen  grössere 
spezifische  Drucke  erleiden,  kann  die  innere  Unruhe  des  Windes 
dienen,  sobald  man  voraussetzt,  dass  die  grossen  Flächen  gross  gegen 
die  Dimension  der  lokalen  Windstörungen  sind. 

Für  die  Abhängigkeit  des  Luftwiderstandes  von  der  Geschwindtg- 
keit  ist  bei  sehr  kleinen  Geschwindigkeiten  unter  0,2  msec~^  die  innere 
Reibung  der  Luft  massgebend.  Der  Körper  scheint  sich  dabei  mit  einer 
dünnen  Schicht  stagnierender  Luft  zu  umhüllen  und  der  Widerstand 
ist  annähernd  der  Geschwindigkeit  proportional.  Von  dieser  Art  ist 
der  Luftwiderstand,  der  bei  langsamen  Schwingungsbeobachtungen  in 
Betracht  gezogen  wird^).  Für  grössere  Geschwindigkeiten  gilt  im 
weiten  Umfange*^)  das  quadratische  Gesetz.  Auf  Grund  von  Newton* s 
Vorstellung  folgert  man  dasselbe  in  der  Art,,  dass  einerseits  die  in 
einem  kleinen  ZeitteUchen  zum  Zusammenstoss  mit  dem  Körper  ge- 
langende Luftmasse  proportional  der  Relativgeschwindigkeit  der  Luft 
gegen  den  Körper  ist,  andererseits  aber  auch  die  Geschwindigkeitsände- 
rung, welche  sie  erfährt-,  dem  Produkt  beider,  also  dem  Quadrat  der 
Belativgeschwindigkeit,  ist  der  Luftwiderstand  proportional.  Aus  den 
Grundgleichungen  der  Hydrodynamik  folgt  durch  Anwendung  des  Prin- 
zipes  der  Ähnlichkeit  der  Bewegungen,  dass  bei  einer  stationären  Be- 
wegung mit  /:-fachen  Geschwindigkeiten,  welche  weit  unter  der  Schall- 
geschwindigkeit liegen,  A;^-fache  Drucke,  Beschleunigungen  und  äussere 
KnLfte  vorhanden  sein  müssen.  Wenn  sich  die  Geschwindigkeit  der 
Schallgeschwindigkeit  333  msec~^  nähert,  so  ändert  sich  die  Abhängig- 
keit des  Luftwiderstandes  von  der  Geschwindigkeit '^);  derselbe  steigt 
sehr  viel  rascher  als  es  das  quadratische  Gesetz  verlangt,  um  dann 
bei  Geschwindigkeiten  über  400  msec~*  ein  neues  quadratisches  Gesetz 

46)  Ausser  älteren  Autoren  von  0.  Mannesmann,  Diss.  Tübingen  1897,  p.  27. 
Vgl.  dagegen  O,  Rechnagel,  Ann.  Phys.  Chem.  (2;  10  (1880),  p.  677,  sowie  Fussn.  48. 

47)  F.  V.  Zeppelin,  Zeitechr.  f.  Luftsch.  lö  (1896),  p.  172;  /.  Wolf  Barry, 
Engineering  (2)  66  (1898),  p.  408. 

48)  M,  ThUsen,  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  26  (1886),  p.  814;  vgl.  auch  IV  16, 
15  (Love). 

49)  Nachgewiesen  von  K.  ScheUbach  von  v  =  0,2  bis  6  msec^  von  F,  v.Lösü 
bis  12msec~\  von  F,  8.  Langley  bis  80  msec~~^;  aus  ballistischen  Versuchen  nach 
C.  Crom,  Äussere  Ballistik,  Leipzig  1896,  p.  61,  68  und  61  bis  240  msec-^ 

60)  Eier  sei  auf  die  Theorie  des  Luftwiderstandes  von  J.JUmann  hin- 
gewiesen, Zeitschr.  f.  Luftsch.  89  (1900),  p.  147. 
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mit  beinahe  dreimal  so  grossem  konstanten  Faktor  zu  befolgen  ^^). 
Die  Ursache  dieser  Änderung  muss  in  der  Bildung  einer  sogenannte^n 
konischen  Kopfwelle  gesucht  werden,  welche  bei  so  grossen  Geschwin- 
digkeiten ähnlich  der  Bugwelle  eines  Dampfers  auftritt,  relativ  gegen 
den  Körper  ruht,  und  auf  der  Leeseite  einen  luftverdOnnten  Raum  ab- 
grenzt.  Der  Sinus  des  halben  Offiiungswinkels  der  konischen  Kopf- 
welle ist  gleich  dem  Quotienten  aus  Schallgeschwindigkeit  und  Re- 
lativgeschwindigkeit  zwischen  Körper  und  Luft**). 

Über  den  Einflass  der  BdativbescMeunigung  auf  den  Luftwider- 
stand, welcher  sich  nach  der  Hydrodynamik  in  einer  scheinbaren  Ver- 
mehrung der  Masse  des  bewegten  Körpers  um  einen  von  der  Art  der 
Bewegung  abhängigen  Teil  der  verdrängten  Luftmasse  äussern  müsste, 
giebt  es  wenig  Beobachtungen.  J.  Didion^)  schliesst  aus  Fallversuchen 
einer  ebenen  Kreisscheibe  auf  einen  solchen  Einfluss  von  geringem 
Betrage.  Dagegen  hat  0.  LUienÜial  ^)  bei  Versuchen  mit  Schlagflügeln 
eine  9 — 10  fache  Vermehrung  des  Luftwiderstandes  gegenüSer  jenem, 
welcher  bei  einseitiger  Bewegung  mit  gleichförmiger  Durchschnitts- 
geschwindigkeit auftritt,  gefunden. 

Was  die  Abhängigkeit  des  Luftwiderstandes  von  der  Fonn  des  Um- 
risses der  getroffenen  Fläche  angeht,  so  bildet  sich  nach  F.  v.  Lössl  ^) 
auf  der  Stossseite  ebener  Flächen,  die  senkrecht  zu  ihrer  Ebene  bewegt 
werden,  ein  Luftstauhügel  aus,  der  von  einer  Fläche  konstanter  Böschung 
(45®)  begrenzt  ist.  Hervorragungen  der  Fläche,  die  innerhalb  des  Luft- 
stauhügels verlaufen,  sind  auf  den  Widerstand  ohne  Einfluss.  In  der 
Hauptsache  besteht  Proportionalität  zwischen  Luftwiderstand  und 
Flächeninhalt.  Doch  finden  v,  Lössl,  F,  Le  Dantec^^)  und  Q.Hagen^'^) 
übereinstimmend,  dass  bei  gleichem  Inhalt  der  Kreis  den  kleinsten 
Widerstand  bietet,  v,  Lössl  lässt  diese  Thatsache  nur  bei  ganz  ebenen 
Flächen  gelten.    Weim  der  Rand  der  Fläche  gegen  den  Luftstrom  zu 


61)  Vgl.  C,  Crom,  Äussere  Ballistik,  Leipzig  1896,  p.  39,  sowie  IV  18,1b 
(Cranz), 

62)  E.  Mach  und  /.  Wentzel,  Wien.  Ber.  92*»  (1886),  p.  626;  E.  Mad^  und 
P.  Solcher,  ebenda  96*»  (1887),  p.  764;  97«»  (1888),  p.  1046;  98«»  (1889),  p.  41, 
1267,  1360;  101*»  (1892),  p.977;  106«*  (1896),  p.  606. 

63)  C.  Crane,  Äussere  Ballistik,  Leipzig  1896,  p.  46; 

ir=  F  (0,036  +  0,084  r»  ±  0,164  dv :  dt) 
in  Luft  von  10^  und  760  mm. 

64)  0.  Lüienihal,  Der  Vogelflug,  p.  48. 
66)  Die  Luftwiderstandsgesetze,  p.  34. 

66)  Die  Luftwiderstandsgesetze,  p.  81;  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  43 
(1899),  p.  1376. 

57)  Ann.  Phys.  Chem.  162  (1874),  p.  96. 
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nur  ein  wenig  erhöht  ist^  was  die  Ausbildung  des  Luftstauhügels  be- 
günstigt; so  ist  das  Format  ganz  gleichgiltig.  Bezeichnet  man  den 
Luftwiderstand  einer  so  berandeten  Fläche  mit  1^  so  ist  der  einer 
gleich  grossen  Ereisscheibe  ohne  Band  0,83;  eines  Quadrates  0^86; 
eines  gleichseitigen  Dreiecks  0^90,  eines  Rechtecks  mit  dem  Seiten- 
verhältnis 1:2   0,9,   eines  solchen  mit  1:4   0,94. 

Nach  V.  Lössl^^)  wäre  der  Druck  gleichmässig  über  die  Stossseite 
verteilt  und  die  Resultante  ginge  durch  den  Schwerpunkt.  G.  Beck- 
nagd^^)  fand  auf  manometrischem  Wege  folgende  empirische  Formel 
für  die  Verteilung  des  Überdrucks  auf  die  Vorderseite  einer  Kreis- 
scheibe: 

P=  P„[l  -0^9  (-^)'+  0,734  (A )*-  1,19  (^)'j, 

wobei  r  der  Radius  der  Scheibe,  q  die  Entfernung  vom  Mittelpunkt 
bedeutet  und  P^^=^FvK    Auf  der  Rückseite  war  der  Minderdruck 

ziemlich  gleichmässig  (=  0,37  P^)  mit  ganz  schwacher  Zunahme  gegen 
den  Rand  zu.  Hiermit  stimmen  der  Art  nach  die  Versuche  von 
F,  Nipher^)  an  einer  rechteckigen  Platte. 

Was  den  Proportionalitätsfaktor  betrifft,  der  angiebt,  wie  gross 
der  Widerstand  von  1  qm  bei  1  msec~*  senkrechter  Geschwindigkeit 
ist,  so  schwanken  die  Angaben  für  mittlere  Verhältnisse  (15®  C.  und 
760  mm  Barometerstand)  etwa  zwischen  70  gr  und  125  gr.  Ersteren 
Wert  findet  6f.  Becknagd  auf  manometrischem  Wege.  Mittlere  Werte 
finden:  F,LeDaniec  80 gr,  J.Didion  84 gr,  P.S.Langley  85  gr,  Gi, Renard 
85  gr,  CanoveUi  90  gr,  J.  Weissbach  93  gr;  grössere  Werte  J.  Smeaton 
122  gr,  F,  V,  Lössl  125  gr,  0.  IMienthal  125  gr  und  E.  J.  Marey  125  gr. 
V,  Lössl^s  Wert  gilt  nur  für  Flächen  mit  vorstehendem  Rande;  für 
glatte  Flächen  ermässigt  er  sich  auf  ca.  106  gr^^).  Der  erstgenannte 
Wert  (125  gr)  ist  auf  Grund  der  Lufbhügeltheorie  abgeleitet  und  ent- 
spricht der  Formel  W^  —Fv^{WvLndy  in  kg,  gxmdv  in  m,  J'in  m*). 

6r.  Kirchhoff  ^^  findet  im  Anschluss  an  die  Annahme  von  Diskontinui- 
tätsflächen für  unendlich  lanire  Rechtecke  W=  7-1 —  —  Fv^,     Dieser 

®  4-4-  «    5f 

Formel  entspricht  ein  Winddruck  von  55  gr  pro  m*  Fläche  und 
1  msec-^  Geschwindigkeit. 

58)  Die  Luftwiderstandsgesetze,  p.  51. 

59)  Zeitschr.  d.  Yer.  deutsch.  Ing.  30  (1886),  p.  489. 

60)  The  Engineer  85  (1898),  p.  517,  Beferat. 

61)  Die  Lufbwiderstandsgesetze,  p.  80. 

62)  Yorlesungen  über  mathematische  Physik,  Bd.  1:  Mechanik,  Leipzig  1888, 
8.  Aufl.,  p.  807. 
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5.  Grösse  und  Eiohtang  des  Luftwidexstandes  ebener  Flttohen, 
die  schief  zu  ihrer  Ebene  bewegt  werden.  Aus  Newtofis  Anschaa- 
ungen  folgt  unmittelbar,  dass  der  Luftwiderstand  auch  beim  schiefen 
Luftstoss  senkrecht  zur  Fläche  wirkt  und  sich  zu  jenem  bei  senk- 
rechtem Stoss  verhalt,  wie  das  Quadrat  des  Sinus  des  Winkels  der 
Bewegongsrichtimg  gegen  die  Fläche  zu  Eins  (  Tr=  TF„  sin* «).  Diese 
Formel  hat  dem  Experiment  nicht  entsprochen,  namentlich  nicht  bei 
kleinen  Winkeln.  Es  sind  sehr  viele  andere  Formeln  aufgestellt  worden, 

^^      • 

so  von  Duchemm^)  TF=W^-  ,  .  ,-,  welche  Zaw^fey**)  fOr  qua- 
dratische Platten  besi»tigt  hat,  und  von  v.  Lössl^)  W=  W^-  sin  a, 
welche  dieser  Autor  aus  der  Lufthügeltheorie  ableitet  und  experi- 
mentell  bestätigt.  Über  einer  schiefen  Fläche  bildet  sich  hiemach  nicht 
ein  unter  45^  gegen  die  Normalebene  zur  Bewegungsrichtung  abge- 
böschter  Lufthügel  aus,  sondern  der  Böschungswinkel  ß  ist  mit  dem 
Schiefstellungswinkel  a  durch  die  empirische  Formel  tg  /3  =  sin  a 
(«  =  90«  /3  =  45«,  a  =  57<>  ^  =  40«,  «  =  35«  ß  =  30«,  a  =  21« 
^  =  20«,  a  =  10«  ß  =  10«)  verbunden.  Die  v.  LössVoche  Formel 
hat  in  den  £reisen  der  Flugtechniker  grosse  Verbreitung  gewonnen. 
G.  Kirchhoff  ^)  und  Lord  Bayleigh^"^)  haben  unter  Annahme  von  Diskon- 
tinuitätsflächen für  ein  in  der  Bewegungsrichtung  schmales  Rechteck 

die  Formel  W=  TT«  •  \.  ,       . — -  theoretisch  abcreleitet.    Für  denselben 

"•     4  +  «  8in  a  ® 

Fall  sucht  Lord  Kdvin^)   die  Formel  Tr= -5- jFv*  sinacosa  unter 

Beschränkung  auf  kleine  a  wahrscheinlich  zu  machen.  A.  Facckii^) 
fand  den  Normaldruck  für  kleine  Einfallswinkel  (0,5« — 7,5«)  nahezu 
konstant  gleich  W^iA.  Auch  im  übrigen  liegen  seine  Zahlen  erheb- 
lich über  der  v.  Zös^rschen  Formel. 

Bei  der  Ableitung  der  empirischen  Formeln,  welche  die  Ab- 
hängigkeit des  Widerstandes  vom  Luftstosswinkel  darstellen  sollen, 
ging  man  stets  von  der  meist  unausgesprochenen  Voraussetzung  aus, 
dass  eine  solche  unabhängig  von  der  Form  der  Fläche  oder  gar  von 
ihrem  Zusammenhang  mit  andern  Flächen   existiere,    was   nach  den 

68)  Duchemin^  Experimentalantersuchungen  über  den  Widerstand  der  Flüssig- 
keiten, deutsch  von  C.  Schnuse,  Braunschweig  1844,  p.  101. 

64)  Experiments  in  aSrodynamics,  Washington  1891,  p.  24. 
66)  Die  Luftwiderstandsgesetze,  p.  96. 

66)  J.  f.  Math.  70  (1869). 

67)  Phü.  Mag.  (2)  6  (1876),  p.  430. 

68)  Phil.  Mag.  (6)  88  (1894),  p.  409. 

69)  Teoria  del  volo,  Milano  1896,  p.  99.  Ähnliches  behauptet  A,  SamueUon, 
Zeitschr.  f.  Luftsch.  16  (1896),  p.  102. 
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hydrodynamischen  Ansichten  ganz  unwahrscheinlich  ist.  Langley^^*) 
hat  die  Abhängigkeit  des  Widerstandes  vom  Luftstosswinkel  för 
drei  annähernd  flächen^leiche  Rechtecke  a)  152  X  609  mm,  b)  305 
X  305  mm,  c)  760  X  122  mm  untersucht,  wobei  sich  das  erste  mit 
der  Schmalseite,  das  letzte  mit  der  Breitseite  voran  bewegt,  und  folgende 
Werte  för  das  Verhältnis  W:  W^  gefunden: 


tt 

5» 

10» 

15» 

20» 

25» 

30» 

35» 

40» 

45» 

a) 
b) 
c) 

0,07 
0,16 
0,29 

0,16 
0,30 
0,44 

0,29 
0,45 
0,56 

0,43 
0,58 
0,63 

0,57 
0,70 
0,67 

0,71 
0,78 
0,69 

0,83 
0,84 
0,72 

0,88 
0,74 

0,92 
0,76 

Bei  a  =  27^  sind  die  Unterschiede  sehr  gering,  bei  kleinen  Winkeln 
erleidet  die  Fläche,  die  an  der  Schmalseite  angeblasen  wird,  weit  ge- 
geringem Widerstand  als  jene,  die  auf  der  Langseite  angeblasen  wird. 

Alle  Autoren  stimmen  darin  überein,  dass  der  Luftwiderstand 
senkrecht  auf  der  ebenen  Fläche  steht,  v,  Lossl  ^^)  hat  gezeigt,  dass  bei 
dem  Phänomen  des  Luftwiderstandes  auf  Flächen,  die  sich  schief  zu 
ihrer  Ebene  bewegen,  der  Luftstosswinkel  als  solcher  ganz  ohne  Ein- 
fluss  ist.  Wird  eine  Ereisscheibe  senkrecht  zu  ihrer  Fläche  ange- 
blasen, und  beginnt  sie  in  ihrer  Ebene  um  ihren  Mittelpunkt  mit 
immer  steigender  Geschwindigkeit  zu  rotieren,  so  ändert  sich  der 
Luftwiderstand  gar  nicht,  obwohl  der  Luftstosswinkel  dauernd  kleiner 
wird.  Das  Maassgebende  ist  der  durch  den  Flächenumriss  bestimmte 
Querschnitt  des  Luftstroms,  der  das  Hindernis  trifft. 

Dem  von  Langley  messend  verfolgten  Einflüsse  des  Formates  der 
Fläche  sucht  v.  Lössl  durch  eine  Abänderung  der  Luftwiderstandsformel 
gerecht  zu  werden,  bei  deren  Ableitung  er  die  Relativgeschwindigkeit 
der  bewegten  Luft  in  eine  Komponente  v^  senkrecht  zur  horizontal  ge- 
dachten Ebene  (Sinkgeschwindigkeit)  und  in  eine  parallel  zur  Ebene  v^ 
zerlegt.  Die  letztere  bewirkt  eine  Vergrösserung  der  widerstehenden 
Fläche  um  den  Betrag  bv^^wob  die  Ausdehnung  der  Fläche  F  senkrecht  zu 
v^  ist;  Yom  Quadrat  der  zweiten  hängt  im  übrigen  der  Luftwiderstand 

ab.     Die  Formel   wird   dann  TF= -- (F-f- 6t?,)t;i*,   oder  wenn  man 

wieder    den   Winkel  a   und    die    Relatiygeschwindigkeit  v    einführt: 
Tr=  ~  (F  "{-bv  cos  a)  v^  sin^  a  (-^Luftdichte).    Auch  diese  Formel 

hat  V.  Lössl  innerhalb  der  Werte  a  =  7^ — 13^  und  v  =  0,8—1,9  m, 
wobei  sie  etwa  doppelt  so  grosse  Werte  giebt,  als  die  frühere  Formel 

69  *)  Experiments  in  aSrodynamics,  Washington  1891,  p.  62. 
70)  Vgl.  FuBsn.  71. 
Bnojrklop.  d.  in»t]i.  WiMentoh.    XY  8.  1% 
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W=  -^-  Fv^sia^a,  durch  Versuche  bestätigt ^^).    Die  Formel  hat  viel 

Widerspruch  erfahren'*). 

Bezüglich  des  Angriffspunktes  und  der  Verteäung  des  Luftwider- 
standes gegen  eine  geneigte  Ebene  folgert  v.  Lössl  aus  seiner  Lufthügel- 
theorie, dass  der  Luftwiderstand  über  die  ganze  Stossfläche  gleichförmig 
verteilt  sei  und  seine  Resultante  demgem'äss  durch  den  Schwerpunkt 
gehe.  Dem  widerspricht  die  allgemeine  ErfEihrung  und  das  Resultat 
vieler  Experimente,  welche  das  Vorhandensein  der  Avamsinf sehen 
Erscheinung  der  Hydraulik  auch  für  die  Aerodynamik  feststellen.  Die- 
selbe besteht  in  einer  Verrückung  des  Angriffspunktes  der  Resultante 
des  Luftwiderstandes  vom  Zentrum  der  Fläche  gegen  den  ange- 
blasenen Rand  zu.  Ausführliche  Versuche  hierüber  haben  Jössd'^^)  und 
E.  Kummer'^^)  angestellt.  Deren  Ergebnisse  wurden  von  P.  S,  Langley 
und  W.  H.  Dines  bestätigt.  Kummer  fand,  dass  auch  in  diesem  Falle 
die  Form  der  Fläche  von  Einfluss  ist,  und  dass  z.  B.  für  ein  Quadrat 
der  Angriffspunkt  des  Luftwiderstandes  bei  verschiedenen  Luftstoss- 
winkeln  innerhalb  der  mittleren  Bälfte  der  Platte  schwankt,  während 
bei  einem  Rechteck,  das  an  der  schmalen  Seite  angeblasen  wird,  sich 
jene  Schwankimg  auf  einen  kleineren  Bereich  (auf  ein  Fünftel  beim 
Seitenverhältnis  1  :  18)  beschränkt.  Lord  Bayleigh'^^)  hat  diese  Ver- 
änderung des  Angriffispunktes  auch  aus  der  G,  Kirchhoff  ^schen  Theorie 
der  Diskontinuitätsflächen  gefolgert  und  für  die  Entfernung  x  des  An- 
griffspunktes des  Widerstandes  eines  an  der  unendlich  langen  Seite  an- 
geblasenen Rechtecks  von  der  Mitte  der  Breite  l  den  Andruck 

8  008  a       j 

4(44-3r  sin«) 

gefunden.  Jossei  hat  für  dieselbe  Gb-osse  den  empirischen  Ausdruck 
X  =  0,3  (1  —  cos  a)  l  gegeben,  j^.  Joukowsky'^^)  hat  darauf  aufinerk- 
sam  gemacht,  dass,  wenn  die  angeblasene  Fläche  nicht  symmetrisch  zu 
einer  die  Windrichtung  enthaltenden  Ebene  ist,  die  Richtung  des  ge- 
weckten Luftwiderstandes  nicht  mehr  zu  einer  die  Windrichtung  und 
die  Flächennormale  enthaltenden  Ebene  parallel  liegt. 

71)  Zeitschr.  d.  öaterr.  Ing.  u.  Arch.-V.  50  (1898),  p.  454  und  481. 

72)  J.  Popper^  Zeitschr.  f.  Lufbsch.  15  (1896)«  p.  258,  sowie  Zeitschr.  d.  österr. 
Ing.-  u.  Arch.-V.  51  (1899),  p.  51  und  73;  O,  Wellner ^  Der  dynamische  Plug, 
BrOnn  1899,  p.  28Anm. 

73)  Memorial  du  g^nie  maritime  1870,  Brüssel. 

74)  Berl.  Abh.  1875  u.  1876. 

75)  Phil.  Mag.  (5)  2  (1876),  p.  430;  vgl.  E.  Gerlach,  Zeitschr.  f.  Luftsch.  5 
(1886),  p.  65,  mit  graphischen  Darstellungen. 

76)  Über  das  Schweben  der  Vögel,  Mosk.  math.  Samml.  16  (1891),  p.  29. 
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6.  Der  Luftwiderstand  von  flaohgewölbten  und  krummen 
Flächen,  sowie  von  Flächenkombinationen.  Wegen  ihrer  Eignung 
für  flugtechnische  Zwecke  haben  gewölbte  Fläclien,  welche  die  Form 
des  Yogelflügels  nachahmen^  yielfache  Untersuchung  ihres  Luftwider- 
standes erfahren  ^^.  Es  handelt  sich  dabei  um  Flächen  yon  ungefähr 
elliptischem  Umriss  mit  dem  Axenverhältnis  1:4  bis  1:6  und  einer 
Wölbungstiefe  von  1 :  12  bis  1 :  40^  welche  an  der  Langseite  ange- 
blasen werden.  Die  Krümmung  in  einem  dem  Lufkstrom  folgenden 
Querschnitt  ist  meist  an  der  angeblasenen  Seite  starker  als  an  der 
Leeseite.  Es  bezeichne  a  den  Winkel  des  Luftstosses  mit  der  Sehne 
eines  solchen  Querschnittes.  Die  Abhängigkeit  des  Luftwiderstandes 
von  a  ist  nach  0.  Lüienthal''^)  eine  ganz  andere  als  bei  ebenen 
Flächen  von  gleichem  Umriss.  Für  a  =  90®  stimmen  die  Werte  in 
beiden  Fällen  überein.  Während  aber  der  Luftwiderstand  ebener 
Flächen  mit  a  =  0  yerschwindet^  ist  bei  den  gewölbten  noch  ein 
solcher  im  Betrage  von  0,1  —  0,4  vom  maximalen  vorhanden  ^«•)  und  für 
geringe  Neigungen  wie  a  =  15®  beträgt  er  0,5  —  0,9  des  Maximal- 
wertes. Dabei  liegt  die  Richtung  des  Luftwiderstandes  in  dem  Liter- 
vall  von  a  =  10®  bis  cc  =  40®  um  einige  Grade  vor  der  Normalen  zur 
Sehne,  wodurch  unter  Voraussetzung  eines  horizontalen  Luftstromes 
die  Yertikalkomponente  (der  hebende  Teil  des  Luftwiderstandes)  im 
Vergleich  zur  ebenen  Fläche  noch  vergrössert,  die  Horizontalkompo- 
nente (der  die  Bewegung  hindernde  Teil  desselben)  verringert  wird. 
Diese  Resultate  hat  G.  Wellner '^^)  bestätigt;  derselbe  findet  gleich 
0.  LUienihal  für  sehr  günstig  gestaltete  Flächen  unter  Umständen 
eine  Aufhebung  der  Horizontalkomponente,  ja  sogar  ein  Bestreben  der 
Flächen,  gegen  den  Wind  zu  fliegen,  was  indessen  anderweitig  be- 
stritten und  auf  Fehler  der  Beobachtungsmethode  zurückgeführt 
wurde  ^).  Die  Versuche  von  0.  JUcmnesmann^^)  mit  schwach  ge- 
wölbten Kugelhauben  von  kreisförmigem  Umriss  zeigen  nichts  von 
diesen  Eigentümlichkeiten,  namentlich  auch  nicht  die  relativ  starken 
Hebewirkungen  des  Luftwiderstandes  bei  kleinen  Neigungswinkeln. 

Wenn    zwei    parallele    Flächen    in    der    Richtung    des   Windes 


77)  H.  Fhüipps,  Engineering  40  (1885),  p.  160. 

78)  0.  LüiefUhal,  Der  Vogelflug,  Berlin  1889,  p.  93. 

78')  W.  Kutta  hat  den  hierhergehörigen  Fall  einer  zweidimensionalen  Be- 
wegung theoretisch  untersucht  und  g^ute  Übereinstimmung  mit  dem  Experiment 
gefunden,  lllustr.  a^r.  Mitt.  6  (1902),  p.  183. 

79)  Zeitschr.  d.  österr.  Ing.  u.  Arch.-V.  45  (1893),  p.  858. 

80)  Ä,  V.  Obermayer,  Zeitschr.  f.  Lufbsch.  15  (1896),  p.  120. 

81)  Diss.  Tübingen  1897,  p.  42. 
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hintereinander  stehen^  so  erleidet  die  im  Lee  stehende  eine  Yer- 
mindening  des  Widerstandes,  welche  bei  Ereisscheiben  im  Abstand 
des  Durchmessers  nach  L.  CaiUetet  und  E.  Colardeau^  0,9 ^  nach 
0.  Mannesnumn^)  O/l  des  Widerstandes  der  yorderen  Scheibe  be- 
tragt. Im  Abstände  gleich  1,67  Durchmesser  tritt  nach  letzterem 
aber  schon  eine  schwache  Vermehrung  auf.  Wichtiger  ist  das 
Verhalten  übereinanderstehender  Flächen.  Nach  Messungen  Lang- 
!ey's^)  üben  Rechtecke,  welche  an  der  Langseite  unter  schwachen 
Winkeln  angeblasen  werden  und  um  die  ein-  bis  anderthalbfache 
Lange  der  Schmalseite  in  paralleler  Stellung  übereinanderstehen, 
keinen  merklichen  Einfluss  mehr  aufeinander  aus,  und  das  gleiche 
wurde  von  H.  Philipps  und  0.  Lüienthal^)  Sir  schwach  gekrümmte 
Flächen  gefunden. 

Nach  V.  Lössl  erleidet  ein  Keil  mit  dem  Winkel  2  a,  welcher  in 
der  Symmetrieebene  senkrecht  zur  Schneide  angebbisen  wird,  einen 
Widerstand,  wie  eine  senkrecht  zum  Winde  gestellte  Äquivalentfläche 
von  der  Grösse  fsma,  wenn  f  die  Basisfläche  des  Keiles  ist.  2).  Boby- 
leff^)  hat  die  Kirchhoff^sche  Methode  der  Diskontinuitätsflächen  auf 
den  Fall  eines  symmetrisch  angeblasenen  Keiles  von  unendlich  langer 
Schneide  angewendet  und  die  erhaltenen  theoretischen  Resultate  stehen 
mit  V.  LössVb  Versuchen  in  guter  Übereinstimmung.  Für  den  Wider- 
stand einer  regulären  dreiseitigen  Pyramide,  die  parallel  der  Axe  be- 
w^  wird,  findet  v.  Lössl  die  Aquivalentfläche  0,9  /"sin  et,  fär  jenen 
einer  quadratischen  Pyramide  0,86  sin  et,  eines  Kreisk^^ls  0,83  sin  o, 
wobei  a  den  Winkel  zwischen  Bewegungsrichtung  und  Fläche  bedeutet; 
für  eine  Kugel  /* :  3,  fär  einen  Kreiszylinder,  der  senkrecht  zu  den  Er- 
zeugenden angeblasen  wird,  2/*:  3.  Unter  f  ist  dabei  stets  die  Projek- 
tion des  Körpers  auf  eine  Ebene  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung 
verstanden.  Altere  Autoren  haben  die  Aquivalentfläche  einer  Kugel 
grösser®'),  neuere^)  kleiner  gelinden.  Auf  Örund  des  Newtan^schea 
Widerstandsgesetzes  ergiebt  sie  sich  zu  0,4  f.  Wollte  man  das  v.  Lösd- 
sehe  Gesetz  als  Elementargesetz  ftlr  unendlich  kleine  Flächenelemente 
gelten  lassen,  so  bekäme  man  für  die  Kugel  2/*:  3. 

82)  Paris  C.  R.  117  (18),  p.  246. 

88)  Diss.  Tübingen  1897,  p.  48. 

84)  Experiments  in  aSrodynamics,  Washington  1891,  p.  47. 

86)  Zeitschr.  f.  Lnftsch.  14  (1896),  p.  287. 

86)  J.  d.  mss.  phys.-chem.  Gesch.  18  (1881),  p.  68. 

87)  J.  a  Borda  0,406/*,  Ch.  HutUm  0,418/*,  T.  Vinct  0,408/*;  nach  0.  Orang, 
Äussere  Ballistik,  Leipzig  1896,  p.  140. 

88)  CanovetH  0,28/*,  ygl.  Referat  in  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  48 
(1899),  p.  1876. 
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Nach  G.  Bechnagd  ist  der  Luftdruck  gegen  den  Scheitel  eines 
beliebigen,  parallel  zur  Axe  angeblasenen  Rotationskörpers,  dessen 
Tangentialebene  senkrecht  zur  Rotationsaxe  steht,  durch  die  Formel 

oder  fär  kleine  Geschwindigkeiten 

(P  Luftdruck,  y :  g  Luftdichte,  v  Geschwindigkeit,  ß  Verhältnis  der 
spezifischen  Wärmen).  Diese  Formel  folgt  daraus,  dass  an  einer 
solchen  Stelle  die  lebendige  Kraft  der  Luft  adiabatisch  yollständig 
in  Druck  und  Temperaturerhöhung  umgesetzt  wird»»). 

Viele  Experimentaluntersuchungen  beweisen  die  Unzulässigkeit 
des  mit  den  elementaren  Annahmen  der  Hydrodynamik  im  Wider- 
spruch stehenden  Verfahrens,  den  Widerstand  eines  beliebig  gestal- 
teten Körpers  auf  Grund  eines  Elementargesetzes  für  den  Widerstand 
eines  Flächenelements  durch  Summation  über  die  Oberfläche  zu  be- 
stimmen. Damit  verliert  auch  die  Lösung  des  bekannten  Problems 
der  Variationsrechnung,  auf  Grund  des  ^eu^^ 'sehen  Luftstossgesetzes 
die  Form  eines  Rotationskörpers  yon  minimalem  Luftwiderstand  zu 
finden,  an  praktischer  Bedeutung*^).  E,  Kummer ^^)  hat  für  eine  An- 
zahl Ton  Rotationsflächen  die  verwickelten  Quadraturen  ausgemittelt, 
auf  welche  das  Problem,  auf  dem  angedeuteten  Wege  den  Luft- 
widerstand zu  ermitteln,  führt.  Er  setzt  dabei  voraus,  dass  die 
Rotationskörper  (Kegel,  Cylinder,  Rotationsellipsoid  und  Kombi- 
nationen von  Cylindem  mit  Kegeln  und  Rotationsellipsoiden)  von 
einem  beliebig  gerichteten  Luftstrom  getroffen  werden  und  untersucht 
namentlich  die  Lage  des  Angriffspunktes  auf  der  Drehaxe.  Für  die 
Form  einer  Granate  (Cylinder  mit  aufgesetztem  Halbellipsoid)  stimmt 
sie  einigermassen  mit  direkten  Versuchen  bei  geringen  Geschwindig- 
keiten (v  =  6  msec"^). 


89)  Ann.  Phys.  Cham.  (2)  10  (1880),  p.  677. 

90)  Vgl.  rV  18  1  c  (Oranz)  sowie  II A  8  (Kneser).  An  das  vorliegende  Problem 
hat  Ä.  M.  Legendre,  Paris,  Mäm.  de  TAcad.  1788,  p.  7^37  »  F.  OsUocUd,  Klassiker 
der  exakten  Wissenschafben  Nr.  47,  herausgegeben  von  P.  Stäckel,  Leipzig  1894, 
p.  70  ff.  und  später  unabhängig  von  ihm  K,  Weierstrcua  in  Vorlesungen  die  für 
die  Variationsrechnung  wichtige  Bemerkung  geknüpft,  dass  bei  Ausdehnung  des 
JVetoton'schen  Widerstandsgesetzes  auf  gezackte  Meridiankurven  der  Widerstand 
einer  nach  einer  solchen  Kurve  geformten  Rotationsfläche  unter  jedes  Maass  herab- 
gedrückt werden  kann. 

91)  Berl.  Abh.  1875  u.  1876. 
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Experimentell  hat  sich  die  Torpedoform  als  solche  yon  gering- 
stem Luftwiderstand  bei  Yorgegebener  Querschnittfläche  ergeben.  Für 
das  Verhältnis  1 : 6  Yom  Durchmesser  zur  Länge  eines  Rotations- 
körpers kann  man'  durch  geeignete  Formengebung  die  Äquivalent- 
flache  auf  mindestens  ein  Sechstel  des  grössten  Querschnittes  herab- 
drücken ^). 

7.  Drachen.  Hienmter  versteht  man  Flächen  oder  Flächenkom- 
binationen^  welche  durch  den  Winddruck  gehoben  werden ,  wobei  sie 
durch  eine  Leine  mit  der  Erde  in  Verbindung  stehen.  Die  Resultante 
aus  Eigengewicht  und  Winddruck  muss  in  die  Tangente  am  obem 
Ende  der  Leine  fallen  und  ihre  Vertikalkomponente  mindestens  gleich 
dem  Gewicht  der  Leine  ^  vom  tiefsten  Punkt  (in  der  Regel  dem  Be- 
festigungspunkte) aus  gerechnet  sein.  Für  grosse  Drachenhöhen  ist  der 
Winddruck  auf  die  Leine  sehr  betiBchtlich  ^^.  Die  Stabilität  des 
Drachens  hängt  von  der  Eonstanz  des  Angriffspunktes  der  Resultante 
des  Winddruckes  bei  wechselnden  Neigungen  ab.  Teilung  und  etagen- 
förmige  Anordnung  der  tragenden  Flächen  vermehrt  die  Stabilität  und 
erleichtert  die  Herstellung  grosser  Drachen  von  genügender  Festig- 
keit. Ursprünglich  wurden  die  Drachen  zur  Vergrösserung  der  Sta- 
bilität mit  einem  Schwänze  versehen  ^  dessen  Zug  in  Richtung  der 
Drachenfläche  dem  Pendeln  derselben  enigegenwirkte.  Neuerdings  ver- 
wendet man  nach  dem  Vorgange  von  W.Ä.  Eddy  schwanzlose  (malayische) 
Drachen^  welche  die  Form  eines  Deltoides  haben^  dessen  Ebene  um 
die  Symmetrieaxe  unter  stumpfem  Winkel  geknickt  ist,  oder  Hargrave- 
drachen,  bei  welchen  vier  paarweise  hintereinander  und  übereinander 
angeordnete  ebene  oder  schwach  gekrümmte  Tragflächen  von  recht- 
eckiger Form  mit  der  langen  Seite  gegen  den  Wind  angeordnet  sind^). 
Die  grössten  Drachenhöhen  (über  5000  m)  wurden  dadurch  erreicht^ 
dass  von  einer  Ehiuptleine  aus  Klaviersaitendraht  in  passenden  Ab- 
ständen Nebenleinen  abzweigen,  die  schwanzlose  Drachen  tragen^). 

8.  FallBChirme  und  ähnliche  passive  Flugapparate.  Der  Fall 
eines  Körpers  im  widerstehenden  Mittel  gehört  grossenteils  zur  Balli- 
stik IV  18  (Cranz),  Der  gewöhnliche  Fallschirm  besteht  aus  einer  kreis- 
förmigen Stoffiiäche,  mit  einem  Loch  in  der  Mitte,  von  derem  Rande  aus 
viele  gleichlange  Leinen  nach  einem  Punkt  zusammenlaufen,  der  die  Last 

92)  M.  Wagner,  Illustr.  aör.  Mitt.  3  (1899),  p.  76. 

98)  Dlustr.  aSr.  Mitt.  1  (1897),  p.  16. 

94)  L,  Botch,  Smithsonian  iteport,  Washington  1900,  p.  223.  Eine  gute 
Übersicht  über  die  Drachentechnik  für  meteorologische  Zwecke  findet  sich  in 
R.  Ässmann  und  Ä.  Bersön,  Ergebnisse  des  aeronautischen  Observatoriums  1900 
u.  1901,  Berlin  1902. 
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trägt.  Wird  er  in  zusammengefaltetem  Zustande  mit  dem  Loch  oben 
und  der  Last  unten  in  ruhiger  Luft  sich  selbst  überlassen,  so  bläht 
er  sich  im  Fall  zu  einer  Rotationsfläche  auf  und  sinkt  vertikal  zu 
Boden.  Ist  v  die  Fallgeschwindigkeit;  G  das  Gewicht,  F  die  Äqui- 
yalentfiäche  des  geöffiieten  Schirmes,  y  das  spezifische  Gewicht  der 
Luft,  g  die  Erdbeschleunigung,  h  die  Fallhöhe,  k  ein  Koeffizient  (nach 
F.  V.  Lössl  =  1,  nach  G,  Becknagd  =  0,6),  so  lautet  die  Differential- 
gleichung der  Bewegung: 

Durch  Integration  ergiebt  sich  unter  Voraussetzung  der  Anfangs- 
geschwindigkeit 0  und  der  Abkürzung  Vx  =  yr-^^  j  wo  v«  die 
asymptotische  Endgeschwindigkeit  ist: 

und 

e"  -  e- j . 

P.  £>.  Langley^)  hat  experimentell  gezeigt,  dass,  wenn  einer  ebenen 
Platte,  die  in  horizontaler  Stellung  herabfällt,  dauernd  eine  grosse 
Horizontalgeschwindigkeit  v^  erteilt  wird,  ihre  Yertikalgeschwindig- 
keit  v^  sich  erheblich  verlangsamt.  Es  folgt  das  aus  den  Gesetzen 
des  schiefen  Luftstosses.     Die  Relatiygeschwindigkeit  ist  Yv^^  +  v,*, 

der  Lufbstosswinkel  sin  a  =    , ^ •    Wenn  stationäre  Verhältnisse 

eingetreten  sind,  so  muss  der  senkrecht  zur  Platte  wirkende  hebende 
Luftwiderstand  (nach  v.  Lössl  =  k  —  F  (v^^  +  v,*)  sin  a)   gleich   dem 

Öewicht  G  der  Platte  sein.    HierauB  wird  »j  =  "|/V«'.*+pi-V  9«) 

Für  kleine  Werte  von  v«  :  t?2  wird:  sin  a  =  —  =  (  —  j  •  Langtet/  findet 

grosse  Unterschiede,  je  nachdem  die  rechteckige  Platte  mit  der  langen 
oder  schmalen  Seite  vorausläuft.  Im  ersten  Falle  ist  die  Sinkgeschwin- 
digkeit viel  geringer. 

Während  bei  Langley^s  Experimenten  die  Stellung  und  konstante 
Horizontalgeschwindigkeit  der  Platte  durch  den  Treibmechanismus  des 
Rotationsapparates  aufrecht  erhalten  wurde,  hat  0.  Lüienfhal^'')  bei 


96)  Experiments  in  aSrodynamics,  Washington  1891,  p.  26. 

96)  E,  Gerlach,  Zeitschr.  f.  Lnftsch.  6  (1886),  p.  79. 

97)  Zeitschr.  f.  Lafbsch.  12  (1898),  p.  259. 
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seinen  persönlichen  Flugrersuchen  das  gleiche  Ziel  durch  fortdauernde 
Ausbalancierung  des  Apparates  mittels  Schwerpunktsverlegung  und 
Steuerung  erreicht.  Der  Apparat,  gewissennassen  ein  lenkbarer  Fall- 
schirm, bestand  in  seiner  ersten  Form  aus  einem  flachgewolbten 
Flügelpaar  von  7  m  Spannweite,  3  m  Breite  und  14  m'  Flache,  das 
mit  festem  Horizontal-  und  beweglichem  yertikal(Schwanz-)steuer  ver- 
sehen war,  und  wog  mit  dem  Passagier,  welcher  sich  in  der  Gegend 
des  AngrifiPspunktes  der  Resultante  des  Luftwiderstandes  (etwas  yor 
der  Mitte  der  Queraxe  des  Tragfiächenpaares)  befand,  100  kg.  Von 
der  Spitze  eines  Hügels  aus  wird  durch  Anlauf  gegen  den  Wind  eine 
gewisse  Relatiygeschwindigkeit  erzielt,  die  infolge  der  Flügelform  einen 
starken  hebenden  und  einen  kleinen  ziehenden  Luftwiderstand  weckt, 
welch  letzterer  den  hemmenden  Luftwiderstand  des  Passagieres  aus* 
gleicht.  Auf  diese  Weise  wird  eine  Verminderung  der  Horizontal- 
geschwindigkeit hintangehalten  und  der  Flugapparat  gleitet  mit  etwa 
9  msec""^  Geschwindigkeit  in  ruhender  Luft  und  schwacher  Neigung  (9^) 
herab.  Bei  Wind  sind  grössere  Relativgeschwindigkeiten  und  schwächere 
Neigungen,  ja  bei  auffrischenden  Windstössen  sogar  starke  Hebungen 
des  Apparates  bis  zu  30  m  und  weite  Flüge  bis  zu  300  m  erzielt 
worden.  Später  hat  0.  LUienthal^^)  den  Apparat  dadurch  verbessert, 
dass  er  die  Tragflächen  paarweise  übereinander  anbrachte  und  in  der 
Folge  haben  in  Amerika  A,  Berring  und  0.  Chanute^)  die  etagen- 
förmige  Anordnung  der  Tragflächen  noch  weiter  getrieben,  wodurch  sie 
im  Verein  mit  automatischer  Vertikalsteuerung  grössere  Sicherheit  der 
Flüge  erzielten.  In  England  hat  sich  S,  Pücher^^)  auf  einem  den 
Lüienihal^schen  ähnlichen  Apparat  am  Seile  eines  durch  Pferde  be- 
wegten Flaschenzuges  rasch  durch  die  Luft  ziehen  lassen  und  so 
weite  und  hohe  Flüge  gemacht. 

Das  Problem  des  schiefen  Falles  einer  gesteuerten  Fallschirm- 
fläche ist  unter  verschiedenen,  meist  unzutreffenden  Annahmen  mathe- 
matisch behandelt  worden  ^^^).  Die  eigentümlichen  Bewegungen  eines 
fallenden    Papierblattes    haben    E.   Gerlach^^^),    F.  AMbom^^^    und 

98)  Zeitflchr.  f.  Luftsch.  14  (1895),  p.  237;  Rev.  de  TAgronautique  8  (1895), 
p.  1.    Referat  mit  guten  Abbildungen. 

99)  niustr.  aSr.  Mitt.  2  (1898),  p.  9  und  3  (1899),  p.  41. 

100)  niustr.  agr.  Mitt.  4  (1900),  p.  22. 

101)  BenS  de  Saussure,  Rev.  de  TAgronautique  6  (1893),  p.  58;  F.  Prohaska, 
Zeitschr.  f.  Luftsch.  9  (1890),  p.  105  und  11  (1892),  p.  5. 

102)  Zeitschr.  f.  Luftsch.  5  (1886),  p.  65. 

103)  Schwebeflug  u.  Fallbewegung,  Abh.  a.  d.  Gebiete  d.  Naturwissenschaften, 
Hamburg  15  (1897).  Zur  Mechanik  d.  Flugbewegung,  ünterrichtsbl.  f.  Math.  u. 
Naturwissensch.  6  (1900). 
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W.  Koppen  ^^)  besprochen  und  durch  Veränderung  des  Angriffspunktes 
des  Luftwiderstandes  mit  dem  Neigungswinkel  erklärt.  Je  nach  den 
Anfangsbedingungen  zeigt  das  Blatt  während  des  Falles  eine  gleich- 
sinnige Rotation  oder  ein  pendelartiges  Hin-  und  Herschwanken  ^  da- 
zwischen existiert  eine  unperiodisch  verlaufende  Bewegung. 

9.  Aktive  Flugmasohinen.  Man  versteht  darunter  Eombinsr 
tionen  aktiver  und  passiver  Flachen,  welche,  obwohl  selbst  schwerer 
als  die  Luft,  durch  ihre  Bewegung  einen  hebenden  und  vortreibenden 
Luftwiderstand  entwickeln,  deren  ersterer  mindestens  gleich  dem  Ge- 
wichte des  Apparates  ist.  Zu  ihrer  allgemeinen  Beurteilung  haben 
G.  WeUner  *^)  und  j^.  Joukowsky  folgende  Grössen  eingeführt.  Bedeutet 
A  den  sekundlichen  Arbeitsaufwand  in  mkgsec~^,  G  das  Gewicht  des 
Apparates  in  kg,  v  die  Horizontalgeschwindigkeit  relativ  zur  Luft  in 
msec""^  und  F  die  Grösse  der  tragenden  und  arbeitenden  Flächen  in  m*, 
so  heisst  A:  G  spezifische  Leistungsfähigkeit  (nach  Wellner)  oder  fiktive 
Geschwindigkeit  (nach  Joukowsky),  A:(Gv)  der  Transportkoeffizient, 
G:F  das  spezifische  Tragrermögen. 

Die  Flugmaschinen  werden  eingeteilt  in  1.  Drachenflieger  (Aero- 
plane),  2.  Radflieger  (Helicopteren),  3.  Schwingenflieger  (Orthopteren). 

Drcuihenflieger.  Ihrer  Theorie  werde  das  v.  Lössrscile  Luftstoss- 
gesetz  für  ebene  Flachen  zugrunde  gelegt.  Der  Wölbung  der  Flächen 
kann  man  nach  G,  WeUner  genähert  Rechnung  tragen,  indem  man  F  mit 
einem  je  nach  Wölbxmg  und  Umriss  verschiedenen  Faktor  m  (zwischen 
2  und  5  gelegen)  multipliziert  Eine  ebene  oder  schwachgewölbte 
Fläche  wird  unter  einem  kleinen  Winkel  a  gegen  den  Horizont  ge- 
neigt und  mit  der  Geschwindigkeit  v  (in  der  Regel  durch  Luft- 
schrauben) horizontal  in  der  Ebene  des  Neigungswinkels  vorwärts 
bewegt.  Der  geweckte  Luftwiderstand  hat  die  Grösse  W=  miiFv^  sin  cc 
(wobei  (i  =  y'g)'  Seine  Vertikalkomponente  W^  =  mfiFv^ Bin a  cos« 
muss  gleich  dem  Gewicht  (6r  =  wftl^t;*  sin«  cos a)  sein,  die  Arbeit 
der  Horizontalkomponente  vW^  =  mfiFv^  Bia^a  muss  vom  Motor  ge- 
leistet werden,  der  auch  die  sonstigen,  die  Vorwärtsbewegung  hin- 
dernden Luftwiderstände  überwinden  muss.  Ist  deren  Aquivalentfläche 
gleich  f,  so  ist  die  Gesamtleistung  A  des  Motors: 

A  =  miiFv^  sin*a  +  (ifv\ 

104)  niustr.  agr.  Mitt.  5  (1901),  p.  168. 

105)  Der  dynamische  Flug,  Brunn  1899,  p.  10;  vgl.  auch  Ch.  Benard,  Bev. 
de  rAgronautiqiie  2  (1889),  p.  1.  Zur  allgemeinen  Orientierung  dient  auch 
£.  Boltzmcmn,  Über  Luftschiffahrt  (Verh.  d.  Yer.  deutsch.  Naturf.  u.  Ärzte,  Wien 
1894,  1.  Teil,  p.  89). 
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Für  kleine  a  wird: 

G  =  mfiFv^a 
und 

A  =  muFv^cc^  +  [ifv^  =  G» :  (mfiFv)  +  ft/^t;*. 

Wäre  /*=  0,  so  nähme  die  zum  Schweben  und  Yorwärtsbew^^n  er- 
forderliche Arbeit  mit  zunehmender  Geschwindigkeit  v  ab,  während 
sie  sonst  schliesslich  stark  wächst  Das  Minimum  der  Arbeitsleistung 
tritt  bei  der  Geschwindigkeit  v  ein,  für  welche  G^imfiFv  =  d(ifv^ 
ist.  Da  (t  =  miiFv^a,  so  ist  die  linke  Seite  vorstehender  Gleichung 
auch  gleich  m/xt;*«*,  nämlich  jener  Arbeit,  die  zum  Yorw&rtstreiben  der 
Drachenfläche  allein  nötig  ist.  Letztere  muss  also  im  Falle  des  Mini- 
mums der  Gesamtarbeit  Ä  gleich  dem  Dreifachen  der  zur  Überwin- 
dung der  sekundären  Widerstände  notigen  Arbeit  sein  (Benard)^^. 
Für  diesen  Fall  wird 

a=^9Ä^m(iF:{16G^)]    t?  =  4G*:  (3mfiJ!4); 

/•=  21m^ii^FU*' :  (256  G^). 

Unter  der  zweifelhaften  Voraussetzung,  dass  man  die  sekundären 
Widerstände  vernachlässigen  könne,  hat  A.  Ja/rdUmeck^^'')  eine  weitere 
Beziehung  aufgestellt.  Teilt  man  das  Gewicht  G^  in  2  Teile,  nämlich 
(tj  das  Gewicht  der  Flügelflächen:  Gi  =  qF,  und  G^  das  Gewicht 
des  Motors:  G^=pA,  so  wird  für  den  Schwebezustand: 

^  _  ^t  _  <y         Fq  _    1  q 

^         A         A  A         va         »'ftifia* 

Das  Maximum  von  p  (also  das  höchste  zulässige  spezifische  Motor- 
gewicht) entspricht  bei  vorgegebenem  a  einer  Geschwindigkeit  t?,  die 
folgender  Gleichung  genügt: 

1  :  (v  •  a)  =  3g  :  (ü'fii»«*). 

Die  linke  Seite  ist  gleich  G :  A^  dem  spezifischen  Tragvermögen  des 
ganzen  Apparates,  die  rechte  gleich  dem  Dreifachen  des  Tragver- 
mögens der  Flächen  allein.  Die  Gleichung  kann  dann  so  interpretiert 
werden:  Bei  einem  Flugapparat  muss  auf  die  Tragflächen  mindestens 
ein  Drittel  des  Gewichtes  verwendet  werden. 
Allgemein  gilt  für  Drachenflieger: 

spezifische  Tragfähigkeit  Cr  :  2^  =  v^m  sin  a  cos  a, 

spezifische  Leistungsfähigkeit  Ai  G  =  viga^ 
TransportkoefGzient  A:(yG)  =^tgtt. 

Ghit  funktionierende  Drachenfliegermodelle  sind  wiederholt  kon- 


106)  Bey.  de  rASronautique  2  (1889),  p.  16. 

107)  Zeitschr.  d.  österr.  Ing.  u.  Arch.-V.  1893,  Nr.  30  u.  31. 


9.  Aktive  Flugmaschinen.  175 

struiert  worden  von  V.  Tatin  und  Ch,  Richd  1896 1^),  TT.  Kress  1878  ^^), 
P.  S.  Langley  1896"®)  und  J,  Hofmann  1902  "^).  Jenes  von  La^gley 
hat  über  1  km  mit  13  msec"^  Geschwindigkeit  zurückgelegt.  Haupt- 
maasse:  G  =  14  kg,  G^  =  11,7,  G^  =  2,3  kg,  F=  4,8  m^  in  vier 
paarweise  hintereinander  angeordnete  schwach  gewölbte  Rechtecke 
2  X  0,6  m  nebst  Steuerschwanzfläche  geteilt;  /*  =  0,01  qm.  Zur 
Erhöhung  der  Stabilität  lagen  die  Tragflächen  nicht  in  einer  Ebene, 
sondern  in  zwei  unter  einem  stumpfen  Winkel  nach  aufwärts  ge- 
bogenen Ebenen.  J.  Cardli^^^)  hat  die  Stabilität  des  Drachenfliegers 
durch  Einführung  einer  rasch  rotierenden  Scheibe  von  grossem 
Trägheitsmoment  zu  verbessern  gesucht.  Obwohl  die  genannten 
Modelle,  speziell  jenes  von  Langley ,  die  Möglichkeit  des  stabilen 
automatischen  Fluges  in  freier  Luft  beweisen,  und  die  in  grossem 
Maassstabe  (G  =  4000  kg)  ausgeführten  Versuche  von  H.  S.  Maxim  "') 
1894  zeigen,  dass  auch  die  zum  Schweben  nötige  motorische  E^raft 
zu  beschaffen  ist,  giebt  es  bis  jetzt  keine  wirkliche  Flugmaschine  und 
zahllose  Versuche  sind  an  den  Schwierigkeit  des  Lancierens  gescheitert. 
Badflieger.  Die  ältesten  und  einfachsten  Radflieger  sind  die 
Sdhraubenflieger^^^).  Der  tragende  Teil  ist  eine  vertikale  Axe  oder 
zwei  solche  mit  entgegengesetzter  Drehung,  um  die  Rotation  des  ganzen 
Apparates  aufzuheben.  Unter  der  vereinfachenden  Annahme,  dass  sich 
eine  rotierende  Schraubenfläche  wie  eine  geneigte  Ebene  unter  dem 
entsprechenden  Luftwinkel  verhält,  gelten  für  den  Schwebezustand  des 
Schraubenfliegers  analoge  Beziehungen  wie  für  den  Horizontalflug  des 
Drachenfliegers.  Ohne  Rücksichtnahme  auf  sekundäre  Widerstände 
ist  die  Leistungsfähigkeit  J.:6r  =  fitga,  wo  ft  die  „mittlere^^  Ge- 
schwindigkeit eines  Schraubenflächenelementes  und  a  den  „mitüeren" 
Steigungswinkel  (==  Luftstosswinkel)  bedeutet,  öewölbte  Flächen  sind 
bei  Schraubenfliegem  weniger  von  Bedeutung;  die  besten  Werte  von 
A :  G  sind  vielmehr  mit  flachgängigen  Schraubenflächen  erzielt  worden. 
Der  Vorzug  der  Schraubenflieger  vor  den  Drachenfliegern  besteht  in 
der  Möglichkeit  des  Schwebens  an  Ort  und  Stelle,  der  Nachteil  in 

108)  Paris  C.  ß.  126  (1897),  p.  64  und  Illustr.  aör.  Mitt.  1  (1897),  p.  62. 

109)  Zeitschr.  f.  Lufbsch.  11  (1892),  p.  190. 

110)  Paris  C.  R.  122  (1896),  p.  1177;  Nature  (engl.)  64  (1896).     Abbildung 
in  The  Langley  A^rodrome,  Smithsonian  Beport  1900,  p.  197. 

111)  Illustr.  aSr.  Mitt.  6  (1901),   p.  111;    Verb,  des  Ver.  zur  Beförd.' des 
Gewerbefl.  76  (1896),  p.  216. 

112)  Illustr.  aSr.  Mitt.  2  1898),  p.  66. 

HS)  Zeitschr.  f.  Luftsch.  13  (1894),  p.  272;  K  Hervi,  Rev.  de  rASronau- 
tique  6  (1892),  p.  29—126. 

114)  G.  WeUner,  Der  dynamische  Flug,  Brunn  1899,  p.  34. 
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der  Notwendigkeit^  spezielle  Vorkehrungen  für  die  Vorwärtsbewegung 
treffen  zu  müssen.  Eine  Theorie  der  Hubschrauben^  wie  man  die  an 
Ort  und  Stelle  sich  drehenden  Schrauben  nennt^  hat  Ch.  Benard^^)  ge- 
geben. Da  die  Arbeit  Ä  zur  Drehung  der  Schraube  der  dritten^  der  ge- 
weckte hebende  Luftwiderstand  G  der  zweiten  Potenz  der  Geschwindigkeit 
proportional  ist,  so  ist  der  Quotient  C  : -4*  =  fil^cos'a  :  sin«  unab- 
hängig von  der  Geschwindigkeit  und  wird  die  Stärke  der  Schraube 
genannt.  Die  Grösse  2^^'=  jFcos'a  :  sina  =  6r'  :  (-4^fi)  nennt  er  die 
fiktive  Fläche  und  das  Verhältnis  von  F'  zu  dem  von  der  Schraube 
beschriebenen  Kreis  die  Güte  der  Schraube.  (Beispiel  die  Vortriebs- 
schraube des  Luftschiffes  ,,La  France'^  als  Hebeschraube  benutzt: 
Stärke  0,73  kg  sec»  m-«,  fiktive  Fläche  5,8  m«,  Güte  0,15.)  Die  zahl- 
reichen Versuche  von  G.  WeUner  ^^®)  u.  a.  bestätigten  nur  unvollkommen 
die  Proportionalität  des  Arbeitsaufwandes  mit  der  dritten  und  der 
Hebekraft  mit  der  zweiten  Potenz  der  Tourenzahl.  W.  G.  Walker  und 
F.  P.  Alexanders  haben  dagegen  in  grossartigen  Versuchsreihen  sehr 
genaue  Übereinstimmung  mit  Benard^s  Theorie  gefunden **^.  Schrauben- 
flieger sind  bisher  nur  in  kleinen  Modellen  zum  Fluge  gekommen. 

Ausser  den  Schraubenfliegem  sind  noch  eine  Reihe  von  Bad- 
fliegem  konstruiert  worden,  von  denen  WeUner's  Segdrad^^^)  erwähnt 
werden  möge.  Um  eine  horizontale  Axe  dreht  sich  ein  trommelartiges 
Gestell,  an  dessen  Umfang  eine  grössere  Zahl  flachgewölbter  länglicher 
Segelflächen,  deren  Langseite  der  Drehaxe  parallel  ist,  beweglich  an- 
gebracht sind,  welche  bei  der  Drehung  so  gesteuert  werden,  dass  der 
geweckte  Luftwiderstand  möglichst  viel  Hebewirkung  entfaltet.  Nur 
die  Hälfte  der  sich  bewegenden  Flächen  nimmt  an  der  Hebewirkung 
teil.     Die  Versuche  haben  den  Erwartungen  nicht  entsprocheiL 

Die  Schwingenßieger  als  direkte  Nachahmungen  des  Vogelfluges 
werden  besser  im  Zusammenhang  mit  diesem  behandelt  (vgl.  unten 
Nr.  11).  Im  Kleinen  sind  sie  vielfach  ausgeführt  worden.  Lüienthal'B 
Versuche,  seinen  Fallschirm  durch  Einführung  schwingender  Bewegung 
der  Tragflächen  zum  Flugapparat  umzugestalten,  haben  keinen  greif- 
baren Erfolg  gehabt.  Erwähnenswert  sind  die  mit  Schwingen  als 
Vortriebsorganen  ausgestatteten  Drachenflieger  L,  Harffrave's^^)^  die 
Freiflüge  von  100  m  und  darüber  ausführten.   Versuche  mit  grösseren 


115)  Bev.  de  TAgronautique  2  (1889),  p.  93. 

116)  Zeitschr.  d.  österr.  Ing.  u.Arch.-V.46  (1894)  u.  48  (1896). 

117)  Engineering  69  (1900),  p.  238  und  Illustr.  aör.  Mitt.  4  (1900),  p.  78. 

118)  Zeitschr.  d.  österr.  Ing.    u.  Arch.-V.  45   (1893)   u.  46   (1894),   sowie 
Zeitschr.  f.  Lufbsch.  13  (1894),  p.  86. 

119)  Zeitschr.  f.  Luftsch.  12  (1893),  p.  114. 
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Apparaten  zur  Ermittelung   des  Eraftbedarfes   haben  Ä.  Stemd  und 
B.  F.  Moore^^)  angestellt. 

10.  Propeller  und  Windmotoren.  Die  einfachsten  und  am 
häufigsten  angewandten  sind  die  SchrtmbenpropeUer.  Sie  unter- 
scheiden sich  Yon  den  Hubschrauben  dadurch,  dass  sie  sich  während 
der  Drehung  in  der  Richtung  ihrer  Axe  vorwärts  bewegen.  Als 
günstige  Form  der  Propellerfläche  hat  sich  die  flach^ugige  Schrauben- 
flache  bewährt.  Der  ümriss  der  Propellerfläche  ist  in  der  Projektion 
senkrecht  zur  Schraubenaxe  eine  achterförmige  Linie,  deren  Gestalt 
zwischen  einer  Lemniskate  und  einem  Doppelkreissektor  liegt.  Die 
Breite  eines  solchen  Doppelflügels  soll  nicht  mehr  als  ein  Drittel  der 
Länge  betragen,  da  eine  weitere  Ausdehnung  der  Propellerfläche  nach 
der  Quere  erfahrungsgemäss  wirkungslos  ist***).  Der  Effekt  des  Pro- 
pellers ist  in  hohem  Maasse  Yon  der  Olätte  der  Flächen  und  der 
Schärfe  der  Vorderkante  des  Flügels  abhängig.  Statt  starrer  Pro- 
pellerflächen hat  man  mit  Erfolg  biegsame,  aus  Stoff  gefertigte  ver- 
wendet, welche  sich  an  die  aus  steifem  Material  hergestellte  Vorder- 
kante fahnenartig  anschliessend'*).  Die  Zahl  der  Propellerflügel 
schwankt  zwischen  2  und  6.  Man  ordnet  die  Propellerflügel  auch 
hintereinander  auf  der  Axe  an;  sie  müssen  aber  dann  um  die  ein-  bis 
anderthalbfache  Flügelbreite  von  einander  entfernt  sein,  damit  sie  sich 
gegenseitig  nicht  zu  sehr  beeinträchtigen**').  Ebenso  ist  der  Ab- 
stand nebeneinander  befindlicher  Flügel  mindestens  so  gross  zu  be- 
messen, dass  die  ihnen  zugehörigen  Schraubenflächen  überaU  um  mehr 
als  die  Flügelbreite  von  einander  abstehen. 

Theorie  der  SchraubenpropeUer,  Es  sei  dS  ein  Element  der  Pro- 
pellerfläche, welches  von  der  Axe  die  Entfernung  r  hat,  mit  ihr  den 
Winkel  ß  einschliesst  und  eine  zur  Axe  senkrechte  Richtung  enthält. 
Es  sei  (D  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  und  v  die  Fort- 
schreitungsgeschwindigkeit  längs  der  Axe.  Für  den  Winkel  0,  den 
die  aus  beiden  kombinierte  Geschwindigkeit  v'  des  Elementes  dS  mit 
der  Axe  einschliesst,  gilt:  igö  =  or  :  v;  v*  =  v^  +  cD*r*.  Bezeichnet 
a  =  0  —  ß  den  Luftstosswinkel,  so  kann  man  den  Normaldruck 
dN=  (if(a)(v^'  +  cD*r*)dS  setzen,  wo  fi  =  y  :  ^f  ist  und  f(a)  die  noch 
offen  gelassene  Abhängigkeit  vom  Luftstosswinkel  bedeutet.  Die  Kom- 
ponente dQ  =^  dNaosß  senkrecht  zur  Schraubenaxe  muss  vom  An- 
triebsmotor  überwunden  werden,  wozu  ein  Arbeitsaufwand 

120)  niostr.  a6r.  Mitt  1  (1897),  p.  22.    Ebenda  2  (1898),  p.  47. 

121)  Langley,  EzperimentB  in  aSrociynamics,  Washington  1891,  p.  86. 

122)  TT.  Kresa,  lUiutr.  aSr.  Mitt.  6  (1901),  p.  81. 

128)  /.  Hafmam,  Osterr.  Wochenschrift  f.  Offentl.  Baudienst  1901,  Nr.  17. 
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dÄ^  =  (or  '  dQ  =:  (ordNcoaß  =  (if(a){v^  +  a>V)cDr  cos/3  dS 

nötig  ist.  Dabei  entsteht  ein  Vortrieb  dF=  djYsin/S,  der  eine  Nutz- 
arbeit dÄ^  =^  vdV ^^^  [if(a) (v*  -f  (o^r^)v  sin/3  (fiS  leistet.  Drückt  man 
dS  in  Polarkoordinaten  aus  (dS  =:  rdrdq) :  amß),  ersetzt  man  den 
Winkel  ß  durch  die  Steighöhe  p  der  nunmehr  als  windschiefe  Schrauben- 
fläche angenommenen  Propellerfläche  (jp  =  2ryt  ctg/3)  und  führt  man 
die  Tourenzahl  n  =  m  :2x  ein,  so  drücken  sich  die  aufwendete 
Arbeit  dA^  und  die  geleistete  Arbeit  dA^  folgendermassen  aus: 

dJ^  =  [inpf{a)  (v*  +  4n^x^r^)rdrdipj 

dÄ^  =  iivf{a)  (v*  +  4n*Ä*r*)rdrrfg>. 

Je  nachdem  man  nun  a)  das  v.  LössVsehe  Gesetz 

f(a)  =  sin  «  =  sin  (0  —  ß) 

oder  b)  das  ^et<;^'sche  Gesetz 

/•(«)  =  sin«  a  =  sin«  (6  —  ß) 
zugrunde  legt,    wird: 

a)  dA^  =  2nx[ip(np  —  v)  y^pt^lJlJ,  r^drdq), 
dA^  =  2aiiv(np  —  v)y^^^^f^drd(p', 

b)  dA^  =  4nx^(ip{np  —  vy^^^f—,, 

dA^  =  4x^iiv{np  —  vy~^^, . 

Gestattet  man  sich  die  Berechnung  der  Gesamtarbeiten  durch  Inte- 
gration der  entwickelten  Teilarbeiten  über  die  Propellerfläche,  was 
bei  langen  schmalen  Flügeln  weniger  Bedenken  als  in  anderen  Fallen 
erregt,  so  folgt  für  beide  Fälle  a)  und  b):  A^iA^^^npiv.  Das 
Verhältnis  der  aufgewendeten  zur  geleisteten  Arbeit  ist  demnach 
gleich  jenem  des  Weges  (np),  den  die  Schraube  pro  Sekunde  in  einer 
festen  Mutter  zurücklegen  würde,  zu  dem  wirklichen  sekundlichen 
Schraubenweg  (v).  Ersterer  muss  inmier  grösser  als  letzterer  sein, 
da  sonst  die  Flügel  nicht  mehr  auf  der  Vorderseite  vom  Winde  ge- 
troffen werden  (0  >  ß).  Unter  SdUüpfung  0  versteht  man  das  Ver- 
hältnis der  Differenz  jener  Wege  zum  erstgenannten:  0  =  (np — v):np. 
Sie  ist  gleich  dem  Verhältnis  der  yerlorenen  zur  aufgewandten  Arbeit. 
Sie  kann  nicht  gleich  Null  sein,  da  sonst,  wie  der  Faktor  (np  —  v) 
in  dAj^  und  dA^  anzeigt,  weder  Arbeit  au&uwenden  noch  zu  leisten 
wäre  ^**). 

124)  Vgl.  Hansen,  Zeitschr.  f.  Loftsch.  9  (1890),  p.  177  und  Ä.  Facddi, 
Teoria  del  yolo,  Milano  1895,  p.  146. 
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Setzt  man  in  den  obigen  Formeln  dA^ :  v  =  dV  und  dann 
t;  3=  0;  so  erhält  man  Arbeitsaufwand  und  Hebekraft  der  Hubschraube. 
Erstere  ist  der  dritten,  letztere  der  zweiten  Potenz  der  Tourenzahl  n 
proportional.  Die  pro  Arbeitseinheit  erzielte  Hebekraft  ist  also  der 
TourenzaU  umgekehrt  proportional.  Nur  mit  langsam  bewegten  und 
dann  naturgemäss  grossen  Schrauben  lassen  sich  ökonomische  Hebe- 
effekte erzielen.  Während  es  zahlreiche  Untersuchungen  über  Hub- 
schrauben giebt,  fehlen  solche  über  Triebschrauben  fast  ganz. 
H.  S,  Maxim  ^^)  und  P.  S.  Langley  ^*^)  haben  einige  Messungen  an 
grossen  Rotationsapparaten  angestellt,  wobei  ersterer  207o;  letzterer 
407o  Schlüpfong  ÜEUid.  Bei  seinen  Fahrten  mit  dem  lenkbaren 
Ballon  stellte  CA.  Benard  ^^'^  eine  Schlüpfnng  von  50  7o  seiner  Trieb- 
schraube fest. 

Ausser  den  Schraubenpropellem  kommen  als  Treibapparate  nur 
noch  Buderräder^^^)  nach  Art  des  Oldhamrades  und  Schlag flügd  -in 
Betracht.  Erstere  sind  rotierende  Trommeln,  deren  Axe  horizontal 
und  quer  zur  Fortbewegungsrichtung  liegt,  während  am  umfang 
parallel  zur  Axe  Ruderflächen  so  gestellt  werden,  dass  sie  gegen  die 
Fortbewegungsrichtung  möglichst  viel,  in  die  Fortbewegungsrichtung 
dagegen  mögUchst  wenig  Fläche  kehren.  Die  Schlagflügel  werden 
beim  natürlichen  Flug  besprochen. 

Anhangsweise  seien  hier  noch  die  Ventilatoren  erwähnt,  welche 
den  Zweck  haben,  Luft  zu  fördern.  Bei  diesen  ist  die  Nutzarbeit 
gleich  dem  Produkt  aus  dem  geförderten  Luftvolumen  in  den  Druck- 
unterschied derselben  vor  und  hinter  dem  Ventilator  (Genaueres  in 
IV  20  (Jf.  Grübler)). 

Die  Theorie  der  Windmotoren  schliesst  sich  enge  an  jene  der 
Propeller  an.  Es  tauschen  sich  zunächst  die  Rollen  der  Ausdrücke 
dÄ^  und  dA^  aus,  insofern  als  dA^  nur  die  an  der  Welle  des  Wind- 
rades abnehmbare  geleistete  Arbeit,  dA^  dagegen  die  vom  Winde  zum 
Bewegen  des  Motors  aufgewendete  Arbeit  bedeutet.  Sodann  ist  hier 
der  Luftstosswinkel  a  =  /J  —  0,  Für  die  Windiüder  ist  das  Problem 
von  Interesse,  die  Flügel  so  zu  formen,  dass  die  abgegebene  Arbeit 
ein  Maximum  wird.    Es  ist  die  vom  Element  dS  abgegebene  Arbeit: 

dA^  =  li(orf(a)  (t?*  -j-  co'r*)  cos  ß  dS 
-^sinecos^sin(^-e)dÄ  =  ?^^(8in(2^-e)  +  8ine)dS 


126)  Bev.  de  FAgronautique  6  (1892),  p.  63. 

126)  Experiments  in  aSrodjnamics,  Washington,  p.  86. 

127)  Paris  C.  B.  101  (1886),  p.  1111. 

128)  G.  Koch,  Zeitschr.  f.  Lufbsch.  16  (1897),  p.  262. 
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(wobei  f(a)  =  sin  a   nach  v.  LössT).    Dieser  Ausdruck  wird  offenbar 

dann  ein  Maximum,  wenn  2ß  —  0=  9QP  oder  ß  ==  45^  +  -r-  ist.    Die 

günstigste  Form  des  Flügels  ist  demnach  jene  windschiefe  Flache, 
bei  welcher  der  Neigungswinkel  ß  der  Sprossen  gegen  die  Drehaxe 
den  halben  Neigungswinkel  0  des  Relativwindes  gegen  die  Drehaxe 
um  45®  übertrifft.  Legt  man,  wie  es  in  der  Theorie  der  Windräder 
bisher  allgemein  üblich  war,  das  Newion^Bche  Gesetz  f(a)  =  sin'  a 
zugrunde,  so  wird 


dann  zu  einem  Maximum,  wenn  tg  /J  =  y  tg  ö  +  l/f-g-  *g  ö)  +2  ist 

(6r.  Coriolisy^^).  Die  hierdurch  ausgedrückte  Verteilung  von  Sprossen- 
neigungen hat  den  recht  dürftigen  praktischen  ErfeJirungen  ent- 
sprochen. Da  man  bei  Windrädern  die  motorische  Kraft  gratis  be- 
zieht, so  kann  man  die  Zahl  der  Flügel  so  lange  steigern,  als  damit 
noch  eine  weitere,  wenn  schon  unvollkommene  Ausnützung  des  Windes 
statthat.  Bei  passender  Reduktion  der  Flügelbreiten  lässt  sich  der 
ganze  Exeis  mit  Flügeln  dicht  besetzen  (amerikanische  Windrader). 
Neuerdings  hat  man  die  sonst  geradlinigen  und  zur  Drehaxe  senk- 
rechten Flügelaxen  vom  Wind  ab  geneigt  und  gegen  den  Wind  zu 
hohl  gekrümmt^*®). 

11.  Der  Vogelflug.  Die  mechanische  Erklärung  des  Yogelfiuges 
beschäftigt  seit  langem  Laien,  Gelehrte  und  Künstler  ^'^),  doch  ist  erst 
in  den  letzten  zwei  Jahrzehnten  eine  Yerständigungsbasis  für  die  weit 
auseinander  gehenden  Ansichten  gewonnen  worden.  Der  Streit  drehte 
sich  in  erster  Linie  um  den  zum  Fluge  nötigen  Kraftaufwand,  unter 
der  Herrschaft  des  J^eti;^^schen  Luftstossgesetzes  wurde  derselbe  arg 
überschätzt.  Man  trennte  den  Arbeitsaufwand  für  das  Schweben  von 
jenem  für  das  Vorwärtsbewegen.  Für  ersteren  fand  man  unter  Vor- 
aussetzung spitzer  Luftstosswinkel  a  imd  günstigster  Lage  der  Luft- 


129)  Trait^  du  calcol  d'effet  des  machines,  Paris  1829  und  F.  Grashof ^ 
Theoretische  Maschinenlehre  3,  Berlin  1890,  p.  872.  Nach  letzterem  stammt  die 
Formel  für  tg  /3  von  Mac  Laurin  (1742). 

130)  La  Cour,  Nature  (engl.)  68  (1898),  p.  300  und  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ing.  46  (1901),  p.  1689. 

131)  J.  B.  Leonardo  da  Vinci  und  Arnold  Böcklin;  wegen  des  ersteren 
siehe  I  manuscritti  di  L,  da  Vind  (Codice:  Sul  volo  degli  uccelli  publ.  da 
T.  SdbacJmikoff,  Paris  1898);  letzterer:  Zeitschr.  f.  Luftsch.  6  (1896),  p.  249, 
832,  866. 


^ 
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widerstandsrichtungen    folgenden    Minimalwert    (Bezeichnungen   von 

Nr.  6):  _ 

G  =  nFtt'v';  A  =  uFa'v'  ==  G]/-^  =  G  • »« , 

WO  v«  die  Sinkgeschwindigkeit  mit  horizontal  ausgebreiteten  Flügeln 
bedeutet.  Für  den  Storch  ist  z.B.  6r  =  4  kg,  F=0,5m*,  t?« 
=  9msec"^,  -4  =  36  mkgsec"*,  wozu  noch  die  Vortriebsarbeit  für 
den  Yogelkörper  käme.  Auf  diesem  Standpunkt  steht  ein  lange  Zeit 
maassgebendes  Gutachten  der  Pariser  Akademie,  das  von  C.L.Navier 
redigiert  wurde  ^**).  Die  gesunde  Naturbeobachtung  spricht  gegen  einen 
solchen  Kraftaufwand  und  namentlich  gegen  eine  von  der  Geschwin- 
digkeit unabhängige  Minimalzahl  für  die  Schwebearbeit.  Bei  An- 
wendung des  V.  LössV sehen  Gesetzes  oder  irgend  eines  anderen,  bei 
dem  der  Luftwiderstand  einer  Potenz  von  a  mit  einem  Exponenten 
<  2  proportional  ist,  fallt  der  Widerspruch.  Es  nimmt  dann  die 
Schwebearbeit  mit  zunehmender  Geschwindigkeit  unbegrenzt  ab  und 
nur  der  Stimwiderstand  setzt  eine  untere  Grenze  für  die  Flugarbeit. 
Nach  iemH.v.HelmhoWBchenGtBsetz^^^)  der  ähnlichen  Bewegungen 
müsste  bei  n-maliger  Yergrossenmg  der  Lineardimensionen  das  Ge- 
wicht G  mit  n^,  die  Segelfläche  F  mit  n*,  die  Geschwindigkeit  v  mit 

n^  und  der  Arbeitsaufwand  mit  ni  steigen.  Die  Beobachtung^**)  er- 
giebt  nur  für  die  beiden  ersten  Folgerungen  eine  gewisse  Überein- 
stimmung, insofern  als  der  Quotient  0  =  F^  :  G^  vom  Insekt  bis  zum 
Adler  nur  zwischen  den  Grenzen  2  und  7  schwankt  und  für  Vögel 
gleicher  Flugart  nahezu  konstant  ist.  Während  also  Flugtiere  gleicher 
Flugart  im  ganzen  ähnlich  gebaut  sind,  findet  sich  die  theoretisch  zu 
erwartende  Steigenmg  der  Geschwindigkeit  und  des  physiologisch  er- 
mittelten möglichen  Arbeitsaufwandes  mit  zunehmender  Grösse  durch 
die  Beobachtung  nicht  bestätigt,  vielmehr  fliegen  alle  guten  Flieger 
gleich  schnell  {v  =  15 — 20  m  sec"  ^)  und  haben  eine  Arbeitsfähigkeit,  die 
ihrem  Gewichte  proportional  ist.  Nur  im  Abwärtsflug  bei  eingezogenen 
Flügeln  (Stossen)  übertreffen  die  grossen  Vögel  wegen  der  mit  n 
wachsenden  Querschnittsbelastung  die  kleinen  an  Geschwindigkeit. 

Die  Flugarten  teilen  sich  in  zwei  Gruppen:  Aktiver  Flug  mit 
Flügelschlag  (Ruderflug,  Flattern)  und  passiver  Flug  ohne  Flügel- 
schlag (Gleitflug,  Kreisen,  Segelflug,  Wellenflug). 

Der  akHve  Flug  kommt  dadurch  zu  stände,  dass  die  Flügel  bei  ihrer 


132)  Paris,  M^m.  de  TAcad.  11  (1832),  Hist.,  p.  61. 

133)  ßerl.  Ber.  1873;  auch  Zeitechr.  f.  Luftsch.  4  (1885),  p.  233. 

134)  K.  MfOknhoff,  Zeitschr.  f.  Laftsch.  4  (1886),  p.  13,  42,  161,  243. 
Encjklop.  d.  math.  WiiMnioh.   IV  8.  13 
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Schlagbewegung  während  des  Yorwärtsfliegens  einen  stets  auf  die  Unter- 
seite wirkenden  Luftwiderstand  erfahren,  dessen  hebende  Yertikalkompo- 
nente  das  Sinken  verhindert,  während  infolge  des  Wechsels  der  Flügel- 
stellung zur  Zeit  des  Niederschlages  eine  nach  vom  gerichtete  Horizontal- 
komponente den  Flug  beschleunigt,  zur  Zeit  des  Au&chlages  hingegen 
eine  nach  hinten  gerichtete  die  Beschleunigung  wieder  aufhebt  ^'^). 
Während  des  Niederschlages  ist  der  Flügel  windschief  verdreht;  seine 
Form  suchte  Ä.  v.  Pa/rseval  ^^)  aus  der  Bedingung  zu  bestimmen,  dass 
das  Produkt  aus  Relativgeschwindigkeit  der  Lufb  in  den  Sinus  des 
Luftstosswinkels  überall  konstant  sei.  Die  Flügelspitzen  durchmessen 
grössere  Schlagwinkel  als  die  Flügelbasis  und  sind  als  die  eigent- 
lichen Propeller  im  Gegensatz  zu  der  mehr  passiv  wirkenden  Drachen- 
fläche der  Flügelbasis  anzusehen.  Nach  0.  LüienOial^^)  wirkt  die 
schwache  Krümmung  der  Flügel  in  Richtung  des  Windes  und  der 
Beschleunigungseinfluss  beim  Schlag  arbeitsersparend  und  es  betragt 
die  Flugarbeit  beim  Storch  3 — 4mkgsec"^  Der  Ruderflug  ist  im 
Modell  häufig  mit  gutem  Erfolg  nachgeahmt  worden. 

Der  passive  Flug,  bei  welchem  der  Yogel  augenscheinlich  keine 
Arbeit  verrichtet,  geschieht  entweder  auf  Kosten  der  potentiellen  oder 
kinetischen  Energie  beim  Gleitflug  und  abwärts  gerichteten  Wellen- 
flug oder  mit  Hülfe  eines  aufsteigenden  Luftstromes  oder  durch  Aus- 
nutzung der  Unregelmässigkeiten  des  Windes,  sei  es  nun  der  Zunahme 
der  Windgeschwindigkeit  in  vertikaler  Richtung  oder  der  inneren  Un- 
ruhe des  Windes.  N,  Joukowsky^^'^)  hat  diese  Yerhältnisse  genauer  ana- 
lysiert. Damit  sich  der  Yogel  regungslos  in  der  Luft  bewegen  kann^ 
muss  die  Resultante  des  Luftwiderstandes  durch  den  Schwerpunkt 
gehen,  um  das  Auftreten  von  umkippenden  Drehmomenten  zu  ver- 
hindern. Da  demnach  mit  einer  bestimmten  Flügel-  und  Schwanz- 
konfiguration nur  jene  Bewegung  vertraglich  ist,  bei  der  der  geweckte 
Luftwiderstand  durch  den  Schwerpunkt  geht,  kann  das  Problem  des 
Schwebens  auf  die  Bewegung  eines  Massenpunktes  zurückgeführt 
werden,  an  dem  Schwere  und  Luftwiderstand  angreifen.  Der  zu  einer 
Yertikalebene  symmetrische  Yogel  beschreibt  immer  eine  Bahn  mit 
geradliniger  Horizontalprojektion.  Ist  N  die  Komponente  des  Luft- 
widerstandes in  Richtung  der  Bahnnormalen,  F  jene  in  Richtung  der 
Tangente,  0  der  Winkel  der  letzteren  mit  der  nach  unten  gerichteten 


135)  0.  LilierUlidl,  Der  Vogelflug,  Berlin  1889,  p.  169.    Dagegen  Ch.  M, 
de  Labouret  in  E.  J.  Marey:  Le  vol  des  oiseauz,  Paris  1890,  p.  839. 

136)  A.  V,  ParsevcU,  Mechanik  des  Vogelflugs,  Wiesbaden  1889,  p.  43. 

137)  Mosk.  math.  Samml.  16  (1891),  p.  29. 
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Z-Axe  und  q  der  Krümmungsradius,  so  gelten  für  die  Flugbahn  die 
Gleichungen: 

N  +  mv^/Q  =  mg  cos  ö,    d  (mv^/2)  =  mg  dz  +  Fds, 

Da  der  Schwerpunkt  im  Vogel  sich  nicht  ändern  soll,  muss  aucli  der 
Winkel  des  Luftwiderstandes  mit  der  Flügelfläche  konstant  sein,  weil 
ja  mit  jenem  Winkel  die  Lage  der  Resultante  des  Luftwiderstandes 
im  Vogel  sich  ändert.  Dann  ist  aber  auch  N  =  amv^,  F=ßmv^j 
wo  a  und  ß  Konstante  sind.  Bei  kleinen  Luftstosswinkeln  ist  ß  klein 
gegen  a.  Es  ist  ds  =  dz/smO^  q  =  dz/sinOdO,  wodurch  die  Glei- 
chungen in  folgende  übergehen: 

Genähert  lassen  sich  diese  Gleichungen  dadurch  integrieren,  dass  man 
erst  ß  =  0  setzt  und  durch  Elimination  von  v  die  lineare  Differential- 
gleichung: 

dcoBß    ^^    cos  6    

dz      '    2(2:  +  u)~" 
gewinnt,  deren  Integral 

y7+^  cosö  =  y  a(;?+Ä)^  +  c 

ist.  Je  nach  Wahl  von  a,  l  und  h  erhält  man  als  genäherte  Flug- 
bahnen Gerade,  Kreise  oder  Schleifen-  und  Wellenlinien,  die  aus  un- 
endlich vielen  kongruenten  Stücken  bestehen.  Durch  Auswertung  des 
mit  ß  multiplizierten  Integrales  auf  der  genäherten  Flugbahn  kann 
man  den  Energieverlust  infolge  der  Komponente  F  berechnen  und 
dadurch,  dass  man  die  Flugbahn  aus  lauter  Halbwellen  zusammen- 
setzt, bei  deren  Beginn  der  Energieverlust  auf  der  vorhergehenden 
durch  Modifikation  der  Anfangsbedingungen  berücksichtigt  wird,  kommt 
man  zu  einer  genaueren  Darstellung  des  Flugverlaufes. 

Wenn  der  Vogel  infolge  einseitiger  Schwanz-  oder  Flügelstellung 
seine  Symmetrie  verliert,  so  tritt  die  Flugbahn  aus  der  Vertikalebene 
heraus  und  der  Vogel  ist  imstande,  durch  geeignete  Körperhaltung 
jede  beliebige  Horizontalprojektion  der  Flugbahn  zu  erzielen.  Weht 
der  Wind  in  der  Höhe  mit  zunehmender  Geschwindigkeit  oder  stoss- 
weise,  so  bezieht  man  die  Bewegung  auf  ein  Koordinatensystem,  das 
sich  mit  der  mittleren  Windgeschwindigkeit  bewegt.  Es  treten  dann 
in  den  Gleichungen  Zusatzglieder  auf,  welche  man  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  sie  klein  sind,  erst  bei  der  Korrektionsrechnung  berück- 
sichtigt. Auf  diese  Weise  hat  N.  Joukowsky  gezeigt,  dass  in  allen 
Fällen  bei  geeigneter  Wahl  der  Horizontalprojektion  die  Energiever- 
luste am  Ende  einer  Welle  durch  die  Zusatzglieder  zum  Verschwinden 

13» 
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gebracht  werden  können,  worauf  die  neue  Welle  unter  gleichen  Be- 
dingungen wie  die  erste  beginnt.  Dass,  wie  0.  LüienOuU  betont,  eine 
zumeist  vorhandene  schwache  aufsteigende  Komponente  der  Luft- 
bewegung  den  aktiven  und  passiven  Flug  wesentlich  fordert,  ist 
leicht  zu  überblicken^^). 


138)  Der  Vogelflug,  Berlin  1889,  p.  38. 


(Abgeschlossen  im  Angust  1902.) 
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IV 18-    BALLISTIK. 

Von 


G.  CBANZ 

IN   STUTTOAST. 


Inhaltsübersicht. 

I.  Inssere  BaUlstik. 

Vorbemerkung. 

1«   Der  Luftwideratand  gegen  das  G^sohoss. 

a)  Theoretischer  Ansatz. 

b)  Empirische  Lnffcwiderstandsgesetze. 

c)  Experimentelle  Grundlagen  des  Vorhergehenden. 

d)  Abhängigkeit  des  Luftwiderstandes   Ton   der  Form   der  Geschossspitze 
und  der  Neigung  der  Geschossaxe.    Querschnittsbelastung. 

2«   Das  spesielle  ballistisohe  Problem  und  die  wichtigsten  Nftherungs- 
methoden  zur  Lösung  desselben. 

a)  Angabe  des  Problems  und  allgemeine  Folgerungen  für  die  Flugbahn. 

b)  Zurückführung  des  Problems  auf  quadrierbare  Differentialgleichungen. 

c)  Angenäherte  Lösung  der  ursprünglichen  Differentialgleichungen. 

d)  Graphische  Ausführungen  hierzu. 

e)  Genaue  Lösung  angenäherter  Differentialgleichungen. 

f)  Fortsetzung:  Die  Methoden  von  F.  Siacci. 

g)  Kritische  Bemerkung, 
h)  Schusstafeln. 

8.   Gleiohm&ssige  Abweichungen  des  Geschosses  und  deren  Ursachen. 

a)  Angabe  der  Ursachen. 

b)  Änderung  der  Anfangsgeschwindigkeit. 

c)  Änderung  des  Abgangswinkels. 

d)  Änderung  der  Luftdichte. 

e)  Einfluss  des  Windes. 

f)  Einfluss  der  Erdrotation. 

g)  Einfluss  der  Rotation  des  Geschosses.    Einleitung, 
h)  Seitenabweichungen  rotierender  Langgeschosse. 

4«   Zuf&Uige  Gtoschossabweichungen. 

5«   Das  Bindringen  des  Geschosses  in  das  ausgedehnte  materielle  Ziel. 

6.  Messnngsapparate  und  Messungsmethoden  (der  Äusseren  Ballistik). 

a)  Messung  des  wahren  Abgangswinkels  tp, 
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c)  Messung  sonstiger  Grössen. 
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U.  Innere  Balligtik. 
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8«   Thermoohemische  und  thermodynamisohe  Grundlagen. 

a)  Wännegehalt  und  Arbeitsvermögen  einer  Pnlversorte. 
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b)  Neuere  Experimente  und  Diagramme. 

c)  Die  Formeln  von  E.  VaUier. 
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L   Äussere  Ballistik. 

Vorbemerkung.  Die  theoretische  Schiesslehre  beschäftigt  sich 
mit  der  Bewegung  des  Geschosses  nnd  den  daran  sich  ansdiliessenden 
Fragen^  soweit  sie  der  mathematischen  und  physikalischen  Unter 
suchungsweise  zugängUch  sind;  und  zwar  verfolgt  die  itmere  Battistik 
das  Geschoss  von  dem  Moment  der  Explosion  des  Pulvers  ab  bis 
zum  Passieren  der  Geschütz-  oder  Gewehrmündung ,  die  äussere  BaUistik 
weiterhin  von  dem  letzteren  Moment  ab  bis  zu  demjenigen,  wo  dasselbe 
in  das  Ziel  eingedrungen  ist  und  daselbst  zur  Ruhe  kommt  In  diesem 
Referate  soll  ein  Überblick  über  den  heutigen  Stand  der  Ballistik 
wenigstens  in  einem  solchen  umfang  gegeben  werden,  dass  sich  ein 
Urteü  über  die  Zuverlässigkeit  und  Genauigkeit  der  bis  jetzt  ge- 
wonnenen Resultate,  sowie^  über  die  im  Vordergrund  stehenden 
unerledigten  Probleme  dieser  Disziplin  gewinnen  lässt. 

Als  durchweg  benutzte  Abkürzungen  seien  gleich  hier  die  folgen- 
den angegeben: 
(p   ==  wahrer  Abgangswinkel    des   Geschosses,    d.   h.    der   Winkel 
zwischen  Anfangstangente  der  Flugbahn  und  Mündungshorizont, 

V  =  Mündungsgeschwindigkeit  des  Geschosses, 
X  =  Schussweite, 

T  =  Totalflugzeit, 
q/  =■  spitzer  Auffallwinkel, 
x,y  =  Koordinaten  eines  Flugbahnpunktes, 
6   =  Horizontalneigung  der  Bahntangente, 

V  =  Geschwindigkeit  des  Geschossschwerpunktes, 

t  =  Zeit  in  Sekunden,  die  nach  Abgang  des  Geschosses  ver- 
flossen ist. 

Die  a;-Axe  ist  horizontal  in  der  Schussebene,  die  y-Axe  vertikal 
nach  oben,  und  die  Mündungsmitte  als  Koordinatenanfang  zu  denken. 

Für  die  Masseinheiten  ist  noch  immer  das  technische  Masssystem 
üblich. 

Die  Ausdrücke:  rechts,  links  etc.  beziehen  sich  auf  den  Stand- 
punkt des  Schützen. 

1.  Der  Luftwiderstand  gegen  das  G^esohoas. 

1  a.  Theoretisoher  AnsatE.  Über  den  Luftwiderstand,  insbesondere 
soweit  es  sich  um  kleine  Geschwindigkeiten  der  bewegten  Körper 
handelt,  ist  in  dem  voraufgehenden  Referate  über  Aerodynamik  (IV 17, 4, 
Finsterwalder)  berichtet.  Hier  handelt  es  sich  nur  insoweit  um  ihn, 
als  grössere  Geschwindigkeiten  (insbesondere  eben  die  Geschwindig- 
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keiten  der  Geschosse)  in  Betracht  kommen.  Im  ganzen  kann  gesagt 
werden,  dass  zur  Zeit  die  Theorie  des  Luftwiderstands  von  Geschossen 
in  einem  Zustand  der  Umwandlung  sich  befindet;  neue  experimentelle 
Grundlagen  für  mathematische  Behandlung  werden  gelegt;  und  es 
wird  sich  daher  im  Folgenden  weniger  um  die  Wiedergabe  der  bis- 
herigen mathematischen  Resultate,  als  um  eine  Erörterung  der  bis- 
herigen Annahmen  handeln. 

Unter  der  vereinfachenden  Annahme,  dass  die  durch  den  Schwer- 
punkt des  Langgeschosses  gehend  gedachte  Längsaxe  des  Geschosses 
in  der  Bewegungsrichtung  des  Schwerpunktes  liegt,  wird  gegenwärtig 
in  der  Ballistik  der  Luftwiderstcmd  gegen  das  Geschoss^)  mit  folgen- 
den Ghrössen  proportional  gesetzt: 

a)  dem  zur  Axe  senkrechten  Geschossquerschnitt  R^jt, 

b)  dem  „Luftgewicht^^  d,  d.  h.  dem  Gewicht  eines  cbm  Luft  am 
Yersuchstag,  berechnet  aus  Temperatur,  Druck  und  Feuchtigkeits- 
gehalt der  Luft, 

c)  einem  von  der  Form  der  Geschossspitze  abhängigen  Koeffi- 
zienten i, 

d)  einer  gewissen  Funktion  f(v)  der  Translationsgeschwindigkeit 
V  m/sec  des  Schwerpunkts. 

Die  Annahmen  a),  b),  c)  sind  mehr  konventionell,  als  in  der 
Natur  der  Sache  begründet. 

Schon  J.  Didion^)  hat  aus  seinen  Versuchen  das  Resultat  ab- 
geleitet, dass  der  Luftwiderstand  gegen  Geschosse  mit  kleinem  Quer- 
schnitt relativ  grösser  sei,  als  gegen  solche  mit  grossem  Querschnitt 

1)  Vgl.  hierüber  überhaupt  J.  V.  Poncelet,  Introdaction  ä  la  m^canique  in- 
dustrielle, Bruxelles  1839,  p.  622  ff. ;  J.  Didian,  Lois  de  la  r^sistance  de  Tair, 
Paris  1867;  E.  Vaüier,  Rev.  d'art.  26  (1886),  p.  226 ff.  und  324 ff.;  Ä.  Indra,  Mitt. 
üb.  Geg.  d.  Art.  u.  Gen.-We8. 1886,  p.  Iff.;  v.  Wuich,  p.  49  u.  101  ff.;  C.  E.  Page, 
De  la  r^sistance  de  l'air,  Paris  1878  und  Rev.  d'art.  11  (1878),  p.  264,  346,  467, 
661;  13  (1879),  p.  631;  14  (1879),  p.  38;  16  (1879),  p.  128.  Ymist  L,  A.  Thibault, 
Recherches  ezp^rimentales  sur  la  räsistance  de  Tair,  Paris  1826,  p.  11,  62,  128; 
F.  Süvestre,  Rev.  d'art.  18  (1881),  p.  236;  M.  Prehn,  Über  die  bequemste  Form 
des  Luftwiderstandsgesetzes,  Berlin  1874;  N,Mayeü8hi,  St.  Pätersb.  Bull.  deFAcad. 
(class.  de  phys.  et  math.)  17  (1868),  p.  337  (für  sphärische  Gesohosse)  und  ebenda 
27  (1881),  p.  1 ;  Pfister,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  88  (1881),  p.  489 ;  Joum^,  Rev. 
d'art.  49  (1897),  p.  293;  HSlie  2,  p.  160;  Sabudski  1,  p.  66  und  Arch,  f.  Art.- 
u.  Ing.-Off.  102  (1896),  p.  18;  N.  Sabudski,  Petersb.  Art.  Joum.  1894,  Nr.  4,  p.  299; 
F.  Oiapel,  Paris  C.  R.  119  (1894),  p.  977;  F.  Chapel,  Rev.  d*art.  46  (1896),  p.  119  u. 
463;  Denecke,  Eriegstechn.  Zeitschr.  2  (1899),  p.  482. 

2)  J,  Didkm,  p.  63;  der  betreffende  Faktor  von  B^n  ist  bei  ihm 
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und  hat  versucht;  diese  Thatsache  rechnerisch  zu  berücksichtigen. 
Seitdem  glaubten  zwar  einige  Ballistiker  aus  ihren  Luftwiderstands- 
versuchen  ableiten  zu  können  ^  dass  Proportionalität  zwischen  Luft- 
widerstand und  Querschnitt  R^x  stattfinde  ^  und  man  trägt  zur  Zeit 
in  der  Ballistik  kein  Bedenken  ^  die  Resultate  der  mit  Artillerie- 
geschossen angestellten  Versuche  ohne  weiteres  auf  Infanteriegeschosse 
anzuwenden;  indes  besteht  jene  einfache  Beziehung  jedenfalls  nicht 
genau;  dies  ergiebt  sich  schon  aus  der  Betrachtung  der  Stromungs- 
linieu;  längs  deren  die  Luft  dem  Geschoss  ausweicht^  sowie  der  Kopf- 
welle und  Schwanzwelle  (s.  darüber  weiter  unten),  welche  bei  grossen 
Geschwindigkeiten  das  Geschoss  begleiten. 

Dass  der  Luftwiderstand  von  Geschossen  gerade  der  ersten  Potenz 
der  Luftdichte  proportional  zu-  und  abnehme'*),  ist  zwar  niemals 
bestritten,  aber  auch  niemals  einwandfrei  empirisch  bewiesen  worden; 
es  wäre  wünschenswert,  dass  dieses  Gesetz  durch  rationelle  Versuche 
mit  grossen  Geschwindigkeiten  verifiziert  würde. 

Von  dem  „Formkoeffizienten"  i  wird  weiter  unten  ausführlicher 
gesprochen  werden.  Hier  sei  nur  darauf  hingewiesen,  dass  zweifels- 
ohne manche  umstände  und  Abhängigkeiten,  deren  mathematische 
Gesetzmässigkeiten  uns  noch  unbekannt  sind,  thatsächlich  in  den 
Koeffizienten  i  verlegt  werden,  so  dass  derselbe  nur  zum  Teil  einen 
Formkoeffizienten,  zu  einem  andern,  aber  unbekannten  Teil  einen 
Korrektionsfaktor  vorstellt,  durch  welchen  das  ungenügende  in  den 
Annahmen  a)  und  d),  vieUeicht  auch  in  b)  einigermassen  ausge- 
glichen wird.  Jedenfalls  ist  i  im  Prinzip  keine  Konstante,  sondern 
eine  Funktion  der  übrigen  Grössen,  von  der  man  freilich  annimmt, 
dass  sie  sich  bei  Abänderung  dieser  Grössen  nur  langsam  ändert 

Die  Versuche,  die  Funktion  f(v)  durch  theoretische  Erwägungen 
zu  ermitteln^),  haben  bis  jetzt  insofern  zu  keinem  genügend  allgemein 


2»)  Vgl.  auch  IV  17,  4  (Finsterwalder). 

3)  J.  C.  E.  Schmidt,  Theorie  des  Widerstandes  der  Luft  bei  der  Bewegung 
der  Körper,  Götfcingen  1831.  Dazu  J.  C.  F.  Otto,  Zeitechr.  Math.  Phys.  11  (1866), 
p.  616  u.  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1879,  p.  481;  Ä.  Schmidt,  Pro- 
gramm des  Stuttgarter  Realgymnasiums  1878;  E.  VaUier,  ReT.  d'art.  26  (1886), 
p.  226,  324;  Bisal  2,  p.  1874;  0.  Mata  (span.),  Rev.  de  l'arm.  beige  19  (1896), 
p.  86;  A.  Bassani,  La  corrisp.  1  (1900),  p.  299.  P.  VieiUe,  Paris  C.  R.  180(1900), 
p.  236  hat  neuerdings  auf  Grund  der  Theorie  von  B,  Riemann  über  die  Fort- 
pflanzung von  Luftwellen  mit  endlich  grosser  Amplitude  ein  Luftwiderstands- 
gesetz  abgeleitet,  indem  er  speziell  Geschosse  mit  einer  ebenen,  zur  Axe  senk- 
rechten vorderen  Begrenzungsfläche  voraussetzt  und  die  das  Geschoss  begleitende 
Mach'Bche  Kopfwelle  wenigstens  in  den  vordersten  Teilen  als  eine  ebene  Welle 
annimmt;  der  so  gewonnenen  Formel  für  den  Luftwiderstand  in  Funktion  der 
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gültigen  und  zugleich  für  die  Ballistik  brauchbaren  Ergebnis  geführt^ 
als  die  theoretisch  erhaltenen  Gesetze  nicht  sämtliche  (je  nach  den 
speziellen  Verhältnissen  mehr  oder  weniger  in  Betracht  kommende)  Be- 
gleiterscheinungen einbegreifen:  nämlich^  die  Reibung  der  Luft  parallel 
und  senkrecht  zu  den  Mantellinien  des  Geschosscylinders^  den  Einäuss 
der  am  Geschoss  adhärierenden  Luftschichten  und  der  Geschossrotation, 
die  Art  des  Abfliessens  der  Luft  am  Geschoss  und  die  das  Geschoss 
begleitenden  Luftverdichtungen  und  -Verdünnungen,  sowie,  was  damit 
in  Zusammenhang  steht,  den  umstand,  dass  der  Luftdruck  auf  gleiche 
zur  Bewegungsrichtung  senkrechte  Flächenelemente  nicht  in  allen  Ent- 
fernungen von  der  Geschossaxe,  also  nicht  auf  dem  ganzen  Geschoss- 
querschnitt konstant  ist.  Letzteres  bewies  E,  Mach*")  durch  Bestinamung 
der  Ablenkung,  welche  das  Licht  beim  Durchdringen  verschiedener 
Luftschichten  in  nächster  Nähe  des  Geschosses  erleidet;  bei  Versuchen 
mit  einem  Gewehrgeschoss  von  11  mm  Kaliber  und  von  520  m/sec 
Geschwindigkeit,  —  für  welche  nach  den  £hij>p'schen  Versuchen  der 
Luftwiderstand  1,066  kg  pro  qcm,  also  rund  1  Atmosphäre  sein  soll  — 
fand  E,  Mach,  dass  die  Dichte  der  Luft  im  Scheitel  der  Kopfwelle 
(siehe  weiter  unten)  ca.  3  Atmosphären  entspricht,  4,5  mm  hinter  dem 
Scheitel  der  Kopfwelle,  12  mm  von  der  Geschossaxe  und  3  mm  vom 
Rand  der  Kopfwelle  entfernt  noch  ca.  1,7  Atmosphären  und  7,5  cm 
hinter  dem  Scheitel,  9  cm  vom  der  Geschossaxe  und  7,5  cm  vom 
Wellenrand  entfernt  noch  ca.  1,6  Atmosphären. 

Bei  dieser  Gelegenheit  weist  E.  Mach  darauf  hin,  dass  der  soge- 
nannte ,^uftwiderstand''  von  Geschossen  eine  Grösse  fiktiver  Natur 
ist.  Dieser  Widerstand  wird  in  der  That  oms  der  Verzögerung  rotieren- 
der Artilleriegeschosse  abgeleitet  und  dient  nur  dam,  die  Verzögerung  in 
andern  derartigen  Fällen  praktisch  zu  berechnen  (vgl.  1  c);  in  Wirklich- 
keit verliert  das  Geschoss  seine  Energie  durch  Erregung  von  Luft- 


Greschwindigkeit  glaubt  Vieiüe  —  da  sie  für  Geschwindigkeiten  bis  v  =  1200  m 
gute  Übereinstimmung  mit  der  Beobachtung  giebt  —  eine  grosse  Allgemeinheit 
der  Anwendbarkeit  zuschreiben  zu  können;  er  berechnet  auf  Grund  derselben 
Theorie  auch  die  erzeugte  Temperaturerhöhung  (und  macht  auf  die  Erklärung 
der  Leucht-  und  Schmelzerscheinungen  von  Meteoriten  aufoierksam).  Über  diesen 
Gegenstand  vgl.  auch  E.  Ökinghaus,  Wien.  Ber.  109  (1900),  p.  1291.  Vgl.  auch 
die  allgemeinen  Bemerkungen  von  H.  v.  Helmholtz  über  den  Oharakter  der  von 
der  (Geschwindigkeit  abhängigen  Kräftefunktionen,  Vorlesungen  über  theoretische 
Physik,  Bd.  1,  Leipzig  1898,  p.  81—82. 

4).  Wien.  Ber.  98  (1889),  p.  1818.  Bei  diesem  Anlass  betont  E.  Mach,  dass 
die  Erzählungen  von  schweren  Verletzungen  und  Tötungen  durch  den  Luftdruck 
grosser  Geschosse  im  Wesentlichen  als  abenteuerliche  Übertreibungen  erscheinen 
müssen. 
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wellen,  durch  Bildung  von  Wirbeln,  durch  Reibung  und  Wärmeer- 
regung, keineswegs  aber  durch  Überwindung  eines  auf  jedes  qcm  des 
Geschossquerschnitts  gleichen  Drucks, 

Die  vom  Geschoss  bei  dessen  successivem  Vorrücken  in  der  Luft 
erregten  LufiweUen^^)  müssen  dem  Geschoss  voraneilen,  wenn  die  Ge- 
schossgeschwindigkeit kleiner  als  die  normale  Schallgeschwindigkeit 
ist;  ist  sie  grösser,  so  begleiten  diese  Wellen  das  Geschoss.  Im 
letzteren  Fall  werden,  wie  von  E,  Mach^)  und  F.  Boys^)  durch  zahlreiche 
Versuche  nachgewiesen  wurde,  diese  Luftwellen  jeden  Augenblick 
wieder  von  neuem  gebildet;  darin  scheint  die  Thatsache  ihre  Er- 
klärung zu  finden,  dass  die  Tabellen  der  empirisch  ermittelten  Luft- 
widerstandswerte bei  csk,  V  =  340  m/sec  eine  Stelle  rascher  Anderwng 
von  f{y)  aufweisen'). 

4*)  Vgl.  rV  17  {Finsterwalder),  p.  162. 

6)  E.  Mach  und  P.  Solcher,  Wien.  Ber.  96  (1887),  p.  765. 

6)  Natura  (engl.)  47  (1898),  p.  416  u.  440. 

7)  Als  erster  scheint  Ä.  Schmidt  (Programm  des  Stuttgarter  Realgymna- 
siums 1878,  p.  26)  diese  Umstände  erkannt  zu  haben;  dieser  stellte  auf  Grund 
derartiger  Betrachtungen  eine  Luftwiderstandsfunktion  auf,  welche  unstetig 
wird,  wenn  die  Geschwindigkeit  v  des  Mobiles  der  normalen  Schallgeschwindig- 
keit 8  des  Mediums  gleichgesetzt  wird.  —  Die  das  Geschoss  umgebenden  Luft- 
wellen und  -Wirbel  wurden  zuerst  von  £,  Mach  1886  photographisch  fixiert, 
Wien.  Ber.  92  (1886),  p.  626.  Je  mehr  der  Wert  von  v  (t^  >• «)  sich  8  nähert,  um  so 
weiter  ist  der  Scheitel  der  Wellenkontour  von  der  Geschossspitze  entfernt.  Der 
Ge8eho$8kn€Ul  kommt  in  dem  Fall  v'^8  gleichzeitig  mit  dem  Geschoss  am  Ziel 
an,  während  der  OeschiUzhncJl  deutlich  von  dem  ersteren  zu  unterscheiden  ist 
und  später  ankommt.  Dass  die  Schallwellen  der  Luft  je  nach  Art  und  Intensität 
ihrer  Erregung  mit  beliebig  grosser  Geschwindigkeit  sich  fortpflanzen  können, 
wurde  von  Mach  in  mehreren  andern  Arbeiten  bewiesen;  vgl.  Wien.  Ber.  77 
(1878),  p.  7;  78  (1878),  p.  819;  96  (1887),  p.  766;  97  (1888),  p.  1046;  98  (1889), 
p.  41 ;  98  (1889),  p.  1267;  101  (1892),  p.  977.  —  Mayevski  scheint  zuerst  empirisch 
die  Thatsache  festgestellt  zu  haben,  dass  bei  Annahme  derselben  Luftwider- 
standsfunktion der  Koeffizient  eine  rasche  Änderung  in  der  Gegend  der  nor- 
malen Schallgeschwindigkeit  erleidet,  vgl.  P^tersb.  Bull,  de  PAcad.  27  (1881),  p.  1; 
V,  Wuich  1,  p.  113;  Mayceski-Klussmafm,  p.  2.  —  A.Indra  wies  sodann  darauf 
hin,  dass  sich  diese  Thatsache  damit  erkläre,  dass  durch  die  fortwährende  Neu- 
bildung der  Kopfwelle  (mit  v^  s)  Geschossenergie  konsumiert  werde,  Mitt 
üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1886,  p.  1—80;  vgl.  auch  K  Emden,  Habilit-Schrift, 
techn.  Hochschule,  München  1899,  p.  94  und  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  69  (1899), 
p.  464;  E.  Thiel,  Arch.  f.  Art.-  u.  Lig.-Off.  94  (1887),  p.  492.  —  Über  diese  Gegen- 
stände vgl.  femer:  L.  Mach,  Wien.  Ber.  106  (1896),  p.  606,  in  welcher  Arbeit 
sich  die  bekannten  yorzüglichen  Aufnahmen  des  Geschosses  samt  Luftschlieren 
finden.  F.  Boy8,  Revue  g^ner.  des  sciences  pures  et  appliqu^  1892  n.  Natore 
(engl.)  47  (1893),  p.  416  u.  440;  Q.  Mc^orana-Cataiabiano  u.  A.  FanUma,  Biv. 
d'art.  e  gen.  1896,  vol.  1,  p.  106;  A.  v.  Obermayer,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.- 
Wes.  1897,  p.  816;  P.  Vietüe,  Paris  C.  R.  126  (1898),  p.  81;  W.  Wolff,  Ann.  Phys. 
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Ib.  Empirisohe  LuftwiderstondsgesetBe.  Ganz  oder  grössten- 
teils empirisch  abgeleitete^  den  Verhältnissen  der  Ballistik  entsprechende 
Luftwiderstandsgesetze  ^)  worden  in  grosser  Zahl  yeröfiPentlicht;  dem 
Verfasser  sind  25  bekannt  geworden,  wovon  die  Mehrzahl  die  Form 
von  Potenzgesetzen 

f{v)  =  a^  bezw.  =  av^  +  ^^^  -j"  *  * ' 

besitzen.  Dabei  wird  seit  MayevsJci^)  mit  Erfolg  der  ganze  für  die 
Praxis  in  Betracht  kommende  Bereich  der  Geschossgeschwindigkeiten 
(jetzt  ca.  t?  =  50  m  bis  t?  =  ca.  1000  m)  derart  in  Intervalle  eingeteilt, 
dass  fdr  die  verschiedenen  Intervalle  entweder  a  oder  n  oder  beide 
Zahlenwerte  verschieden  gewählt  werden. 

Von  den  betreffenden  sogenannten  Zonengesetzen  sei  das  Mayevski' 
SabudskP^cAie  angeführt,  das  von  Mayevski  bis  v  =  550  m  aufgestellt, 
sodann  von  Sabudshi^^)  der  Haifptsache  nach  auf  Ghrund  £ruj)p'scher 
Versuche  bis  v  =  1000  m  fortgesetzt  wurde;  darnach  ist  der  Luft- 
widerstand in  kg  auf  ein  rotierendes  Artillerie-Langgeschoss  der 
Krupp^Bchen  Normalform  (darüber  siehe  weiter  unten)  vom  Quer- 
schnitt R^n  qm  und  der  Geschwindigkeit  v  m/sec  der  folgende: 

0,0140 Ä«;r  .  3-^ 'V\      für  v  =  50  bis  v  =  240 m/sec. 


1,206 

d 

1,206 

d 
1,206 


0,0W5834JB«Ä.:p^.t;»,        „  240    „  295, 

0ß%109R^X'~v',       „  295    „  375, 


Chem.  (2)  69  (1899),  p.  329 ff.;  Eieckeheer,  Eriegstechn.  Zeitschr.  3  (1900),  p.  383, 439, 
618;  V.  MinareUi,  p.  28;  C.  Crane,  Anwendung  der  elektrischen  Momentphoto- 
graphie  auf  die  Untersuchung  Yon  Schusswaffen,  Halle  1901. 

8)  Eine  Zusammenstellung  der  wichtigsten  Versuche  und  der  aufgestellten 
Gesetze  s.  Oranz,  von  p.  36  ab;  dazu  noch  Ä.  Indra,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.- 
u.  Gen.-We8.  1886,  p.  1—80;  E.  Ökinghaus,  Wien.  Ber.  108  (1899),  p.  1669  u. 
109  (1900),  p.  1276;  Denecke,  Eriegstechn.  Zeitschr.  2  (1899),  p.  426  u.  474  ff., 
besonders  p.  482  (neue  Zonengesetze  bis  v  =  600  m  auf  Grund  deutscher  Versuche); 
P.  VietUe,  Paris,  C.  R.  130  (1900),  p.  236.  —  Über  die  Messung  des  Luftwider- 
Stands  s.  besonders  J.  Didion,  Lois  de  la  r^sistance  de  Tair,  Paris  1867,  und  C.  E. 
Page,  De  la  r^sistance  de  Fair,  Paris  1878.  —  Über  die  Aufstellung  von  Luft- 
widerstandsgesetzen  auf  Grund  von  Beobachtungen,  u.  a.  mit  Hülfe  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  s.  Siacci,  Not.  I,  p.  313;  Sabudski,  Petersb.  Art.  Joum. 
1894,  Nr.  4,  p.  299 ;  1892,  Nr.  6,  p.  601  u.  Klussmann,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off. 
97  (1890),  p.  646;  Siacci,  Riy.  d'art.  e  gen.  1889,  vol.  3,  p.  227  u.  1891,  vol.  1, 
p.  199,  sowie  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  99  (1892),  p.  172. 

9)  Mayevski,  p.  41  (1872). 

10)  Petersb.  Art.  Joum.  1894,  Nr.  4,  p.  299  uud  Klussmann,  Arch.  f.  Art.- 
u.  Ing.-Off.  102  (1896),  p.  18. 
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0,0<*)9404 JB««  -—v', 
0,0394i?«.j±jj.r«, 
0,2616ie»«-j^.»>.™ 
0,7130 ü*«-j^  •«».«*     „  800    „  1000. 

Hierbei  ist  das  sogenannte  relative  Lnftgewicht  t-^qr  ^^'^^  Siacci^^) 
mittelst 

j^  =  0,3852  .  ^^  -  0,1444  .  ^-^ 

aus  dem  reduzierten  Barometerstand  Hq  in  mm^  der  Lufttemperatur  t 
in  Graden  Celsius^  der  Spannkraft  e  des  bei  fi  gesättigten  Wasser- 
dampfs in  mm  und  dem  Feuchtigkeitsgrad  s  der  Luft  zu  berechnen; 
1^06  ist  der  Mayeüski'Bche  Normalwert")  von  *  ftlr  ^  =  15,  jH^  =  750, 
5  =  0,5,  d.  b.  das  entsprechende  Gewicht  eines  cbm  Luft  in  kg. 

F.  Siacci^^)  hat  die  Resultate  der  wichtigsten  Versuche,  von  welchen 
nachher  Nr.  1  c  die  Bede  sein  soll,  in  folgende  bis  v  =  1200  m/sec 
gültige  Formel  zusammengefasst: 

Verzögerung  durch  den  Luftwiderstand  =  YZöä  *  "c  'f(<^)f 

wo  p 

C=         ^ 


1000.  (2 JS)«' 

sodass  der  Luftwiderstand  selbst  (in  kg)  =  S^S-d-i:IP-f(v)  ist. 
Dabei  bedeutet  P  das  Geschossgewicht  in  kg,  2R  das  Kaliber  in  m, 
i  den  Formkoeffizienten  (darüber  s.  Nr.  Id)  und  f(v)  folgenden  Aus- 
druck 

f(v)  =  0,2002t;  —  48,05  +  y(0,1648.t;  -  47,95)«  +  9,6 

,    0,0442  yCt?— 800) 
»  /  I,  \10      ' 

Hierzu  vergleiche  man  die  folgende  Figur,  welche  dem  Aufsatze  von 
F.  Siacci,  Sulla  resistenza  dell'  aria  al  moto  dei  projetti,  Riv.  d'art. 

e  gen.  1896,  p.  341  entnommen  ist  und  die  die  Funktion  lO'-^-^^  vor- 
stellt. Dieselbe  zeigt  an  der  Stelle  v  =  340  m/sec  (normale  Schall- 
geschwindigkeit) einen  Infiexionspunkt. 

11)  Vgl.  Siacci,  p.  14. 

12)  Über  die  Nachteile,  welche  mit  der  Annahme  dieses  Normal werts  für 
mitteleuropäische*  Breitengrade  notwendig  verbunden  sind,  vgl.  insbes.  H.  Sohne, 
Eriegstechn.  Zeitachr.  3  (1900),  p.  201. 

13)  Vgl.  F.  Siacci,  Riv.  d'art.  e  gen.  1896,  vol.  1,  p.  6,  196,  841  und  Arch. 
f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  103  (1896),  p.  6,  196  und  besonders  841. 
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Das  Siacci^&che  Gesetz  fallt  fdr  sehr  grosse  Geschwindigkeiten 
sehr  nahe  mit  dem  F,  CÄopd'schen  Gesetze^*): 

Verzögerung  durch  den  Luftwiderstand  =      .  ^  (0,365 1;  —  96) 

zusammen. 

Für  geringere  Genauigkeit  genügt  nach  Versuchen  Kmpp^s^^)  das 
Newton^8che  Gesetz: 

Luftwiderstand  =  ^I^^^i'-r^öä^^» 

wo  bis  zur   normalen  Schallgeschwindigkeit  a  =  0,014,   von   da   ab 
aufwärts  (aber  noch  weniger  genau)  a  =  0,039  ist. 

1  c.  Experimentelle  Grandlagen  des  Vorhergehenden.  Das  oben 
angeführte  einheitliche  Luftwiderstandsgesetz  von  F.  Siacci  soll,  nach 
dessen  Angabe,  die  Resultate  der  wichtigsten,  in  den  verschiedenen 
Ländern  ausgeführten  Luflmderstandsversuche  mit  Langgeschossen  zu- 
sammenfassen; (dabei  handelt  es  sich  der  Hauptsache  nach  um  Ge- 
schosse mit  sogen,  „ogivaler^^  Spitze,  deren  Meridian  nach  Art  des 
Spitzbogenfensters  aus  zwei  Kreisbogen  besteht).  Diese  Versuche  sind 
die  folgenden: 

a)  Englische  Versuche,  von  F.  BashfarOi  in  den  Jahren  1866 
— 1870  mit  Geschossen  von  verschiedenem  Kaliber  (7,6  bis  22,9  cm), 
von  der  Spitzenhöhe  1,12  Kai.,  der  Geschosslänge  2,54  Kai.  und  mit 
Geschwindigkeiten  v  =  230  bis  v  =  520  m/sec  ausgeführt. 

b)  Russische  Versuche  von  N.  Mayevski  bei  St.  Petersburg  im 
Jahre  1869  mit  Geschossen  von  verschiedenem  Kaliber,  verschiedener 
Spitzenhöhe  (meist  0,9  Kai.)  und  verschiedener  Geschosslänge  (meist 
2,01  Kai.)  und  mit  dem  Geschwindigkeitsbereich  t?  =  172  —  409  m/sec 
durchgeführt. 

c)  F.  Krupp^scke  Versuche  von  1879 — 1896,  auf  dem  Schiessplatz 
Meppen,  mit  Geschossen  von  verschiedenem  Kaliber,  verschiedener 
Länge  (2,8 — 4  KaL),  verschiedener  Spitzenhöhe  (1,31  und  1,0  Kai., 
meist  1,3  Kai.);  Gbschwindigkeitsbereich  v  =  150 — 910  m/sec;  jedoch 
beziehen  sich  vereinzelte  Versuche  auch  auf  v  =  1000 — 1500  m/sec 
und  auf  t?  <  150  m/sec. 

d)  Holländische  Versuche  von  W.  C.  Hqjd  1884,  mit  Geschossen 
von  8  bis  40  cm-Kaliber,  von  2,5  bis  4  Kai.  Geschosslänge  und  von 
1,31  und  1,33  Kai.  Spitzenhöhe;  der  Geschwindigkeitsbereich  war 
i)  =  138 — 660  m/sec,  vereinzelte  Versuche  wurden  mit  erheblich 
größeren  Geschwindigkeiten  angestellt. 

14)  Paria  C.  R.  119  (1894),  p.  997. 

16)  Vgl.  t;.  Wuich  1,  p.  113  Anm.  und  Mayevski-Klussmann,  p.  6  Anm. 
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Die  Ausführung  der  Versuche  und  die  Ermittlung  des  Luftwider- 
stands erfolgte  in  der  Weise^  dass  in  den  Endpunkten  einer  horizon- 
talen Strecke  a  m  die  Geschwindigkeiten  v^  und  v^  des  Geschosses 
(Gewicht  P  kg)  gemessen  wurden^  und  zwar  in  England  mit  dem 
Bashforfh-y  sonst  mit  dem  Le  J5ou2m(7e-Chronographen.  Die  Strecke  a 
wurde  so  gross  gewählt^  als  es  die  Rücksicht  auf  die  unvermeidlichen 
Fehler  bei  der  Messung  von  v^  und  v^y  sowie  die  Schwankungen  im 
Betrag  von  v  von  einem  Schuss  zum  andern  erforderte^  andererseits 
so  klein,  dass  man  glaubte  sicher  zu  sein,  die  Flugbahn  könne  auf 
der  Strecke  a  mit  genügender  Annäherung  als  geradlinig  betrachtet 
werden.  Der  gemessenen  Abnahme  der  Geschossenergie  wurde  als- 
dann ein  als  konstant  angenommener  Mittelwert  W  des  Luftwider- 
stands unterlegt;  diese  aus 

berechnete  Grösse  W  wurde  dann  der  zu  der  Gbschossgeschwindigkeit 
t?  Ä=  ^  (Vj  +  Vj)  gehörige  Luftwiderstand  genannt. 

Eine  rationelle  Abänderung  der  den  Luftwiderstand  bestimmenden 
Grössen  —  Geschossgeschwindigkeit,  Kaliber,  Geschosslänge,  Drall, 
Spitzenform,  Geschossführung  —  scheint  nicht  überall  stattgefunden 
zu  haben,  z.  B.  zur  Ermittlung  der  Abhängigkeit  allein  von  v  wurden 
nicht  überall  sämtliche  andere  Grössen  unveiundert  gelassen.  Häufig 
femer  scheinen  Pendelungen  der  Geschosse  erfolgt  zu  sein,  deren 
Amplitude  nicht  genau  gemessen  wurde.  In  zahlreichen  Fällen  end- 
lich wurde  die  Länge  der  Messungsstrecke  a  so  gross  gewählt  (6000  m 
und  mehr),  dass  von  einer  GeradUnigkeit  der  Flugbahn  und  von 
einer  Eonstanz  des  Widerstands  W  auf  dieser  Strecke  keine  Bede 
sein  kann.  Darum  wurden  zum  Teil  in  solchen  Fällen  rechnerische 
Näherungsmethoden  zur  Berechnung  des  Luftwiderstands  beigezogen. 
Wenn  dann  nachträglich  die  so  gewonnenen  Resultate  von  Versuchen 
auf  die  Näherungslösung  des  ballistischen  Problems  angewendet 
wurden,  so  waren  Ereisschlüsse  unvermeidlich. 

Im  übrigen  sind  die  Einzelheiten  der  Versuche  nirgends  so  ein- 
gehend veröffentlicht,  wie  dies  in  andern  Disziplinen  üblich  ist,  wes- 
halb eine  Eontrolle  der  Fehler  nicht  in  jedem  Falle  möglich  ist.  Auch 
findet  zwischen  den  Versuchsresultaten  und  den  empirischen  Formeln 
eine  geringe  Überemstimmung  statt. 

Id.  Abhftngigkeit  des  Luftwiderstands  von  der  Form  der 
G^esohossspitse  und  von  der  Neigung  der  Gtesohossaxe.  Quer- 
sohnittsbelastang*    Der  Formkoeffizient  i  in  dem  obigen  Siacd' sehen 
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Luftwiderstandsgesetz  wird  von  Siacci  im  Durchsclmitt  =  1  willkür- 
lich angenommen  für  die  Wiedergabe  der  englischen  und  russischen 
Versuche  (Spitzenhöhe  0,9  bis  1,12  Kaliber);  damit  wird  dann  nach 
Sia4xi  für  die  Erupp'schen  und  holländischen  Versuche  (meist  Spitzen- 
höhe 1,3  Kaliber)  durchschnittlich  i  =  0,896. 

Die  obigen  Zonengesetze  von  MayevsJci'Sabudski  gelten,  ihrer 
Entstehung  zufolge,  mit  i  =  1  für  die  Krupp'schen  Versuche  mit 
Krupp'schen  Normalgeschossen  (Spitzenhöhe  1,3  Kaliber). 

Nach  deutschen  Schiessversuchen  verhalt  sich  ftir  Geschosse  mit 
ogivaler  Spitze  der  von  der  Form  der  Geschossspitze  abhängige  Luft- 
widerstandskoeffizient (Formwert)  bei  einer  Spitzenhöhe  von  1,3  Ka- 
libern (sehr  schlanker  Spitze),  resp.  1,1  Kai.  (schlanker  Spitze),  resp. 
0,5  Kai.  (halbkugelförmigem  Ende),  resp.  wie  870  :  1000  :  1290.  In- 
dessen ist  zu  bedenken,  dass  diese  Werte  nicht  auf  direkten  Ver- 
suchen beruhen,  vielmehr  aus  der  Beobachtung  der  zusammengehörigen 
Werte  von  F,  X  und  9  mittelst  der  Gleichungen  eines  Lösungssjstems 
ermittelt  sind;  da  es  nun  hierbei  niemals  durchaus  sicher  ist,  ob  sich 
die  verglichenen  Geschosse  hinsichtlich  ihrer  Stellung  zur  Flugbahn- 
tangente völlig  gleich  verhielten  und  da  selbst  entlang  der  gleichen 
Flugbahn  i  keineswegs  konstant  ist,  so  sind  auch  diese  sogenannten 
empirischen  Koeffizienten  nicht  als  sicher  zu  betrachten.  Direkte  Ver- 
suche zur  Ermittelung  der  Formwerte  für  grosse  Geschwindigkeiten 
existieren  nicht. 

Was  die  theoretisch  ermittelte  Abhängigkeit  des  Formkoeffizienten 
angeht,  so  haben  sich  damit  neuerdings  eingehend  VaUier^^  und 
IngaUs^^)  beschäftigt,  und  zwar  für  ogivale,  paraboloidische  und 
kegelförmige  Spitzen  ^^).    Die  Verfasser  sind  sich  bewusst,  dass  damit 

16)  Vgl.  Vallier,  p.  10  u.  Rev.  d'art.  36  (1890),  p.  160. 

17)  Joum.  of  ün.  St.  art.  4  (1896),  p.  208,  und  Mitt.  über  Geg.  d.  Art.  u. 
Gen.-Wes.  1896,  p.  411. 

18)  Zahlenwerte  für  den  Lofbwiderstandskoefßzienten  t  in  Funktion  der 
GeschoBsspitzenform  ausser  bei  Vallier  und  IngaUs  besonders  bei  Siacci,  p.  7; 
Salmdski  1,  p.  67 — 90;  Heydenreich2,  p.  109  (Pormwerte).  Über  das  hiermit  zu- 
sammenhängende mathematische  Problem  der  günstigsten  Gestalt  der  Geschoss- 
spitze  in  seiner  von  Newton  herrührenden  Form,  wobei  auf  jedes  Element  der 
Oberfläche  ein  normaler  Widerstand  proportional  dem  Quadrat  des  Cosinus  des 
Winkels  zwischen  Normale  und  Bewegungsrichtung  angenommen  wird,  ygl. 
ausser  Netütan  insbesondere  Ä.  M.  Legendre,  Paris,  M^m.  de  TAcad.  1788,  p.  7 — 37, 
sodann  Yon  neuerer  Litteratur:  G.  v.  Lamezan,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  87 
(1880),  p.  486;  ButzM,  p.  30—61;  F.  August,  J.  f.  Math.  103  (1888),  p.  1—24,  u. 
Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  94  (1887),  p.  1;  v.  Wuich  1,  p.  128;  B.  Benzivenga,  Biv. 
d'art.  e  gen.  1897,  vol.  8,  p.  123;  B.  v.  Lefevre,  Rev.  d'art.  67  (1900),  p.  221; 
A.  Bassani,  La  corrisp.  1  (1900),  p.  486;  L.  Decepts,  Rev.  d'art.  67  (1901),  p.  426,  s. 
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keine  endgültige  Lösung  der  Aufgabe  erzielt  sein  kann.  VdUier  weist 
selbst  darauf  hin,  dass  i  nicht  unerheblich  von  der  Geschwindigkeit  v 
abhängt,  nämlich  zwischen  v  =■  280  und  340  m/sec  eine  rasche  Ände- 
rung aufweist. 

Bildet  die  Geschossaxe  mit  der  Bewegungsrichtung  des  Schwer- 
punkts einen  von  Null  verschiedenen  Winkel  a,  so  handelt  es  sich 
um  die  ausserdem  von  a  und  den  Geschossdimensionen  abhängigen 
Komponenten  des  Lufhoiderstands  parallel  und  senkrecht  zur  Geschoss- 
axe und  um  die  gleichermassen  variable  Lage  des  Angriffspunkts  der 
Besultanten  auf  der  Axe.  über  dieses  Problem  wurden  insbesondere 
von  St  Robert,  M.  de  Sparre,  Mayevski,  Kummer,  Rtäzki,  v.  Wuich 
umfassende  Berechnungen  angestellte^) 5  von  den  drei  letzteren  für  ver- 
schiedene Formen  der  Geschossspitze. 

Da  die  Versuche,  welche  Kummer,  übrigens  mit  kleinen  Ge- 
schwindigkeiten, bezüglich  der  Lage  des  Angriffspunkts  der  Resultanten 
zur  Kontrolle  seiner  Berechnungen  anstellte,  eine  merkliche  Differenz 
zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  ergaben,  und  da  es  noch  immer 
unsicher  ist,  welches  Gesetz  für  die  Abhängigkeit  des  normalen  Luft- 
widerstands von  dem  Winkel  zwischen  Bewegungsrichtung  und  Flächen- 
element bei  grossen  Geschwindigkeiten  am  besten  zutrifft,  so  soll  von 
der  Wiedergabe  der  betreffenden,  sehr  umfangreichen  Formeln  abge- 
sehen werden;  erst  wenn  die  Lösung  des  Problems  ermöglicht  sein 
wird,  jene  Komponenten  des  Luftwiderstands  bei  grossen  Geschwindig- 


auch  La  corrisp.  2  (1901),  p.  63;  E.  Armanini,  Ann.  di  mat.  (3)  4  (1900),  p.  131—149; 
E.  Lampe,  Berlin,  Verh.  d.  deutsch,  phys.  Ges.  3  (1901),  p.  119  u.  löl.  Vgl.  im 
übrigen  auch  IV  17,  Fussn.  90  (FinstertßcUder). 

19)  Vgl.  Mayevski,  p.  40;  Mayevski'Klussmann,  p.  58;  St.  Bobert  1,  p.  251 
—276;  Eutzki,  p.  68  ff.;  Siacci,  p.  378,  Note  5  (Begriff  des  Widerstandspotentials 
eingeführt);  M,  de  Sparte,  Sur  le  mouvement  des  projectiles  dans  Tair,  Paris 
1891,  p.  64;  V.  Wuich,  p.  70—101,  besonders  p.  92  mit  Tabelle;  —  dazu  Cranz, 
Zeitschr.  Math.  Phys.  43  (1898),  p.  133  u.  169  — ;  E.  Kummer,  Berl.  Abh.  1875, 
p.  1,  mit  Nachtrag  (Experimente)  1876,  p.  1;  Gauthier,  Ann,  ^c.  norm.  5  (1868), 
p.  7—65;  G.  WeUner,  Zeitschr.  f.  Luftschiff.  12  (1897),  p.  287  u.  Zeitschr.  d.  österr. 
Ing.  u.  Arch.-Ver.  45  (1893),  p.  25—28;  H.  Eesal,  Nouv.  ann.  (2)  12  (1873),  p.  561— 
665;  J.  M.IngaUs,  Joum.  of  ün.  St.  art.  4  (1895),  p.  191;  Ä.  v.  Obertnayer,  Wien. 
Ber.  104  (1895),  p.  963;  Duchemin,  Mämor.  de  Tart.  de  la  marine  5  (1842),  p.  65; 
P.  Touche,  Rev.  d*art.  36  (1890),  p.  131.  Die  Versuche  von  Kummer  wurden  mit 
Geschossmodellen  aus  Karton  durchgeführt,  die  am  Ende  eines  2  m  langen 
Tr&gers  leicht  beweglich  aufgehängt  wurden ;  der  Träger  wurde  mit  Hülfe  eines 
Rotationsapparates  gedreht,  sodass  das  Modell  eine  Geschwindigkeit  von  ca. 
8  m/sec  in  ruhender  Luft  erhielt;  die  grösseren  Modelle  hatten  ca.  16  cm  Länge 
und  ca.  4,75  cm  Kaliber;  eine  Eigenrotation  um  die  Längsaze  wurde  ihnen 
hierbei  nicht  erteilt. 
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keiten  zu  messen,  wird  sich  ein  urteil  über  den  Genauigkeitsgrad  der 
verschiedenen  Formelausdrücke  fallen  lassen. 

Im  allgemeinen  besteht  die  Wirkung  des  Luftwiderstands  auf 
die  Gestaltung  der  Flugbahn  des  Geschosses  bekanntlich  in  einer 
Verkürzung  der  SchusswetUy  einer  Verringerung  der  Rasanz  der  Flug- 
bahn gegenüber  derjenigen  im  leeren  Raum^)^  (über  Fälle^  wo  eine 
Vergrösserung  der  Schussweite  des  Langgeschosses  beobachtet  wurde^ 
berichtet  v,  Minovretti^^)),  Dieser  Verlust  ist  unter  Anderem  um  so 
kleiner^  je  grösser  die  sogenannte  QuerschnittsbeUistwng  des  Geschosses^ 
d.  h.  der  Quotient  aus  Gewicht  P  des  Geschosses  und  Querschnitts- 
fiäche  B^n  ist^  welche  vom  Luftwiderstand  angegriffen  wird.  So  ist 
z.  B.'^  für  das  Geschoss  des  deutschen  Infanteriegewehrs  M.  88  die 
Schussweite  1612  m  (bei  F=  640  m,  9  =  4®,  21i  =  7,9  mm,  P = 14,7  g) 
nur  ca.  28 7o  ▼on  derjenigen  im  leeren  Raum;  dagegen  bei  der  80  kg 
schweren  Granate  des  deutschen  21  cm-Mörsers  (F=  98  m;  9  =  38®) 
ist  die  erreichte  Schussdistanz  von  928  m  ca.  98%  des  bezüglichen 
Werts.  Aus  diesem  Grund  wurde  bisher  für  Infanteriegewehre  inner- 
halb der  Grenzen,  welche  durch  praktische  Rücksichten  (wie  z.  B.  auf 
grösstmögliche  Patronenzahl,  leichtes  Reinigen  des  Laufs,  geringes 
Gewehrgewicht  u.  s.  w.)  hierbei  gezogen  sind,  ein  Maximum  der  Quer- 
schnittsbelastung'>)  angestrebt.    Übrigens  ist  zweierlei  hervorzuheben. 

20)  Über  den  Wurf  im  leeren  Baum  und  die  zugehörigen  Flugbahnscharen, 
ohne  und  mit  Rücksicht  auf  die  ErdkrümmuDg  (parabolische  resp.  elliptische 
Bahnen)  vgl.  z.  B.  v.  Wuich  1,  p.  45f.;  Scheer  de  lAonastre,  Theorie  balistique, 
Gand  1827,  bes.  p.  20;  V.  A.  v.  Sinner,  Lehrbuch  der  Ballistik  (nur  1.  Teil  er- 
schienen, Bewegung  im  leeren  Baum),  Bern  1834;  Ä.  v.  Obermayer,  Wien.  Ber. 
110  (1901),  p.  366;  P.  G.  Tait,  Edinb.  Roy.  Soc.  Proc.  7  (1881),  p.  107;  Cranz,  Komp., 
p.  12 — 85.  Erwähnt  sei  noch,  dass,  während  beim  vertikalen  Wurf  im  luftleeren 
Raum  die  Steighöhe  H  mit  wachsender  Anfangsgeschwindigkeit  V  mehr  und 
mehr  wächst,  im  lufberfüUten  Raum  H  nach  der  Theorie  einen  bestimmten  end- 
lichen Grenzwert  nicht  überschreiten  könnte,  wenigstens  bei  Voraussetzung  eines 
einheitlichen  Luftwiderstandsgesetzes,  demzufolge  der  Luftwiderstand  rascher 
wächst  als  mit  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit.  St.  Robert  (p.  61)  berechnet 
z.  B.,  unter  Berücksichtigung  der  Schwere-  und  Luftdichtenänderung,  dass  eine 
eiserne  Kugel  von  12  kg  Masse  jedenfalls  nicht  höher  als  5800  m  geschossen 
würde,  auch  wenn  V  beliebig  gesteigert  werden  könnte. 

21)  V.  Minareüi,  p.  37  (Mitteil,  von  Indra)^  auch  Darapsky^  Arch.  f.  d. 
Art.-  u.  Ing.-Off.  69  (1871),  p.  256.  Hierher  gehören  auch  die  von  St.  Robert  2, 
p.  1  u.  49  vorgeschlagenen  diskusartigen  Greschosse,  vgl.  auch  Siacei,  Anhang 
von  F.  Chapel. 

22)  V.  Minareüi,  p.  37  u.  38. 

23)  Ygl.v.Minarelli,  p.  114  f.  Z.B.  das  französische  Mini^gewehr  vom  Jahre, 
1842,  mit  Kaliber  18,3  mm,  36  gr  Geschossgewicht,  300  m  Anfangsgeschwindigkeit 
155  Touren  pro  sec  (darüber  vgl.  weiter  unten  Nr.  8  g),  ergab  eine  Querschnitts' 
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Erstens  liegt  das  Geschoss  nicht  immer  mit  der  Längsaxe  in  der  Bahn- 
tangente^  also  fällt  auch  bei  gleicher  Spitzenform  nicht  notwendig  die 
vom  Luftwiderstand  direkt  beeinflusste  Schnittfläche  mit  dem  zur 
Längsaxe  senkrechten  Querschnitt  R^tc  zusammen,  somit  hat  man 
genau  genommen  zwischen  wahrer  xmA^reduzierter  QtierschniUshelastung^) 
zu  unterscheiden,  nämlich  reduziert  auf  den  Fall  a  =  0,  und  nicht 
die  letztere,  sondern  die  erstere  als  massgebend  zu  betrachten.  Zweitens 
hängt,  bei  gegebener  Mündungsgeschwindigkeit  F,  die  Rasanz  der  Flug- 
bahn ausser  von  R  und  P  auch  von  dem  Formkoeffizienten  ab;  es 
scheint,  dass  durch  geeignet  zugespitzte  Form  der  Geschossenden 
wenigstens  bei  Geschossen  von  Handfeuerwaffen  noch  ein  beträcht- 
licher Gewinn  an  Rasanz  erzielt  werden  kann. 

2.  Das  Bpesielle  ballistisohe  Problem  und  die  wichtigsten 
Nähemngsmethoden  zur  Lösung  desselben. 

2  a.  Angabe  des  Froblems  und  allgemeine  Folgerungen  für  die 
Fingbahn.  Ln  folgenden  sei  wieder  die  Annahme  gemacht,  dass  die 
Geschosslängsaxe  in  der  Bahntangente  liege,  femer  dass  das  Geschoss 
eine  Rotation  nur  um  seine  Längsaxe  besitze,  auch  dass  von  stören- 
den Einflüssen  wie  Erdrotation,  Wind  etc.  abgesehen  wird;  ausserdem 
wird  die  Luftdichte  als  konstant  angenommen  (die  Berücksichtigung 
einer  Änderung  yon  ö  mit  der  Höhe,  in  welche  sich  das  Geschoss 
erhebt,  wird  weiter  imten  noch  besprochen  werden).  Die  Aufgabe, 
unter  diesen  beschränkenden  Voraussetzungen  bei  gegebenen  Anfangs- 
daten die  Elemente  der  Flugbahn  zu  berechnen,  stellt  das  ballistische 
Problem  im  engsten  Sinne  dar. 

Bezeichnet  jetzt  F(v)  die  Verzögerung  durch  den  Luftwiderstand, 
so  ist  das  Problem  durch  das  System  der  zwei  Gleichungen: 


(.     { 


d  (t?  •  cos  Ö)  =  —  F(v)  •  cos  Ö  •  dt] 
d  (v  •  sin  Ö)  =  —  F{v)  -  sind  -  dt  —  g  -  dt 


belashmg  yon  0^38  gr/mm*  des  Geschosses.  Dagegen  waren  um  das  Jahr  1895 
die  Armeen  der  meisten  Grossstaaten  mit  Gewehren  von  ca.  8  mm  Kaliber 
ausgerüstet,  welche  mit  Geschossgewicht  14—15  gr,  Anfanggeschwindigkeit 
V  «=  610 — 640  m/sec,  2400  —  2600  Touren,  eine  Querschnittsbelastung  von 
ca.  0,30  gr/mm*  ermöglichten;  dahei  ein  Maximum  der  Flughahnordinate  von 
ca.  30  m  auf  2000  Schritt  Schussweite  und  eine  Greschossenergie  an  der  Mundung 
Yon  800 — 316  mkgr,  in  2000  m  Entfernung  20 — 30  mkgr.  Neuerdings  ist  durch 
weitere  Ealiherverminderung  die  Querschnittshelastung  noch  ein  wenig  ge- 
steigert worden;  z.  B.  nordamerikanisches  Marinegewehr:  Kaliber  6  mm, 
F— '710 — 730  m/sec,  Tourenzahl  3500 — 4350  pro  sec,  Querschnittsbelastung 
0,31  gr/mm*. 

24)  Vgl.  hierüber  v.  Wuich  1,  p.  117  und  Oranz,  p.  278. 
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charakterisiert.    Diese  lassen  sich  leicht  in  folgende  fünf  Gleichungen 
umsetzen: 

g  '  d(v  '  cos  0)  =  V  -  F(v)  •  dÖ; 

g  '  dx  =  —  t;*  •  dö ;      g  -  dy  =  —  v^-  tgO  -  dÖ; 
g  *  dt= ^  -  dO\    g  '  ds  = ^  •  dO, 

^  C08Ö  '       ^  C08Ö  ' 


(2) 


womit  die  Bahnelemente  sämtlich  durch  die  unabhängige  Variable  6 
ausgedrückt  sind,  (ds  ist  das  Bogenelement). 

Aus  diesen  Differentialgleichungen  lassen  sich  zunächst  —  es 
wurde  dies  von  St  Boberi,  Siacci,  Sabtidski^)  geleistet  —  mehrere 
allgemeine^  von  der  Form  der  Funktion  F(v)  unabhängige  Eigen- 
schaften der  Flugbahn  ableiten.   Hiervon  seien  die  folgenden  erwähnt: 

Die  Flugbahn  ist  konkav  von  unten  betrachtet  und  unsymmetrisch 
bezüglich  der  Scheitelordinate;  es  liegt  der  Scheitel  näher  am  Auf- 
fallpunkt (dieser  auf  den  Mündungshorizont  bezogen)  als  am  Abgangs- 
punkt;  der  spitze  Auffallwinkel  9'  ist  grösser  als  der  Abgangswinkel  (p ; »«) 

25)  St.  Robert  1,  p.  50  u.  336,  Tor.  Mem.  (2)  16  (1855),  p.  434,  498;  Mayevski, 
p.  52  u.  71;  Siacci  1,  p.  25,  über  ähnliche  Flugbahnen,  p.  97;  Sahudski  1,  p.  118 
u.  La  corrisp.  1  (1900),  p.  293  u.  2  (1901),  p.  3;  dazu  Siacci,  Biy.  d'art.  e  gen.  1901, 
vol.  1,  p.  287  u.  vol.  2,  p.  21;  ferner  M.  de  Brettes,  Paris  C.  R.  67  (1868),  p.  896; 
68  (1869),  p.  1336;  69  (1870),  p.  394  u.  1239. 

26)  Über  den  Äbgangsmnkel  grösster  Schussweite  liegen  bisher  nur  theo- 
retische Untersuchungen  vor:  F.  Astier,  Bev.  d'art.  9  (1877),  p.  313  (er  gelangt 
zu  dem  Resultat,  dass  je  nach  dem  zu  Grunde  gelegten  Luftwiderstandsgesetz 
dieser  Winkel  >  oder  <  46®  sein  kann);  femer  besonders  Siacci^  p.  42,  u.  393 
u.  Mitteil.  üb.  Geg.  d.  Art-  u.  Gen.-Wes.  1888,  p.  49;  E.VaUier,  Rev.  d'art.  31 
(1888),  p.362;  Guibhard,  Nouv.  ann.  (2)  13  (1874),  p.  436—438;  B.Radau,  Paris 
C.  R.  66  (1868),  p.  1032—1034;  M.  de  Brettes,  Paris  C.  R.  66  (1868),  p.  896;  68  (1869), 
p.  1336—1338;  69  (1870),  p.  394—397  u.  1239—1242;  N.  Sdbudski,  Über  die 
Lösung  des  Problems  des  indirekten  Schiessens  u.  d.  Winkel  grösster  Schuss- 
weite (russ.),  St.  Petersburg  1888,  p.  83  ff.,  s.  auch  JBlussmann,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.- 
Off.  96  (1889),  p.  376.  E.  Vailier  giebt  folgende  Regel:  Für  ein  Geschoss  mit 
grosser  Querschnittsbelastung  (Kaliber  etwa  >>  24  cm)  ist  möglicherweise  jener 
Winkel  grösser  als  45®;  aber  für  jedes  Geschoss  mit  relativ  grosser  Verzögerung 
durch  den  Luftwiderstand  ist  derselbe  <!^^  und  zwar  um  so  mehr,  je  mehr 
der  Luftwiderstand  in  Betracht  kommt.  —  Ausreichende  Versuche,  durch  welche 
die  Berechnimgen  genügend  kontrolliert  werden  können,  liegen  nicht  vor.  Die 
in  Leitfäden  über  das  Schiesswesen  häufig  anzutreffenden  Zahlen  über  die  grösst- 
mögliche  Scbussweite  von  Infanteriegeschossen  sind  mit  Vorsicht  aufisunehmen, 
da  sie  in  den  seltensten  FäUen  auf  genauer  Messung  beruhen.  Gleiches  gilt 
natürlich  von  der  Angabe,  wonach  bei  der  neuen  Krupp'achea  30,5  cm-Eanone 
L.  40  das  Geschoss  im  höchsten  Punkt  der  zu  ca.  44^  Elevation  gehörigen  Flug- 
bahn eine  Höhe  von  8635  m,  also  fast  „die  Höhe  des  Gaurisankars  (8840  m)^'  er- 
reicht; vgl.  die  gelegentlich  der  Düsseldorfer  Ausstellung  1902  verteilte  Schrift 
„2^.  Krupp,  Geschütze",  p.  6. 
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die  horizontale  Komponente  der  Geschwindigkeit  nimmt  mit  wachsen- 
der Zeit  t  ab;  der  absteigende  Flugbahnast  besitzt  eine  vertikale 
Asymptote,  wobei  die  Bahngeschwindigkeit  gegen  einen  Grenzwert 
konvergiert,  der  durch  die  Gleichheit  von  Luftwiderstand  und  Ge- 
schossgewicht charakterisiert  ist;  der  Punkt  der  kleinsten  Bahnge- 
schwindigkeit —  für  welchen  die  Beziehung  besteht  i^  (v)  -f-  ^f  •  sin  6  =  0 
—  liegt  jenseits  des  Scheitels;  und  zwischen  diesem  Punkt  kleinster 
Geschwindigkeit  und  dem  Scheitel  ist  der  Punkt  grösster  Krümmung 
zu  suchen,  welcher  an  die  Bedingung  2i^(t?)  +  3^-sinö  =  0  geknüpft 
ist.  Femer:  die  Flugzeit  ist  auf  dem  absteigenden  Ast  grösser  als  auf 
dem  aufsteigenden;  die  vertikale  Geschwindigkeitskomponente  wächst 
auf  dem  ganzen  absteigenden  Ast  und  ist  in  zwei  Punkten  gleicher 
Ordinatengrösse  auf  dem  aufsteigenden  Ast  grösser  als  auf  dem  ab- 
steigenden {Sabudaki)^. 

Im  übrigen  ist  klar,  dass  man,  sobald  die  erste  dieser  fünf  Glei- 
chungen (2),  nämlich  g-d{ycQHB)  =  v-F{v)'dOy  integriert  ist,  also 
die  Beziehung  zwischen  v  und  0  bekannt  ist,  x,  j/,  t  und  s  durch 
Quadraturen  erhält.  Wir  berichten  im  folgenden  zunächst  über  Ver- 
suche, der  Funktion  F{y)  eine  solche  Form  zu  erteilen,  dass  die 
erste  Gleichung  selbst  durch  Quadratur  integrierbar  ist. 

2  b.  Zurüokfähnmg  des  Problems  auf  quadrierbare  Differential- 
gleiohimgen.  J.  L.  d'Alembert  *®)  zeigte,  dass  jedenfalls  für  die  folgen- 
den Formen  der  Funktion  F{v) 

F(v)  =  a  +  6  ^  v";    F(v)  =  a  -|-  6  •  log  t?; 
F(v)  =  a  .  V«  -f  Ä  -f  -^;    F(v)  =  a  (log  v)"  +  J2  •  log  v  +  b, 

das  Problem  allgemein  auf  Quadraturen  zurückführbar  ist.  (Dabei  sind 
tty  b,  R,  n  Konstanten  und  a,  by  R  durch  eine  Beziehung  verknüpft.) 
Auch  regte  d^Alembert  dann  dazu  an,  weitere  Fälle  von  Integrabilität 
aufzusuchen.  In  der  That  hat  neuerdings  F,  Siacci^^)  14  weitere 
Funktionen  bekannt  gegeben,  welche  die  Zurückführung  des  Problems 

27)  Z.  B.  fär  das  deutsche  Infanteriegewehr  M.  1888  ist  bei  der  Schussweite 
2000  m  die  Abscisse  des  Flogbahnscheitels  ca.  1220ia,  die  Scheitelordinate  ca.  86,5  m; 
dabei  der  Abgangswinkel  6^28',  der  spitze  AufTallwinkel  ca.  13^45',  die  An- 
fangsgeschwindigkeit 640  m,  die  Endgeschwindigkeit  ca.  169  m,  Flugzeit  ca.  8,0  sec, 
bestrichener  Baum  bei  1,7  m  Zielhöhe  ca.  7  m.  Ober  die  Zuverlässigkeit  dieser 
Zahlen  vgl.  übrigens  Nr.  2  h. 

28)  Vgl.  J.  L.  d'Älembert,  Trait^  de  Täquilibre  et  du  mouvement  des  fluides, 
Paris  1744,  p.  359. 

29)  Paris,  C.  B.  132  (1901),  p.  1175  u.  133  (1901),  p.  381,  sowie  auch  Biv. 
d'art.  e  gen.  1901,  vol  8,  p.  5  u.  vol.  4,  p.  5. 
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auf  Quadraturen  geBtatten.  Drei  dieser  neuen  Funktionen  F{v)  ent- 
halten Tier  willkürliche  Eonstanten;  die  übrigen  \1  drei.  Ob  eine 
dieser  weiteren  Formen  für  die  praktischen  Zwecke  der  Ballistik  ver- 
wendbar sein  könnte ;  ist  noch  nicht  untersucht. 

Die  von  C,  Q,  J.  Jacobi^)  für  l^(t?)  ==  a  -f-  6  t;**  gegebene  Form 
der  Lösung  ist  die  folgende: 

Zunächst  ergiebt  sich  aus  der  ersten  Gleichung  von  (2)  zwischen 
V  und  6  die  Beziehung: 

na  na  ^ 

gesetzt  ist.  C  bestimmt  sich  durch  Einsetzung  von  V  und  9)  für  v 
bezw.  0.  Die  übrigen  vier  Gleichungen  (2)  nehmen  dann  vermöge 
derselben  Substitution  die  Form: 

^.da;  =  — 2t;*.j~j-p;    ^  .  dy  =  —  v«  •  p-p^  •  y ; 

g  .  at  =  —  V  '  -f]    g  '  ds  =  —  v^ '  -Y 
an. 

Für  a  =  0  und  n  =  3  oder  n  =  4  führt  die  Integration  dieser 
Gleichungen  auf  elliptische  Integrale,  Dies  haben  A,  G,  GreenhiR  '^) 
und  N,  Sabudski^^  weiter  verfolgt  Tabellen  berechneten  P.  Ä,  Mac 
Mahan^)  und  SabudsM^^), 

Für  a  =  0  und  n  =  2  hat  bereits  1753  L.  Eiüer^)  die  Formeln 
explicit  entwickelt.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

tgÖ  =  p  und  P(i>)-p>/r+p  +  iog(|)+yT+^), 

so  wird 

._g       1  +  p» 


V* 


h     Ä--P(p) 


30)  J.  f.  Math.  24  (1842),  p.  25  -«  Ges.  Werke  4,  p.  286;  vgl.  auch  Joh.  Ber- 
nouiüi,  Acta  erud.,  Lips.  1719,  p.  216;  W.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  Eillfte  1, 
Leipzig  1879,  p.  368;  St  Bobert  1,  p.  94;  Siacei,  p.  26. 

31)  Greenhiü,  Woolwich,  Eoy.  Art.  Inst.  Proc.  11  (1881),  p.  181  u.  689;  12 
(1882),  p.  17;  17  (1890),  p.  181. 

32)  Sabudski,  Über  die  Lösung  des  Problems  des  indirekten  Schiessens  etc. 
(russ.),  St.  Petersburg  1888  und  Sabudski  1,  p.  560.  Siehe  auch  L.  Äusterlitz, 
Wien.  Ber.  84  (1882),  p.  794  (mit  v^.  Bezüglich  a=^0  mit  tiaO  und  n»l 
Tgl.  IngaUs,  p.  232  bezw.  234. 

33)  Bezüglich  Mac  Mahan's  Tabellen  vgl.  GreenhiU,  Fussn.  31. 

34)  Berl.  Ber.  1753,  p.  848;  femer  vgl.  S.  D.  Poisson,  Trait^  de  m^canique, 
2  Yol.,  2.  ^d.,  Paris  1833. 
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und  ferner 

1  r  dp  \  r  P'dp 

i^ i_  r    dp 

yb^JyA-P(p)' 


wo 

9 


Ä^P(iS^)  +  ^y,^  =  P(ß) 


ist  und  ß  die  Horizontalneigung  der  hier  zum  aufsteigenden  Aste  der 
Flugbahn  gehörenden  Asymptote  bedeutet  I)ie  zum  absteigenden 
Aste  gehörige  vertikale  Asymptote  (vgl.  2  a)  hat  die  Entfernung 

_  1  C      ^P       M  -i  I—Jl— 

hj  ^-P(p)"^  bj  Ä  +  P(p) 

ig  tp  0 

Tom  Anfangspunkte. 

2  c.  Angenäherte  Lösung  der  ursprüngliohen  Differential- 
gleiohnngen.  Eine  jede  Differentialgleichung  kann  natürlich  stück- 
weise durch  Aneinanderreihung  geradliniger  Polygonseiten  oder  auch 
Kreis-  resp.  Parabelbögen  integriert  werden. 

Dies  that  L,  Euler  ^)  bei  seinen  eben  in  Nr.  2  b  entwickelten 
Formeln,  indem  er  für  P(p)  Tabellen'*)  berechnete,  wobei  er  6  von 
5^  zu  5^  wachsen  liess,  und  im  übrigen  die  Integralausdrücke  für  2;,  y 
und  t  durch  die  entsprechenden  Summen  ersetzte.  Er  schlug  nun 
vor,  eine  ganze  Schar  von  Flugbahnen  in  dieser  Weise  durch  An- 
einanderreihung von  geradlinigen  Elementen  zu  berechnen,  entsprechend 
verschiedenen  Werten  von  Ä  resp.  /J. 

Diesen  Gedanken  EtUer^s  nahmen  H.  Fr,  v.  Jacobi  und  Fr.  P. 
V.  Grävenite^)  (1764),  besonders  aber  J.  C.  F.  OUo  (1842)  auf,  welch 
letzterer  ausgedehnte  Tabellen  berechnete,  die  mit  einigen  Modifika- 
tionen zum  Teil  noch  heute  für  das  Steilfeuer  im  Gebrauche  sind'^. 

36)  Auch  J.  Didion  berechnete  für  P(p)  Tabellen,  vgl.  Didion,  p.  8,  Anhang. 

86)  Fr.  P.  V.  Grävenitz,  Abhandlungen  über  die  Bahn  der  Artilleriegeschosse, 
Rostock  1764,  franz.  von  Bieffel^  Paris  1845,  dazu  vgl.  LardtUon^  Rev.  d*art.  82 
(1888),  p.  487  (Tabellen). 

87)  J.  C.  F.  Otto,  Tafeln  für  den  Bombenwurf,  Berlin  1842,  Gebrauchsanweisung 
p.  40;  VäUier,  p.lll  (Tabellen);  andere  Anordnung  der  0^' sehen  Tabellen  durch 
S.  Braceialini,  Bey.  d^art.  27  (1885),  p.  237  (hier  ist  auch  der  Fall  berücksichtigt, 
dass  das  Ziel  nicht  in  Mündungshöhe  liegt) ;  femer  Tabellen  in  bequemer  Form 
8.  bei  Ingdüa,  Exterior  ballistics  in  the  plane  of  fire,  New  York  1886,  und  Joum. 
of  Un.  St.  art  5<  (1896),  p.  52—74.  Otto'^  Tafehi  verlängert  von  v.  Scheve, 
Arch.  f.  Art-  u.  Ing.-Oflf.  92  (1885),  p.  529;  93  (1886),  p.  97,  271;  103  (1896), 
p.  286;  femer  F.  Mola,  Biv.  d'art.  e  gen.  1892,  vol.  3,  p.  263  u.  Arch.  f.  Art 
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Kreisbogenelemente  statt  der  geradlinigen  Elemente  zur  Kon- 
struktion der  Flugbahn  benützte  A.M.Legendre  ^).  Indes  wies  Didion  *^) 
später  nach,  dass  dieses  Verfahren  von  Legendr e  keine  genaueren 
Resultate  liefere  als  dasjenige  von  Euler. 

BdshforÜi  ^)  hat  den  erwähnten  Gedanken  Eider'B  fiir  das  kubische 
Gesetz  durchgeführt. 

E,  VaUier^^)  benützt  in  seiner  sogenannten  ^Methode  der  Ge- 
schwindigkeiten'^  zur  Integration  der  genauen  DifFerentialgleichungen 
eine  erweiterte  Simpson^sche  Regel  und  wendet  diese  ganz  besonders 
auf  die  stückweise  Berechnung  sehr  grosser  Flugbahnen  an,  bei  denen 
die  Luftdichte  variabel  ist. 

Auch  wurden  verschiedentlich  Reihenentunckelungen^^)  aufgestellt, 
die  y,  v  und  t  in  Funktion  von  x  oder  s  geben,  so  z.  B.  von  J.  H. 
Lambert  1767,  J.  C,  Borda  1769,  G.  F.  v.  TempeOwf  1781,  J.  F. 
Frcmgais^^),  J.  P.  C.  v.Heim,  v.Pfisier,  St.Bobert^)  (von  diesem  in  all- 
gemeinster Weise);  zum  Teil  wurden  sie  auch  für  Fehlerabschätzung 
verwendet  (Denecke,  v.  Zedlitz)^^)'^  die  Bedingungen  der  Konvergenz 
werden  dabei  nicht  angegeben. 


u.  Gen.-Off.  100  (1893),  p.  1.  Sabudski  1,  p.  239  u.  262  berückaichtigt  noch  die 
Abnahme  der  Luftdichte  mit  der  Erhebung  über  dem  Boden,  Bev.  d'art.  34 
(1889),  p.  427;  88  (1891),  p.46.  Siehe  auch  Mayevski-Klussmann,  p.  34;  Ä.  Bassani, 
La  corrisp.  1  (1900),  p.  116  (es  wird  P(p)  durch  eine  Näherungsfunktion  zum  Zweck 
der  Integration  ersetzt)  und  1  (1900),  p.  275.  Andere  Tabellen  auf  Qrund  des 
quadratischen  Widerstandsgesetzes  von  v.  Wuich,  p.  216  und  Mitt.  üb.  Geg.  d. 
Art.-  u.  Gen.-Wes.  1894,  p.  424;  femer  Siacci,  p.  84  (Schussfaktoren)  und  Tabelle  VII; 
analog  Tabelle  VIII  von  F.  Chapel  für  das  kubische  Gesetz. 

38)  Dissertation  sur  la  question  de  balistique  proposäe  par  TAcad.  Boy. 
des  sciences  et  helles  lettres  de  Prusse,  Berlin  1782.    Vgl.  Fussn.  67. 

39)  Vgl.  Didion,  p.  169,  auch  Fussn.  68. 

40)  Vgl.  Bashforih,  p.  46  f.  und  Mayevski'Klussmann,  p.  28. 

41)  Vcdlier,  p.  49  und  Bev.  d'art.  36  (1890),  p.  42,  153  u.  37  (1890),  p.  273, 
zugleich  Überblick  über  die  Entwicklung  der  Methoden. 

42)  Vgl.  Didion,  p.  162;  Ligowski,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  81  (1877),  p.  79, 
163, 178  und  83  (1878),  p.  203;  ferner  Neumann,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  6  (1838), 
p.  213;  14  (1842),  p.  49;  29  (1861),  p.  93. 

43)  J.  H.  Lambert,  Berl.  Abh.  1767,  p.  102—188;  J.  C.  Borda,  Paris,  ffist. 
de  l'Acad.  1769,  p.  247—271;  G.  F.  v.  Tempelhof,  Berl.  Abh.  1788/89,  p.  216—299; 
auch  besonders  als:  Der  preussische  Bombardier,  Berlin  1791;  Francis*  Arbeit 
von  J.  Didion  veröffentlicht,  vgl.  Didion,  p.  168. 

44)  Heim,  p.  206;  v.  Pfister,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  88  (1881),  p.  489; 
St  Robert  1,  p.  125. 

46)  Denecke,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  90  (1883),  p.  231  u.  406  (auch  Kon- 
vergenzuntersuchungen);  V.  Zedlitz,  ebenda  103  (1896),  p.  388. 
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2d.  Graphiflolie  Ausfohrangeii  hierzu.  Die  in  Nr.  2  c  be- 
sprochenen Rechnungen  können  auch  durch  graphische  Konstruktionen 
ersetzt  werden. 

So  konstruiert  J.  V.  Poncelet^^  die  Flugbahn  mittelst  mehrerer 
Kreisbögen  in  folgender  Weise:  Kennt  man  die  Grösse  und  Richtung 
der  Bahngeschwindigkeit  des  Mobiles  im  Anfangspunkt  des  ersten^ 
genügend  klein  gewählten  BogenS;  so  wird  zunächst  deren  Grösse 
fQr  den  Endpunkt  des  Bogens  mit  dem  Satz  von  der  Arbeitsleistung 
berechnet^  der  Krümmungsradius  des  Bogens  ergiebt  sich  aus  der 
Berechnung  der  Normalkomponente  der  äusseren  Klüfte  u.  s.  f. 

C.  Cranz^'^)  baut  die  Flugbahn  aus  Parabelbögen  mit  Hülfe  der 
Krupp'schen  Tabelle  auf.  (F.  Krupp  **)  selbst  hatte  im  Anschluss  an 
seine  Tabellen  die  ballistische  Kurve  durch  Näherungsrechnung  im 
Sinne  von  Nr.  2c  bestimmt,  wobei  er  die  Formeln,  ähnlich  wie 
F,  Siacci  (vgl.  Nr.  2f)  etwas  vereinfachte.) 

Vielfach  wurden  auch  von  vornherein  ganz  bestimmte  Kurven- 
formen gewählt,  darin  die  Koeffizienten  empirisch  bestimmt  (und  unter 
Umstäuden  hieraus  auf  das  Lufkwiderstandsgesetz  geschlossen);  so  sub- 
stituieren eine  algebraische  Kurve  3.  resp.  4.  Grades  für  die  ballistische 
Kurve**):  C.  E.  Page  1848,  Püon-Bressant  (Kommission  von  Gävre) 
1849,  Jf.  Prehn  1864,  0.  DoUiak  1879,  A,  Mieg  1884  (arithmetische 
Reihen),  und  besonders  F,  Helle  1884.  Eine  für  die  Anwendungen 
je  nach  den  Ansprüchen  an  die  Genauigkeit  genügende  Annäherung 
liefert  auch  der  Ersatz  durch  eine  Hyperbel,  um  so  mehr,  als  die- 
selbe 2  Asymptoten  besitzt  (vgl.  die  ballistische  Kurve  für  F{v)  =  6  t;*, 


46)  J.  V.Poncelet,  Le9ons  de  m^canique  industrielle  2,  Metz  1828/29,  p.  56; 
8.  auch  Didion,  p.  196. 

47)  C.  CranZy  Zeitschr.  Math.  Phys.  42  (1897),  Zusammenfassung  p.  197. 
Über  Verwendung  M.  d'Ocopne^scher  Methoden  zur  FnnktionsdarsteUung  s.  G.  Pescij 
Biv.  marit.  1899,  p.  HS  und  1900,  p.  1—62  des  Beihefts;  G.  Bonca,  Riv.  marit. 
1899,  und  La  corrisp.  2  (1901),  p.  278;  B.  v,  PortensMag-Ledermayer,  Mitt.  üb. 
Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1900,  p.  796;  G.  Bonca,  Manuale  deltiro,  Livomo  1901, 
p.  296  ff.  und  G.  Bonca  u.  G.  Pesci,  Abbachi  per  il  tiro  und  Abbachi  generali 
della  balistica,  Livomo  1901. 

48)  Mitt.  üb  Qeg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1891,  p.  1.  Die  Methode  und  Ta- 
beUe  wurden  aufgestellt  und  neuerdings  wiedergegeben  von  W.  Gross,  Die 
Berechnung  der  Schusstafeln,  Leipzig  1901. 

49)  Vgl.  besonders  M.  Prehn,  Ballistik  der  gezogenen  Geschütze,  Berlin 
1864,  und  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  74  (1878),  p.  189;  Ä.  Mieg,  Theoretische 
äussere  Ballistik,  Berlin  1884;  0.  DoUiak,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-We8. 1879, 
p.  3  der  Notizen;  Haie  2,  p.  267;  ebenda,  p.  262  u.  VaUier^  p.  186;  vgl.  bezüglich 
Piton-Bressant:  Anonymus,  Rev.  d'art.  8  (1876),  p.  219. 
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oben   Nr.  2b);   so   verfahren   A.  Indra^),   E.  Ökinghaus,  F.  Chapd, 
J,  Stauber  ^^). 

2e.  Genaue  Lösung  angenäherter  DifferenÜalgleioliungen.  Ein 
letzter  Gedanke  ist  der^  die  Differentialgleichungen  durch  Wegstreichung 
von  Gliedern  so  zu  vereinfachen^  dass  die  genaue  Integration  in  ge- 
schlossenen Ausdrücken  für  ein  mehr  oder  minder  spezialisiertes  F(v) 
bequem  möglich  wird. 

JoKBemofdli^^  legte  das  Gesetz  F{v)  =  bff  zu  Grunde  und  er- 
zielte solche  geschlossene  Ausdrücke  für  die  Flugbahngrössen  y,  0,  t,  v 

in  Funktion  von  x  dadurch,  dass  er  ^  oder  -i^,  bezw.  irgend  eine 

Potenz  hiervon,  durch  1  ersetzte.     Schreibt  man  zur  Abkürzung: 


m  — 1  a«  '         1       m— 1 

m 


2 — m 


WO 


2 

j  =  (2n  — 2).&F-*a:      und      m  =  ^-^-=^, 
so  wird  auf  Grund  des  genannten  Ansatzes 

Dieses  Verfahren  hat,  mit  n  =  2  bis  n  =  4,  besonders  JV.  v. 
Wuich^)  weiter  ausgebildet;  er  giebt  für  diese  sog.  modifizierenden 
Funktionen  ö,  G^,G^^G^  —  so  genannt,  weil  sie  für  den  leeren  Baum 
sämtlich  =  1  werden  — ,   praktische  Tabellen. 

50)  Graphische  Ballistik,  Wien  1876.  Hierbei  gelangt  Indra  zur  Hyperbel 
von  allgemeinen  projektivisch- geometrischen  Betrachtungen  aus.  Darüber  vgl. 
auch  Rev.  d'art.  14  (1879),  p.  129. 

51)  E,  Ökinghatts,  Die  Hyperbel  als  ballistische  Kurve,  Arch.  f.  Art.-  n.  Ing.-Off. 
100  (1893),  p.  241  mit  Fortsetzung  in  den  Jahrgängen  1894  und  1895;  F.  Chapd, 
Paris  C.  R.  120  (1895),  p.  677;  J,  Stauber,  Mitt.  üb.  (Jeg.  d.  Art-  u.  Gen.-Wes. 
1897,  p.  118. 

52)  Acta  erud.,  Lipsiae  1719,  p.  1453  =  Joh.  BemouUi,  Opera  2,  p.  398—402 
u.  p.  518. 

58)  Vgl.  V.  Wuidi,  p.  199. 
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Bezüglich  des  Falls  w  =  3  haben  F.  Chapd  und  von  ZedliU  '^) 
gezeigt^  dass  die  betreffenden  Formeln  einer  ziemlich  weiten  An- 
wendung fähig  sind.  Letzterer  formt  durch  Elimination  von  hVx  die 
Gleichungen  zu  einem  andern  System  um,  welches  sich  besser  zur  Schuss- 
tafelberechnung eignet;  auf  dasselbe  System  war  G.  Itonca^^),  yon 
andren  Gesichtspunkten  ausgehend^  kurze  Zeit  zuvor  geführt  worden. 

J.C.Borda^^)  (1769),  Ä.  M.  Legendre  und  J.F.Frangais  machten 
eine  R^ihe  anderer  Näherungs  vorschläge,  um  die  Trennung  der  Variabein 
zu  erreichen.     Borda  empfahl  unter  anderem,  die  Luftdichte  *  durch 

eine  ireeimete  Funktion  von  0  zu  ersetzen,  nämlich  durch  *• , 

O      ^3  /  COS  (p ' 

was  fOr  den  Anfang  der  Bahn  stimmt.  Auf  diese  Weise  lässt  sich 
die  Litegration  speziell  für  qiwdratisches  Luftwiderstandsgesetz  ermög- 
lichen.    Legendre^'^  multiplizierte  statt  dessen  die  Luftdichte  8  mit 


cogfl(l  +  7^*g'^, 

V       '       1  -f  cos  qp  /  ' 


was  far  0  =  +  9  ^^^  ö  =  0  gleich  1  wird,  sodass  an  drei  Punkten 
der  Bahn  die  in  Rechnung  geführte  Luftdichte  der  thatsächlichen 
gleich  wird.  Fran^ais  äusserte  gegenüber  diesem  Verfahren  Legendre^^ 
das  Bedenken,  dass  der  Legendre^ ^cAie  Multiplikator  für  0  =  7t/2  un- 
endlich wird;  er  verwendet  deshalb  als  Multiplikator  der  Luftdichte 
den  Ausdruck 

,  ^    -  •  cos  0 , 

yi  +  fc  tg  6« 

wobei  die  Konstanten  a  und  h  zweckentsprechend  zu  bestimmen  sind. 
Didion  ^),  der  die  Arbeiten  von  Fran(^is  veröffentlichte,  zeigt,  dass  das 
Verfahren  von  Fran^is^  bei  ungefähr  der  gleichen  Umständlichkeit 


54)  Chapel,  Rev.  d'art.  17  (1881),  p.  487  u.  18  (1881),  p.  484  (Einfdhrung  der 
Schussfaktoren,  s.  auch  Siacci,  p.  86  u.  456);  v.  Zedlitz,  Arch.  f.  Art.  u.  Ing.-Off. 
103  (1896),  p.  388  u.  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1898,  p.  881. 

55)  G.  Bonca  u.  Ä.  Bassani,  Riv.  marit.  1895,  p.  569,  dazu  Siacci,  Biv. 
d'art.  e  gen.  1896,  vol.  2,  p.  5;  G.  Bonca  u.  A.  Bassam,  Riv.  marit.  1897,  p.  217. 

56)  Borda,  s.  oben  Fussn.  43  und  Joum.  des  armes  speciales  1846,  p.  49; 
8.  auch  Besout,  Mouvement  des  projectiles,  Paris  1788,  p.  188 — 197. 

57)  Legendre,  Dissertation  sur  la  question  de  balistique  propos^e  par 
TAcad.  Roy.  des  sciences  et  belies  lettres  de  Prusse,  Berlin  1782;  teilweise  ab- 
gedruckt im  J.  ^.  polyt.  4  Cah.  11  (1802),  p.  204  (Abhandl.  von  Moreau)  und 
Joum.  des  armes  sp^ales  1845,  p.  587  u.  600  u.  1846,  p.  32. 

58)  S.  Didion,  p.  159  (Kritik  der  Methode  von  Legendre)  u.  p.  168  bezüg- 
lich der  Arbeit  von  JVon^ois;  das  l>M{fon'sche  Verfahren  neuerdings  wieder, 
mit  Spezialisierung  auf  das  quadratische  Gesetz,  verwendet  bei  Heydenreick  2, 
p.  85. 
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der  Berechnung,  eine  grössere  Genauigkeit  ab  dasjenige  von  Legendre 
ermögücht. 

J.  Didion^^)  (1848)  knüpfte  wieder  an  das  Verfahren  von  Ber- 

novMi  an,  indem  er  fQr  ds  =  — -x  nicht  einfach  dx  schrieb,  sondern 
'  cos  6  ' 

6dx.   wo   6  ein  Mittelwert  von  — ^  ist.     Einen   solchen  Mittelwert 

findet  er  in  der  Weise ,  dass  er  das  einzelne  Stück  der  Flugbahn, 
welches  von  0q  bis  6^  reiclft)  in  Gedanken  durch  eine  Parabel  ersetzt, 
wie  sie  sich  im  leeren  Raum  einstellen  würde,  und  das  Verhältnis 
von  Bogenlänge  und  Abscisse  als  sogenannten  Krümmungsfaktor  wählt: 

wo  P  die  bereits  oben  (Nr.  2  b)  aufgetretene  Funktion  ist  Für  6 
und  die  zugehörigen  Funktionen  G^G^,0^,0^  stellt  er  Tabellen  auf, 
in  dem  er  als  Luftwiderstandsgesetz  auf  Grund  seiner  Versuche: 

verwendet.  Für  c  =  0  wird  die  Didiow'sche  Lösung  folglich  derjenigen 
von  BemouUi  gleich,  abgesehen  davon,  dass  h  sich  noch  mit  6  multi- 
pliziert vorfindet. 

Das  Dk^ion'sche  Verfahren,  das  längere  Zeit  viel  benützt  wurde, 
ist  jetzt  durch  das  genauere,  von  Sia4xi  angegebene,  fast  verdrangt, 
über  das  seiner  praktischen  Wichtigkeit  halber  nunmehr  insbesondere 
berichtet  werden  soll. 

2  f.  Fortsetsung:  Die  Methoden  von  F.  Siaooi.  F.  Siacci^)  fährte 
in  seiner  älteren  Methode  (1880)  die  Trennung  der  Variablen  und 
damit  die  Möglichkeit  der  Integration  ähnlich  wie  DidUm  dadurch 
herbei,  dass  er  an  Stelle  der  Verzögerung  -F(t?)  die  Funktion 

F{V  •  G  •  008  6) 
G  '  COS  6 

nahm,  eine  Substitution,  welche  schon  von  St.  Bobert  erwähnt  und 
von  N.  Mayevski  verwendet  worden  war;  6  ist  hierbei  identisch 
mit  dem  Didfion'schen  Krümmungsfaktor.  Als  unabhängige  Variable 
wählte  er  aber  nicht  die  Abscisse  x,  wie  Didion^  sondern  die  mit  6  multi- 
plizierte Horizontalkomponente  v  -  cos  d'  der  Bahngeschwindigkeit  i;. 
Femer  verzichtete  er  darauf,  entlang  der  ganzen  Flugbahn  den  Luft- 
widerstand durch  ein  einheitliches  Gesetz  a  •  v"  oder  ai;"  -f-  6ü"*  dar- 
zustellen,  sondern   benutzte   die  Mayevski^sche   Zoneneinteilung,  und 


69)  Vgl.  Didian,  p.  69  ff. 

60)  Siacci,  Giom.  d*art.  e  gen.  1880,  p.  376  u.  Riv.  d'art.  17  (1880),  p.  46. 
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zeigte^  wie  auch  in  diesem  Fall  fortlaufende  Tabellen  für  die  auf- 
tretenden Integrale  berechnet  werden  können.  Hierauf  sei  nicht 
weiter  eingegangen^  da  dieser  Gedanke  bei  seiner  nunmehr  zu  er- 
wähnenden späteren  Methode  (1886)  wiederkehrt,  wo  er  ausführlicher 
referiert  wird. 

Bei  letzterer*^)  ersetzt  Siacci  F(v)  durch 

cos  ö\    cos' 9 


'^  \     COS9     / 


cosO 


wobei   also   als   unabhängige  Variable  jetzt   die   sogenannte  Pseudo- 
geschwindigkeit  u 


V  •  cos  $ 

u  = 

cos  9 


gewählt  ist;  ß  ist  ein  anderer  (von  9  und  X  abhängiger)  Erilmmungs- 
oder  Mittelwertfaktor**),  der  nur  im  speziellen  Falle  F(y)  =  hv*  mit 
6  identisch  wird,  und  der  durch  Abschätzung  des  bei  der  Näherungs- 
lösung des  Problems  begangenen  Fehlers  erhalten  wird. 

Siacci  fahrt  nun  weiter  folgende  Hülfsfunktionen  ein,  für  die  er 
—  ebenso  wie  für  /3  —  wieder  Tabellen  berechnete: 

^M  -  -Im-'      •'W  -  -  ^^Mky 

Hierbei  ist  die  Verzögerung  F{y)  durch  den  Luftwiderstand 

gesetzt,  was  mit  der  Formel  in  Nr.  Ib  bis  auf  den  Faktor  ß  identisch 
ist  Für  die  Berechnung  entnahm  er  die  Funktionswerte  f{u)  dem 
Jfoyevsib' 'sehen  Zonengesetz;  erst  neuerdings  legte  er  sein  einheit- 
liches Luftwiderstandsgesetz  ^)  (vgl.  Ib)  zu  Grunde,  wobei  er  noch  den 
Faktor  ß  längs  der  Flugbahn  als  variabel  ansah. 


61)  Vgl.  Siacci,  p.  84  ff.  u.  Rev.  d'art.  27  (1886),  p.  816.  Die  ältere  Methode 
von  Siacci  Ton  1880  mit  den  betreffenden  sekundären  Funktionen  ist  bei  der 
deutschen  Artillerie  noch  im  Gebrauch,  vgl.  Heydenreich  2,  p.  90  ff. 

62)  Bezüglich  des  Erümmungsfaktors  ß  vgl.  Siacci,  p.  36  ff. ,  und  Riv.  d'art. 
e  gen.  1896,  vol.  1,  p.  8il  u.  vol.  4,  p.  6;  F.  PoucheUm,  Bev.  d'art.  26  (1886), 
p.  467  (Tabellen);  W.  C.Hojel,  Rev.  d'art.24  (1884),  p.  262;  E.  Vallier  p.46  A  u. 
Paris  C.  R.  116  (1892),  p.  648. 

68)  F.  Siacci,  Riv.  d'art.  e  gen.  1896,  vol.  1,  p.  841 ;  über  ß  vgl.  Riv.  d'art. 
e  gen.  1897,  vol.  4,  p.  6  u.  Rev.  d'art.  86  (1890),  p.  498,  dazu  K  Fasella,  Tavole 
balistiche  secondarie,  Genova  1901. 

Enoyklop.  d.  math.  WisMiuch.    lY  S.  16 
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Mit  Hfilfe  dieser  sogenannten  Siaeci'sehm  FunkHonen  stellt  sich 
dann  das  Lösungssystem,  wenn  man  abkürzend  den  Faktor 

-     d   i      1000     /9p-.,_    1 

setzt,  in  folgender  einfachen  Form  dar: 


__£. 


^)  x  =  C,.  [Diu)  -  D{r)] ;      b)   <  =  ^'-  •  [T(«)  -  T(F)]; 

d)  tgd  =  tg9,{i-^^-.[j(«)-j(r)]j. 

S.  Sraccialini  hat  die  Brauchbarkeit  dieses  Formelsystems  —  ins- 
besondere fQr  die  Berechnimg  der  Formkoeffizienten  *  aus  Schuss- 
weite X,  Abgangswinkel  9  und  Anfangsgeschwindigkeit  V  —  noch 
dadurch  erhöht,  dass  er  fQr  die  Ausdrücke 

T(u)  —  T(F)  =  r(«,  F);    Jiu)  —  J{r)  =  0(u,  F); 

^M^^_J(F)  =  *(«.F);    J(«)_^M^41^=Ä(„,F), 

die  man   als   sekundäre  ballistische  Funktionen   zu   bezeichnen  pflegt^ 
Tabellen  mit  doppeltem  Eingang  (für  u  und  V)  berechnete^). 

W,  C.  Hojel^)  berechnete  die  primären  und  sekundären  Funktionen 
SiaccTa  aufs  neue,  indem  er  seine  eigenen  Versuche  über  den  Luft- 
widerstand zu  Grunde  legte;  VdUier^)  bestimmte  dazu  den  Erümmungs- 
faktor  ß  durch  anderweitige  Fehlerabschätzung  mittelst  einer  Reihen- 
entwicklung mit  zugehörigem  Restglied,  (dasselbe  that  Sabudski^'')  auf 
Grund  des  biquadratischen  Gesetzes  bi^,  wobei  er  entlang  der  Flug- 
bahn den  Faktor  6  variiert)*®). 

2  g.  EriÜBOhe  Bemerkung.  Dass  alle  diese  Ansätze  (Nr.  2  b — 2  f.) 
zur  Lösung  des  ballistischen  Problems  keine  wirkliche  Lösung,  sondern 
nur  eine  mehr  oder  weniger  grosse  Annäherung  an  dieselbe  darstellen 
und  weshalb  es  nicht  anders  sein  kann,  wurde  schon  oben  erwähnt 


64)  S.Baccialini,  Giom.  d'art.  e  gen.  1883,  part.  2,  p.  669  u.  Riv.  d'art. 
e  gen.  1886,  vol.  2,  p.  97  u.  vol.  i,  p.  6  u.  p.  78;  vgl.  auch  Brcuxialini,  Über  die 
praktische  Lösung  der  Probleme  des  Schiessens,  Berlin  1884. 

66)  Rev.  d'art  24  (1884),  p.  262;  vgl.  auch  VaUier,  p.  6. 

66)  Vgl.  Vcaiier,  p.  46. 

67)  Rev.  d*art.  34  (1889),  p.  427;  dazu  vgl.  Fnssn.  41. 

68)  Über  sonstige,  auf  ähnlichen  Grundsätzen  aufgebaute  Tabellen  vgl.  Siaeci, 
p.  66;  dazu  Sabudski  1,  p.  346. 
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Verschiedenartige  Lösungsmethoden  und  Tabellen  sind  deshalb  er- 
wünscht, weil  es  sich  um  sehr  verschiedene  Schussarten  und  Probleme, 
sowie  um  verschiedene  Ansprüche  an  die  Genauigkeit  handelt.  Die 
(gruppenweise)  Vergleichimg  aller  Methoden  hinsichüieh  ihres  Gencmig- 
keitsgrades  aber  muss  als  gegenwärtig  noch  nicht  durchführbar  be- 
zeichnet werden,  da  hierfür  geeignete  einwandfreie  Beobachtungen  über 
Flugbahnen  nicht  vorliegen. 

Ein  Hauptmangel  in  den  bisher  erzielten  Näherungslösungen  des 
ballistischen  Problems  bezieht  sich  auf  den  schon  oben  bemerkten 
Umstand,  dass  man  in  der  heutigen  Ballistik  noch  schlecht  darüber 
orientiert  ist,  wie  eigentlich  der  Luftwiderstand  von  der  Form  der 
Spitze  des  Geschosses  und  von  seiner  SteUung  eur  Flugbahntangente 
abhängt  (vgl.  Nr.  Id).  Einigermassen  kennt  man  noch  die  Abhängig- 
keit von  der  Spitzenform.  Wie  bedeutend  aber  der  Luftwiderstand 
durch  die  Stellung  der  Geschossaxe  gegenüber  der  Flugbahntangente 
beeinflusst  ist,  tritt  am  deutlichsten  gelegentlich  solcher  Schiess- 
versuche zu  Tage,  bei  welchen  das  Langgeschoss  starke  Flatter- 
bewegungen zeigt:  in  solchen  Fällen  pflegt  die  Schuss weite  und  die 
Trefi^ähigkeit  im  Gegensatz  zu  normalen  Flugverhältnissen  erheblich 
vermindert  zu  werden. 

Für  die  Abhängigkeit  des  Luftwiderstands  von  der  Stellung  ist 
jedenfalls  der  Drall,  die  Spitzenform,  die  Geschossführung  und  das 
Trägheitsmoment  des  Geschosses  um  die  Längsaxe,  sowie  um  eine 
Senkrechte  dazu  durch  den  Schwerpunkt  massgebend.  Das  Ziel  würde 
sein,  Tabellen  oder  Formeln  zu  besitzen,  aus  welchen  bei  Angabe 
jener  Grössen  in  jedem  gegebenen  Fall  der  Luftwiderstand  ermittelt 
werden  könnte.  Diese  Aufgabe  stellt  ein  zentrales  Problem  der  heu- 
tigen äusseren  Ballistik  dar;  von  der  Lösung  desselben  dürfte  die 
weitere  Entwicklung  dieser  Disziplin  wesentlich  abhängen. 

Übrigens  ist  man  von  der  Lösung  dieses  Problems  besonders 
auch  aus  dem  Grunde  noch  weit  entfernt,  weil  das  Flattern  des  Ge- 
schosses (s.  darüber  weiter  unten  Nr.  3  g)  auch  durch  Stösse  bedingt 
wird,  welche  das  Geschoss  beim  Austritt  aus  der  Gewehr-  oder 
Geschützmündung  senkrecht  zu  seiner  Axe  erfährt,  und  weil  man 
über  solche  Anfangsstösse  noch  wenig  unterrichtet  ist.  Die  Kombi- 
nation theoretischer  Erwägungen  mit  zahlreichen  systematischen  Be- 
obachtungen dürfte  allein  die  genaue  Ermittlung  der  bezüglichen  Ab- 
hängigkeiten ermöglichen. 

Unter  diesen  Umständen  kann  nur  die  Vermutung  ausgesprochen 
werden,  dass  z.  B.  die  neuere  Methode  von  Siacci-Hojd'VaUier  oder 
die   von  Sabudshi  samt  zugehörigen  Tabellen   die  ballistischen   Pro- 

16* 
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bleme  mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler  za  losen  gestatte ,  welcher 
den  wahrscheinlichen  Beobachtungsfehler  nicht  überschreitet. 

Jedenfalls  bilden  zur  Zeit  jene  Näherungsmethoden  die  Grand- 
lagen für  die  rechnerische  Behandlung  der  einzelnen  schiesstechnischen 
Aufgaben ;  insbesondere  auch  für  die  Berechnung  der  Schusstafeln, 
von  welchen  sogleich  nachher  die  Bede  sein  solL  und  zwar  wird 
für  Flachfeuer  gegenwärtig  in  erster  Linie  das  Verfahren  von  Siacci- 
Hojel'Braccialini,  zum  Teil  mit  den  Modifikationen  von  Vaüier  ver- 
wendet^ —  es  findet  sich  in  der  balistique  ext^rieure^  Teil  der 
Encyclopedie  scientifique  des  Aide- Memoire ^  Paris ^  mit  Tabellen  bis 
V  ==  1200  m/sec^  und  speziell  für  Anlegung  von  Infanterieschusstafeln 
z.  B.  in  den  Tabellen  von  t;.  Bwrgsdorff  und  v.  Becldinghausen  nieder- 
gelegt — y  während  für  Steilfeuer;  ausser  den  schon  erwähnten  Tabellen 
von  Otto,  IngaUs  und  F.  Chapd  die  ausgedehnten  Tafeln  von  N.  Sa- 
hadski  und  F.  Bashforth  benutzt  werden. 

2  h.  SohoBBtafeln.  Ein  Beispiel  je  einer  Schusstafel  fElr  Infanterie 
und  für  Artillerie  ist  im  Nachfolgenden  gegeben, 

Abgekürzte  Schusstafel  des  deutschen  Infanteriegewehrs  M.  88 

(Kaliber  2Ä  =  7,9  mm,  Q^schossgewicht  P  =  14,7  g,  Mündungs- 
geschwindigkeit F=640  m/sec,  Luftgewicht  d  =  1,225,  Abgangs- 
fehler =  -f-  3,4'  d.  h.  Abgangswinkel  —  Eleyationswinkel  der  Seelenaxe). 


Schuss- 
weite X 


Abgangs- 
winkel  q> 


Auffall  wiiikel 
9 


Bestrichener 
Baum  fQr 
1,7  m  Ziel- 
höhe 


Oeschoss- 
gesch  windig- 
keit V 


Flugzeit  t 


100  m 

200 

300 
1000 
2000 


}} 


77 


V 


77 


0» 
0» 
0» 

1« 

6« 


4,5' 

9,9' 

16,2' 

42,5' 

28,3' 


0»  5,0' 
0«  11,7' 
0»  20,8' 
3«  0,5' 
13»  45,0' 


ganz 

n 
n 

34  m 

1  . 


564  m/sec 

495 

437 

252 

159 


0,17  sec 
0,36  „ 
0,57   „ 
2,80  „ 
8,01  „ 


Dazu: 


Ordinalen  y  der  Flugbahn  (in  Metern): 


Für  die 

M/t  nnaa_ 

auf  die  Entfernungen  x  (in  Metern)  von 

OCUUcfcf** 

weite  X 

0 

100 

200 

300 

400 

600 

600 

700 

800 

900 

1000 

500  TU 
1000  „ 

0 
0 

0,83 
2,85 

1,34 
5,39 

1,47 
7,54 

1,07 
9,16 

0 

10,12 

10,27 

9,48. 

7,64 

4,48 

0 

2,  Du  spezielle  ballütische  Problem  (der  änBseren  Ballistik). 


Abgdcürgte  SämssUifd  für  die  schwere  Feldkemone  C.  73 

(Kaliber  2R  =  8,8  cm,   Qewiclit  P  der  fertigen  Sprenggrenate   und 

des    Schrspaels    7^  kg,   Hündnngegescliwiiidigkeit    V  =  442  m/secj 

Äbgangsfehler  +  -^  Gnd). 


H 

1 
'S 

1 

II 
11 

is 
1'^ 

"fr 

•s 

1 
1 

< 

! 

1 

1 

lOOm 

0 

30 

%,' 

0,2  seo 

0,1  m 

45  m 

424in/.ec 

gani 

200,, 

0 

30 

'/,." 

0,5   „ 

0,2  „ 

42  „ 

407     „ 

lOOO,, 

1%." 

31 

2'/,." 

2,7  „ 

1,1  „ 

2'  „ 

319     „ 

43  m 

2000,, 

■t'/,." 

32 

S'/,.» 

6,2   „ 

2,2  „ 

20  „ 

268     „ 

16  „ 

300O„ 

'"/„• 

34 

12" 

10,3   „ 

3,2,, 

15  „ 

233     „ 

9  „ 

4000,, 

12%.' 

37 

19"/..* 

16,2  „ 

4,2  „ 

12  „ 

208     „ 

6  „ 

5000,, 

1!1%," 

41 

30"/„" 

21,4  „ 

4,8  „ 

8„ 

190     „ 

3  „ 

6000„ 

2S'/„» 

49 

46'/,." 

30,3  „ 

4,1  „ 

4  „ 

188     „ 

—  „ 

Zur  ErkläroDg  dieser  Tafeln  sei  FolgendeB  bemerkt: 
Die  Angabe  des  Fallwinkele  (bei  der  Artillerie)  dient  zur  Be- 
urteilnng  der  Wirkung  g^^n  gedeckte  Ziele;  die  Mitteilung  der 
Flugzeit  erleichtert  die  Beobachtung  des  Augenblicks,  in  welchem  der 
Ao&chlag  der  Granate  erfolgen  mues,  und  dient  fQr  die  Brennztlader; 
die  En4geschwindigkeit  giebt  Anhaltspunkte  ftlr  die  Bemessung  der 
Qeschossenei^e  am  Ziel;  die  Ai^ben:  „Yig  GIrad  (nämlich  Änderung 
der  Elevation  um  '/jg  Grad)  verlegt  den  Treffpunkt  nach  der  Höhe 
um  . . .,  bezw,  ändert  die  Schussweit«  um  . . ."  dient  für  Korrek- 
tionen, welche  anzubringen  sind.  Wegen  des  sogenannten  Abgangs- 
fehlers siehe  unten  Nr.  6  a.  Alle  Angaben  gelten  unter  der  Toraus- 
eetzung,  dass  das  Ziel  sich  in  gleicher  Höhe  mit  der  Geschfltz-  oder 
(^ewehrmündung  befindet.  Die  Winkel  werden  bei  der  Artillerie 
meist  in  7,^  Graden  angegeben,  weil  hierdurch  eine  Bequemlichkeit 
ftlr  das  Rechnen  erzielt  wird  (da  tg  ■^°  =  rund  0,001  ist).  Für  die 
Seitenverachiebung  infolge  der  Rotation  (vgl.  Nr.  3  g  u.  f)  ist  die  Mitte 
des  Yisierschiebers  mit  „30"  statt  mit  Null  bezeichnet,  damit  die 
Unterscheidung  von  rechts  und  links  oder  von  -{-  und  —  vermieden 
wird;  es  gilt  die  Regel,  dass  eine  Verscliiebang  am  Visierschieber  um 
1  Teilstrich  den  Tre%nnkt  tun  ein  Tausendstel  der  betreffenden  Schuss- 
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weite  nach  der  Seite  verl^,  also  ist  z.  B.  auf  4000  m  die  Seiten- 
Verschiebung  2d  m^  (gemeint  ist,  wenn  4000  m  die  totale  Schussweite 
der  betr.  Flugbahn  ist).  Den  Tafeln  sind  meist  noch  Angaben  über 
die  Trefffähigkeit  und  mitunter  noch  solche  über  die  Wirkung  im 
Ziel  beigegeben,  wovon  später  die  Bede  sein  soll. 

Was  die  Berechnung  der  Schusstafeln  anlangt,  so  erfolgt  diese, 
—  wenn  man  von  einigen  minderwertigen,  zum  Teü  noch  heute  ver- 
wendeten Verfahren  absieht  — ,  meistens  in  der  folgenden  Weise: 

Man  misst  für  eine  Reihe  von  verschiedenen  Abgangswinkeln  fp 
(darüber  s.  weiter  unten  Nr.  6  a)  je  die  zugehörigen  Mittelwerte  der 
Schussweiten  X;  ausserdem  misst  man  getrennt  die  Geschossgeschwin- 
digkeit in  der  Nähe  der  Mündung,  etwa  zwischen  0  und  50  Metern, 
oder  das  sogen.  V^^,  dieses  wird  durch  Rechnung  auf  die  Mündung 
reduziert,  womit  V  gegeben  ist;  endlich  werden  die  meteorologischen 
Elemente  bestimmt  und  hieraus  S  berechnet. 

Setzt  man  nun  z.  B.  in  der  Gleichung  (c)  des  iSiocc» 'sehen 
Systems  (vgl.  Nr.  2f)  y  =  0,  so  erhält  man  eine  Beziehung  zwischen 
den  gegebenen  Grössen  X,  %  V  und  zwischen  u  und  C|.  Dazu  hat 
man  Gleichung  (a)  zwischen  X,  F,  u  und  C^.  Daraus  lassen  sich 
(7|  und  u  durch  successive  Annäherung  bestimmen;  (weit  bequemer 
geht  dies  mit  Hilfe  der  sekundären  Funktionen  und  der  zugehörigen 
Tabelle,  und  dies  ist  der  Hauptgrund  für  deren  Einführung).  So 
verfährt  man  für  jede  der  gemessenen  Schussweiten  X.  Die  so  erhal- 
tenen Werte  von  C,  liefern,  da  Ä,  P  und  d  bekannt  ist,  die  Werte 
von  ß  -  i.  Diese  Werte  ß  •  i  werden  alsdann  in  Funktion  von  X 
etwa  graphisch  dargestellt.  Damit  lassen  sich  dann  für  jede  beliebige 
Schussweite  X  die  ballistischen  Elemente  berechnen:  Nämlich,  aus 
Gleichung  (b)  erhält  man  die  Flugzeit  /,  aus  (c)  die  Ordinaten  y,  aus 
(d)  die  Neigung  &  der  Bahntangente,  und  aus  u  cos  tp  =^v  cos  0, 
wo  jetzt  u,  9,  &  bekannt  sind,  ergiebt  sich  die  Endgeschwindigkeit  v. 
Gewöhnlich  berechnet  man  die  Elemente  nur  für  die  Schussweiten 
von  200  zu  200  oder  500  zu  500  Metern  und  interpoliert  die  übrigen 
graphisch. 

Zur  Kontrolle  werden  bei  der  Artillerie,  jedoch  keineswegs  überall, 
einige  Endgeschwindigkeiten  v,  Flugzeiten  /  und  Auffallwinkel  tp' 
gemessen,  bei  der  Infanterie  werden  durch  Aufstellung  von  Zwischen- 
scheiben für  einige  nicht  zu  grosse  Schussweiten^  etwa  bis  X  =  600  m, 
in  mehreren  Entfernungen  x  von  der  Mündung  die  Flugbahnordinaten 
gemessen. 

Übrigens  sei  bemerkt,  dass,  wenn  z.  B.  eine  Infanterieschusstafel 
die  ballistischen  Elemente  noch  für  3000  und  4000  m  Schussweite 
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enthält^  diese  Elemente  nicht  immer  durch  genaue  Messung,  sondern 
häufig  durch  rechnerische  Extrapolation  erhalten  worden  sind. 

3.  Gleiohmäsflige  Abweiolmngen  des  Gesohosses  und  deren  Ursaolien. 

3  a.  Angabe  der  UrBaohen.  Sofern  die  Bahnen  der  Geschosse 
mit  den  Angaben  der  Schusstafeln  nicht  übereinstimmen,  spricht  man 
von  Abweichungen  der  Geschosse;  von  diesen  sollen  hier  zunächst  die 
einseitigen  und  zwar  diejenigen  besprochen  werden,  welche  der  theo- 
retischen Berechnung  zugänglich  sind,  oder  experimentell  eliminiert 
werden  können. 

Bedingt  sind  diese  Abweichungen  in  erster  Linie  durch  Ände- 
rungen der  Anfangsgeschwindigkeit  F,  des  Abgangswinkels  tp  oder 
der  Luftdichte  d,  yon  denen  die  Änderungen  von  V  und  d  besonders 
schwerwiegend  sind.  Femer  kommen  aber  hier  gewisse  Umstände  in 
Betracht,  yon  denen  bei  Berechnung  der  Schusstafeln  ausdrücklich 
abgesehen  wurde  (vgl.  Nr.  2  a).  Es  ist  dies  vor  allem  der  Einfluss 
der  Erdrotation,  sowie  der  Einfluss  des  Windes  und  der  Seiten- 
abweichung durch  die  Rotation  des  Langgeschosses  um  seine 
Längsaxe. 

Die  genannten  Einflüsse  lassen  sich  im  allgemeinen  theoretisch 
berechnen,  dagegen  werden  die  Wirkungen,  die  z.  B.  einseitiger  Reflex 
des  Sonnenlichts  auf  die  Yisierfiäche  während  des  Zielens  hat,  am 
besten  experimentell  eliminiert,  etwa  dadurch^  dass  man  Vor-  und 
Nachmittags  schiesst  und  das  Mittel  nimmt.  Auch  die  Tageseinflüsse 
(Wärme,  Feuchtigkeit  u.  s.  w.)  lassen  sich  eliminieren,  indem  man 
Sommers  und  Winters  Schiessversuche  anstellt.  Übrigens  ist  der 
Einfluss  einer  Änderung  im  Feuchtigkeitsgehalt  wenig  beträchtlich. 
Niederschläge  aller  Art  verkürzen  die  Schussweite. 

Im  folgenden  sollen  nun  der  Reihe  nach  einige  von  den  hiermit 
angedeuteten  Ursachen  der  Geschossabweichungen  ausführlich  be- 
sprochen werden. 

%  3  b.  Änderung  der  Anfangsgesoliwindigkeit.  Deren  Einfluss  lässt 
sich,  sofern  sie  klein  ist,  am  einfachsten  dadurch  berechnen,  dass  man 
aus  dem  rechnerischen  Lösungssystem  für  die  Elemente  der  Flugbahn 
die  Diflferenzenformeln**)  herleitet.    So  ist  z.  B.  (bei  bestimmten  Voraus- 


69)  Vgl.  Siacci,  p.  106;  Vällier,  p.  67;  Denecke,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  93 
(1886),  p.  1  und  94  (1887),  p.  226;  femer  Anonymus,  Arch.  f.  Art.-  u.  hig.-Oflf.  97 
(1890),  p.  274;  v.  Pfister,  Arch.  f  Art.-  u.  Ing.-Off.  98  (1886),  p.  73;  Bohne, 
Eriegatechn.  Zeitschr.  3  (1900),  p.  129  u.  201  und  4  (1901),  p.  326;  Sabudski,  Petersb. 
Art  Joum.  1889,  Nr.  11,  p.  941. 
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Setzungen  y  kleines  V,  quadratisches  Luftwiderstandsgesetz)  fBr  Steil- 
feuer der  Einfluss  auf  die  Schussweite  durch  die  Formel  gegeben: 

.^        SXtgqp     AF 
tgq>  V 

Ihren  Ursprung  hat  diese  Änderung  der  Anfangsgeschwindig- 
keit zunächst  in  den  verschiedenen  Tageseinflüssen^  die  nach  Heyden- 
reich '®)  im  Maximum  +  2  bis  +  3,  im  Granzen  etwa  5  %  des  mitt- 
leren V  betragen. 

Femer  kommen  für  die  Änderung  der  Anfangsgeschwindigkeit 
nach  einander  in  Betracht: 

die  grossere  oder  geringere  Abnutzung  des  Rohrs  ^  die  eine  Yer- 
grösserung  des  Yerbrennungsraums  und  eine  Abflachung  der  Züge 
bedingt^  wodurch  V  sinkt; 

die  Abweichungen  im  Verhalten  der  einzelnen  Pulverlieferungen 
von  demjenigen  des  Yergleichspulvers;  hier  dürfen  die  Unterschiede 
in  den  Anfangsgeschwindigkeiten  bei  der  Abnahmeprüfung  höchstens 
+  3  m/sec  betragen; 

die  Yeranderungen  des  Pulvers  infolge  längerer  Lagerung;  hier 
giebt  infolge  beginnender  Zersetzung  Schwarzpulver  meist  etwas 
kleineres  y  Schiesswollpulver  (Blattchenpulver)  infolge  von  Verlust 
an  flüchtigen  Bestandteilen  etwas  grösseres  V,  Nitroglycerinpulver 
(Würfelpulver)  wird   am  wenigsten  beeinflusst. 

Den  somit  aufgezählten  Ursachen  gegenüber  sind  die  durch 
Verschiedenheiten  der  Geschossgewichte  verursachten  Schwankungen 
von  V  nicht  von  Belang. 

AUe  Ursachen  zusammengenommen  hat  man,  auch  ohne  Berück- 
sichtigung der  Rohrabnutzung,  auf  Schwankungen  von  im  Mittel 
+  6  m/sec  bei  Steilfeuergeschützen,  bez.  +  10  m/sec  bei  Flachbahn- 
geschützen zu  rechnen,  wobei  im  Sommer  grösseres,  im  Winter  klei- 
neres V  zu  erwarten  ist 

Nachfolgend  sind  einige  Erfahrungen  angeführt:  Zahlreiche 
deutsche  Versuche  mit  schweren  Feldgranaten  G.  82  des  schwer^ 
Feldgeschützes  und  schusstafelmässiger  Ladung  (Geschützblattchen- 
pulver), ausgeführt  unter  den  verschiedensten  Tagesverhältnissen  und 
mit  verschiedenen  Rohren,  ergaben  schon  für  Vergleichspulver  folgende 
extreme  Werte  für  die  Anfangsgeschwindigkeit  V  (und  den  Maximal- 
gasdruck): 

Maximalwert:  460  m/sec  (und  1520  Atm.), 

Minimalwert:    432  m/sec   (und    1170  Atm.) 
70)  Vgl.  Heydenr^ich  1,  p.  68  u,  64  und  2,  p.  89,  auch  fOr  das  Folgende. 
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Von  diesen  Schwaukungen  scheint  etwas  weniger  als  die  Hälfte  allein 
durch  die  Verschiedenheiten  der  Temperatur^  ungefähr  ebensoviel 
durch  Verschiedenheiten  der  Verbrennungsräume  bedingt  worden  zu 
sein^  wobei  jedoch  alle  Rohre  noch  gut  erhalten  waren;  der  Best 
erklärt  sich  durch  yerschiedenen  Feuchtigkeitsgehalt^  verschiedenes 
Führungsmaterial;  gewisse  Messungsfehler  u.  s.  w.  Der  Einfluss  der 
Feuchtigkeit  hat  bei  den  neueren  rauchlosen  Pulversorten  an  Be- 
deutung verloren.  Speziell  für  den  Einfluss  der  Pulvertemperatur  auf 
die  Anfangsgeschwindigkeit  giebt  Heydenreich  an,  dass  eine  Steigerung 
der  Pulvertemperatur  um  1^  C.  bei  Geschützen  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit um  0,06  bis  0,20^0  erhöhe'*);  die  betreffende  Zahl  fttr  Ge- 
wehre ist  strittig. 

Für  neuere  Infanteriegewehre  ergaben  Messungsreihen,  bei  welchen 
je  10  Schüsse  mit  demselben  Gewehrexemplar  und  mit  Patronen  der- 
selben Lieferung  in  bedecktem  Baum  rasch  nach  einander  ausgeführt 
wurden,  z.  B.  folgende  Zahlen  für  V^^i 
bei  einem  Gewehr  von  8  mm  EaUber: 

V^ :  594,  597,  598,  606,  601,  618,  612,  605,  604,  617  m/sec, 
bei  einem  Gewehr  von  6  mm  Kaliber: 

r^:  762,  750,  746,  755,  753,  750,  746,  748,  748,  750  m/sec, 
hierbei  war  im  letzteren  Fall  das  Geschossgewicht  P 

P :  8,70,  8,72,  8,69,  8,73,  8,71,  8,72,  8,70,  8,70,  8,68,  8,71  gr. 

3  c.  Ändeixing  des  AbgangswinkeLs.  Auch  hier  ergiebt  sich  der 
Einfluss  auf  die  Schussweite  X  leicht  aus  den  betreffenden  Differenzen- 
gleichungen zwischen  ^g)  und  AX  (giltig  unter  den  gleichen  Voraus- 
setzungen wie  bei  Nr.  3  b): 

oder  auch  durch  einfache  stereometrische  Betrachtungen. 

Die  hierher  gehörige,  also  kontrollierbare  Änderung  von  g)  hat 
ihre  Ursache  a)  in  dem  Nehmen  von  ,yFeihkomf''^^  statt  ,^estrichen 
Kortif^y  b)  in  dem  Verdrehen  des  Gewehrs^*),  dem  beim  Geschütz  der 

71)  Heydenreich  erwähnt,  dass  durchschnittlich  im  Sommer  ca.  4%  weiter, 
im  Winter  ca.  67^  kfirzer  geschossen  wird,  als  die  Schusstafel  angiebt. 

78)  Nach  v.  MinareUi,  p.  68  ergiebt  sich  z.  B.  durch  Nehmen  von  „Fein- 
korn" statt  „gestrichen  Korn"  beim  österr.  8  mm  Bepetiergewehr  M.  1896  auf  600 
Schritt  Schussweite  eine  Senkung  des  mittleren  Trefipunkts  um  ca.  66  cm. 

78)  Vgl.  z.  B.  Didicn,  p.  864;  Änonymw,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  98  (1886), 
p.  466;  V.  MinareUi,  p.  64;, z.  B.  für  das  frühere  deutsche  Feldgeschütz  hat  eine 
Neigung  der  Bftderaxe  um  6®  bei  einer  Schuss weite  von  6000  m  eine  Seiten- 
abweichung von  oa.  160  m  zur  Folge. 
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schiefe  Räderstand  entspricht.  Es  wird  der  TrefEjpnnkt  auf  der  Seite, 
nach  welcher  das  Gewehr  beim  Schuss  verdreht  wurde  resp.  das  eine 
der  beiden  Geschützrader  tiefer  stand,  seitwärts  und  abwärts  verschoben. 
Auch  beim  Aufstecken  des  Bajonetts  ^^)  erfolgt  eine  Änderung  des 
Abgangswinkels,  der  Erfolg  ist  meist  Linksabweichung  und  Senkung 
des  TrefEjpunktes.  Die  Erscheinung  wurde  früher  der  Bückwirkung 
der  an  der  Bajonettklinge  reflektierten  Pulvergase  auf  das  Geschoss, 
später  einer  Drehung  des  Gewehrs  um  den  seitlich  der  Seelenaxe 
liegenden  Gesamtschwerpunkt  zugeschrieben.  Die  Thatsache  jedoch, 
dass  bei  rechts  aufgestecktem  Bajonett  Rechtsabweichung  erfolgen  und 
dass  die  Erscheinung  selbst  bei  fest  eingespanntem  Gewehr  sich  ein- 
stellen kann,  veranlassten  die  Versuche  von  C.  Oranz  und  K.  R.  Koch  ^*), 
durch  die  jetzt  festgestellt  ist,  dass  diese  Abweichung  durch  die  Ände- 
rung der  Laufnbration  infolge  der  angehängten  Bajonettmasse  ver- 
ursacht wird. 

3d.  Änderung  der  Luftdlohte.  Hier  wird  die  Differenzenformel 
(unter  den  gleichen  Voraussetzungen  wie  in  Nr.  3  b  und  3  c),  die  die 
Änderung  der  Schuss  weite  giebt: 

wo 

1  Si      1000     ,^^v, 

gesetzt  ist. 

Eine  Änderung  der  Luftdichte  erfolgt  in  erster  Linie  durch 
Schwankungen  der  Lufttemperatur.  Eine  Temperaturerhöhung  um 
P  C.  erhöht  das  Luftgewicht  d  um  ca.  0,00456  kg  oder  das  relative 

Luftgewicht  j^  um  0,00378. 

Eine  andere  Ursache  für  die  Änderung  des  Lufbgewichts  liegt  in 
der  Änderung  des  Barometerstandes:  ein  Unterschied  des  letzteren  um 

1  mm  ändert  das  relative  Luftgewicht  j-äöä  ^^  ^^  0,00134.  Infolge- 
dessen ist  unter  sonst  gleichen  Umständen  die  Schussweite  grosser,  je 
höher  der  Schiessplaie'^^)  liegt ^^. 


74)  Vgl.  besonders  H.  Weygand,  Das  Schiessen  mit  Handfeuerwaffen,  eine 
vereinfachte  Schiesslehre,  Berlin  1876,  p.  ISiff.,  u.  F,  HenUeh,  Ballistik  der 
Handfeuerwaffen,  Leipzig  1873,  p.  312;  v.  MinareUi,  p.  56.  Der  russische  Infan- 
terist schiesst  mit  aufgepflanztem  Bajonett;  sonst  hat  die  Frage  nicht  mehr  die 
Bedeutung  wie  früher. 

76)  Münch.  Abh.  21  (1901),  p.  672. 

76)  V,  Minareüi  (Österreich.)^  p.  61  giebt  z.  B.  die  folgende  Begel  für  die 
Praxis  bezüglich  Entfernungen  von  ca.  2000  Schritt:  die  VergrOssemng  der  Schuss- 
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3e.  Einflufl«  des  Windes.  Für  die  Änderungen  der  Flugbahn 
durch  Wind  wurden  nach  verschiedenen  Methoden  zahlreiche  Formeln 
aufgestellt,  so  von  Didion,  Siacci,  VaUier,  Resal,  v.  Wuich,  Krupp,  Sa- 
hudski''^).  Beispielsweise  sind  die  auf  Erwägungen  über  relative  Be- 
wegung beruhenden  Naherungsausdrücke  Siacci' %  die  folgenden: 


weite  in  Schritten  ist  das  8-fache  der  in  hunderten  von  Metern  angegebenen 
Höhenkote  des  Schiessplatzes ;  darnach  wQrde  also  z.  6.  auf  einer  1700  m  hohen 
Alpe  auf  2000  Schritt  um  8  x  17  oder  186  Schritt  zu  weit  geschossen.  —  Über 
JTrifpp'sche  Versuche  s.  Heydenreich  1,  p.  54  Schluss. 

77)  Zahlenwerte  für  Einfluss  der  Lufttemperatur  und  Lufbgewicht  s.  be- 
sonders bei  Heydenreich  1^  p.  63  u.  H.  Bohne,  Eriegstechn.  Zeitschr.  3  (1900),  p.  129, 
201  u.  4  (1901),  p.  326.  Einige  {Rechmmg8')Bei8piele  des  letzteren  sind  folgende: 
Für  ein  Gewehr  mit  F  =  630  m/sec  und  bei  der  Schussweite  X  =  2000  m  wird 
durch  Steigerung  der  Temperatur  um  l^C.  die  Schuss weite  um  1,70  m  wegen 
Änderung  von  V  und  ausserdem  um  3,70  m  wegen  Änderung  von  9,  zusammen 
um  6,4t  m  vergrössert  oder  die  Höhenlage  des  Treffpunkts  steigt  um  34,3  -^-tt,! 
=B  111,4  cm,  sodass  durchschnittlich  im  Juli  (-|-20^C.)  um  27,0  m  zu  weit  und 
um  5,57  m  zu  hoch,  dagegen  im  Januar  ( —  0,5^  C.)  um  83,7  m  zu  kurz  und  um 
17,24  m  zu  tief  geschossen  wird,  gegenüber  den  Schusstafelangaben,  welche  sich 
auf  die  Normaltemperatur  -f  16^  C.  beziehen.  Bei  — 22,5  C.  Lufttemperatur  (z.  B. 
im  Jahre  1884)  wird  somit  um  202  m  oder  um  loy^  zu  kurz  geschossen.  Übrigens 
ist  der  wahrscheinliche  Fehler  im  Distanzschätzen  mit  blossem  Auge  nach 
Bohne  erheblich  grösser,  nämlich  ca.  17^^  (auf  Grund  von  4000  Schätzungen 
mit  2000  verschiedenen  Schützen  erhalten).  Nur  bei  Verwendung  eines  guten 
Distanzmessers  von  nicht  allzu  unbequemer  Länge,  nämlich  von  nicht  über 
60cm  Länge,  ist  dieser  Fehler  3^^,  vgl.  besonders  V.v.Niemllowski-Gawin, 
Das  Messen  von  Entfernungen  far  Kriegszwecke,  Wien  1898. 

78)  Didum  1,  p.  311 ;  v.  Wuich,  p.  474;  Sicbcci,  p.  113;  Besal  2,  append.  p.  409 ; 
Heydenreich  1,  p.  bl\Sabudski  1,  p.  S02',  Denecke,  Arch.  f  Art..  u.  Ing.-Off.  98  (1886), 
p.  1  u.  94  (1887),  p.  226;  Anonymus,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-OflF.  97  (1890),  p.  274 
(Erfahrungen  im  Transvaalkrieg);  v.  Minarelli,  p.  57ff.;  eingehende  Berechnungen 
besonders  von  H.Bohne,  Eriegstechn.  Zeitschr.  3  (1900),  p.  129  u.  201,  sowie  4 
(1901),  p.  326.  Bo?me  berechnet  z.  B.,  dass  bei  mittlerer  Windgeschwindigkeit 
von  6,5  m/sec  (Potsdamer  Beobacht.  1893—97)  der  unter  45*  schief  von  vom 
kommende  horizontale  Wind  die  Schussweite  von  2000  m  um  31  m  verkürzen 
müsste,  und  bei  einer  Windgeschwindigkeit  von  30  m  um  240  m;  die  Seiten- 
abweichung betrüge  auf  2000  m  bei  mittlerer  Windgeschwindigkeit  nur  ca. 
18  m.  Überhaupt  ist  nach  Bohne  die  Änderung  der  Schussweite  durch  Tages- 
einflüsse in  der  Mehrzahl  der  Fälle  kleiner  als  der  wahrscheinliche  Schätzunga- 
fehler,  selbst  dann,  wenn  Wind  und  Temperatur  in  gleichem  Sinn  wirken 
(Wind  von  hinten  und  Temperatur  hoch;  Wind  von  vom  und  Temperatur 
niedrig);  dies  gilt  wenigstens  für  Gewehre  und  fär  Distanzen  unter  1000  m. 
Bei  Geschützen  sind  die  Tageseinflüsse  bedeutender;  für  die  Feldkanone  z.  B., 
mit  F=  465  m/sec,  Schussweite  6000  m,  qp  =  18*11';  qp' =  26<»30')  findet  JBoÄn«, 
dass  bei  —  22,5^  C.  die  Schussweite  um  394  -f  ^34  »  1028  m  zu  kurz  ausfallen 
müsste.  —  Erwähnt  sei  noch,  dass  Heydenreich  fär  seine  allgemeinen  Angaben 
die  umfangreichen  Versuche  der  deutschen  Artillerie -PrüfungS' Kommission  zur 
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Ist  W  die  horizontale  Komponente  der  Windgeschwindii^eit 
parallel  der  Schussrichtung  (in  Metern),  W"  diejenige  senkrecht  dasEO, 
T  die  Flugzeit  (in  Sekunden),  so  ist  (bei  kubischem  Luftwiderstands- 
gesetz,  gültig  ftLr  direkten  Schuss)  die  Änderung  AX  der  Schussweite 

die  Seitenabweichung  Z 

Z=W"(T  —  .^r^—), 

(Xf  Tfipfip'  sind  die  bekannten  Werte  bei  ruhiger  Luft). 

Die  Berechnungen  mit  Hilfe  dieser  Formeln  sind  deshalb  wenig 
zuverlässig,  weil  meist  die  Winde  nach  Richtung  und  Starke  rasch  ver- 
änderlich sind  (vgl.  rV,  17, 1,  Finsterwalder)  und  nur  an  der  Erd- 
oberfläche die  Windgeschwindigkeiten  gemessen  werden;  daher  werden 
Normalbeschüsse  bei  möglichst  windstillem  Wetter  ausgeführt.  Nach 
Heydenreich  (1.  c,  Erfahrungen  der  deutschen  Artillerie)  verschwindet 
im  allgemeinen  der  Einfluss  des  Windes  auf  die  Grösse  der  Schuss- 
weiten im  Vergleich  zu  den  Einflüssen  der  Schwankungen  von  V  und 
d]  abgesehen  von  Steilfeuer  ist  als  Maximum  der  Schussweitenände- 
rung bei  heftigem  Wind  ca.  17o  d^i*  Schussweite  anzusehen.  Dagegen 
erwähnt  er  Seitenabweichungen  bei  stürmischem  Wind  bis  zu  37o 
der  Entfernung,  z.  B.  bei  der  15  cm  Granate  G.  88,  aus  der  langen 
15  cm  Kanone  auf  9500  m  Entfernung  eine  Seitenabweichung  von  287  m. 

3 f.  Einfluss  der  Erdrotation^^).  Wenn  wir  das  quadratische 
Luftwiderstandsgesetz  {F(p)=bv^  voraussetzen,  sowie  das  Quadrat  der 

Verfügung  hatte  und  dass  die  Versachereihen ,  welche  neuerdings  von  Krause 
(Mitglied  der  deutschen  Geu>ehrprüfungskütMnis8i(m)  bezüglich  der  Tageseinflüsse 
veröffentlicht  wurden,  Kriegstechn.  Zeitschr.  5  (1902)  p.  488,  eine  ziemlich  be- 
friedigende Übereinstimmung  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  ergaben, 
wenigstens  was  Temperatur  und  Barometerstand  anlangt. 

79)  Darüber  vgl.  G.  Galilei,  Dialog  über  das  Weltsystem,  deutsch  von  Strauss^ 
Leipzig  1891,  p.  189  —  192;  S.  D.  Poisson,  J.  ^c.  polyt.  16  (1832),  p.  187  und 
Poisson,  Becherches  sur  le  mouvement  des  projectUes  dans  Fair,  Paris  1889, 
p.  41  u.  68;  C.  E.  Page,  Nouv.  ann.  (2)  6  (1867),  p.  96,  387,  481;  8t.  Robert  1,  p.  867; 
F.  Ästier,  Rev.  d'art.  5  (1875),  p.  272;  B.  Berger,  Über  den  Einfluss  der  Erdrotation 
auf  den  freien  Fall  der  Körper  und  die  Flugbahnen  der  Projektile,  Coburg  1876; 
J.  Finger,  Wien.  Ber.  76«  (1878),  p.  67  und  B.  Hoppe,  Arch.  d.  Math.  64  (1879), 
p.  96;  W.  Scheu,  Theorie  d.  Bewegung  und  der  Kritfte  1,  p.  528;  Ä.  W.  F.  Sprung, 
Arch.  d.  deutsch.  Seewarte  1879,  p.  27;  Deutsche  meteor.  Zeitschr.  1  (1884),  p.  250; 
Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  103  (1896),  p.  13;  Besal  1,  p.  107;  Ökinghaus,  Wochen- 
schrift f.  Afltron.  1891,  p.  89  und  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  108  (1896),  p.  89; 
Sabudski,  Petersb.  Art.  Joum.  1894,  Nr.  2,  p.  120  und  £ey.  d'art44  (1894),  p.  467; 
A.  V,  Obermayer,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1901,  p.  707. 
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Winkelgeschwindigkeit  n  der  Erde  (w  =  0,0*73)  gegen  1  vemacli- 
lässigen,  die  Erde  als  Engel  ansehen  und  die  Richtung  der  Erd- 
schwere mit  dem  Erdradius  zusammenfallend  denken,  so  ist  das  zu 
lösende  System  von  Differentialgleichungen  der  Bewegung: 

d*x  c\    /dy    .  dz  \        -.ds-dx 

d*g  c%     dx  -ids-dz 

dt--       2n^co8y  _6___^ 

(dabei  ist  y  die  geographische  Breite  des  Abgangspunktes,  die  x,  y,  z- 
Axe  bezw.  nach  Osten,  Norden  und  vertikal  nach  oben  positiv). 

Der  Einfluss  der  Erdrotation  zeigt  sich  in  Seitenabweichungen 
und  in  positiven  oder  negativen  Zuwächsen  der  Schussweite.  Die 
Seitenabweichung,  die  die  wichtigste  ist,  ergiebt  sich  aus  zwei 
Doppelintegralen,  welche  abgeschätzt  werden  müssen;  sie  ist  im  all- 
gemeinen kleiner  als  die  weiter  unten  zu  besprechende  durch  Rotation 
des  Geschosses  hervorgebrachte  Abweichung  und  meist  gegen  diese  zu 
vernachlässigen.  Zahlenwerte  hat  S,  D.  Toisson  und  neuerdings  z.  B. 
jV.  SabudsJci  berechnet. 

Was  den  Sinn  der  Seitenabweichung  betrifft,  so  erfolgt  diese  in 
der  gewöhnlichen  Schiesspraxis  auf  der  nördlichen  Erdhälfte  stets  nach 
der  redUen  Seite  des  Schiessenden;  der  Grösse  nach  ist  die  Abweichung, 
zufolge  den  Berechnungen  Poisson%  beim  Schiessen  nach  Norden  am 
kleinsten,  nach  Süden  am  grössten,  beim  Schuss  nach  Osten  oder 
Westen  von  mittlerem  Betrag. 

Einige  Zahlenbeispiele  Poisscm'B  sind  die  folgenden:  Schiesst  man 
mit  einer  Bombe  von  33  cm  Kaliber  und  von  90  kg  Gewicht  in  der 
Breite  von  Paris  unter  einem  Abgangswinkel  g>  von  45^  und  mit  einer 
Anfangsgeschwindigkeit  V  von  270  in/sec  (womit  sich  eine  Schuss- 
weite von  ca.  4000  m  ei^ebt)  nach  Osten  oder  Westen,  so  wird  eine 
Seitenabweichung  nach  rechts  um  7 — 8  m  erfolgen  müssen;  eine  Bombe 
von  27  cm  Kaliber  und  51  kg  Gewicht,  bei  F=  120  m/sec,  q>  ==  45®, 
X  =  1200  m  wird  0,9 — 1,2  m  rechts  einschlagen.  —  Eine  Plinten- 
kugel  mit  434  m/sec  Anfangsgeschwindigkeit  in  der  Breite  von  Paris 
senkrecht  abgeschossen,  erreicht  eine  Steighöhe  von  544  m  (gegen 
9600  m  im  leeren  Raum)  und  kommt  zurück  mit  einer  Auffall- 
geschwindigkeit von  49  m/sec  (gegen  434  m/sec  im  leeren  Raum), 
dabei  beträgt  der  Rechnung  zufolge  die  westliche  Seitenabweichung 
beim  Auffallen  0,1  m. 
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Die  aus  der  Theorie  sich  ergebende  südliche  Abweichung  beim  freien 
Fall  und  vertikalen  Wurf  erklart  sich  bei  den  obigen  Voraussetzungen 
geometrisch  einfach  daraus,  dass  die  Bewegung  des  Geschosses  nur 
innerhalb  der  Ebene  durch  die  Parallelkreistangente  und  den  Erdmittel- 
punkt (im  luftleeren  Baum  bei  F<  7900  m  in  einer  Ellipse  mit  dem 
Erdmittelpunkt  als  dem  einen  Brennpunkt)  stattfindet,  wobei  das  Ge- 
schoss  wegen  der  Drehung  der  Erde  nicht  in  der  Richtung  des  Erd- 
radius abgeht. 

3  g.   Einfliuw  der  Botation  des  G^sohosses  ^).    Binleitong.     Die 

hierher  gehörigen  Abweichungen  der  früheren  kugelförmigen  Geschosse 

80)  y^X.Didum,  p.  804  u.  319  und  J.  ^c.  polyt.  16  (1889),  p.61;  G.Piobert, 
Trait^  d'artillerie,  Paris  1889,  p.  169;  BSsal  1,  p.  875;  G.  Magnus,  Berl.  Ber.  1862, 
1—24  und  Ann.  Phys.  Cham.  88  (1858),  p.  1 ;  M.  de  Sparre,  Sur  le  mouTement 
des  projectiles  dans  Tair,  Paris  1891;  B.  Timmerhans,  Essai  d'un  trait^ 
d'artillerie  2,  Paris  1846,  p.  113;  J.  C.  F.  Otto,  Umdrehung  der  Artillerie- 
geschosse, Berlin  1843,  Forts.  1847  und  Allgem.  Militärzeitung  1846,  Nr.  6^6 
und  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  11  (1840)  p.  118;  J.  P.  G.  v.  Heim,  p.  169;  {Neu- 
mann,  Arch.  f.  Art-  u.  Ing.-Off.  6  (1888),  p.  218;  14  (1842),  p.  49  u.  17  (1846), 
p.  198);  C,  Mondo,  DeriTation  der  Langgeschosse,  München  1860;  F.  v,  VieHk, 
Flugbahn  der  Geschosse,  Dresden  1861;  C.  H.  Owen,  Woolwich,  Roy.  Art.  Inst. 
Proc.  4  (1868),  p.  180  u.  28  (1896),  p.  217;  Brockhuaen,  Arch.  f.  Art-  u.  Ing.- 
Off.  15  (1843),  p.  93;  BuUU,  p.  169;  W.  V.  Bowvroy,  Theorie  der  Bewegung 
der  Spitzgeschosse,  Berlin  1862  und  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  18  (1845),  p.  19; 
D(arapsk)y,  Derivation  der  Spitzgeschosse,  Cassel  1865;  JV^  Mayevski,  p.  178  u. 
Petersb.  Art.  Joum.  1865,  Nr.  3,  p.  11  und  Bev.  technol.  milit.  5  (1865),  p.  1; 
P.  Gauihier,  Mouvement  d*un  ptojectile  dans  Tair,  Paris  1867;  Ä.  Paalgoto,  t^ber 
die  Drehung  fester  Körper,  insbesondere  der  Qeschosse  und  der  Erde,  Berlin 
1867;  F.  Ästier,  Essai  sur  le  mouvement  des  projectiles  oblongs,  Paris  1878; 
E.  P.  Jouffret,  Rev.  d'art.  4  (1874),  p.  245,  547 ;  P.  Haupt,  Mathematische  Theorie 
der  Flugbahnen  gezogener  Geschosse,  Berlin  1876;  J.  Märker,  Über  das  bal- 
listische Problem,  Gymn.  Progr.,  Hersford  1876;  Muzeau,  Bev.  d'art.  12  (1878), 
p.  422  u.  495  mit  Forts,  bis  14,  p.  38;  IngctUs,  Handbook  of  problems  in  exterior 
ballistics,  New- York  1900;  Anonymus,  Arch.  f  Art.-  u.  Ing.-Off.  85  (1879),  p.  184  u. 
87  (1880),  p.  180;  K.B.Bender,  Bewegungserscheinungen  d. Langgeschosse,  Darm- 
stadt 1888;  Jansen,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  97  (1890),  p.  424;  Sabud^i,  Petersb. 
Art.  Joum.  1890,  Nr.  7,  p.  649  und  1891,  Nr.  1,  p.  1;  auch  Äussere  Ballistik  1895, 
p.  328 — 893;  A.  Brix,  Marine-Abhandlimgen  (russ.)  1891,  Nr.  1,  p.  25,  Nr.  2,  p.  61, 
Nr.  8,  p.  41;  Engelhardt,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  100  (1898),  p.  408  u.  449; 
P.  G.  Tau,  Nature  (engl.)  48  (1898),  p.  202;  H  Müller,  Entwicklung  der  Feld- 
artillerie, Berlin  1894;  E.  Ökinghaus,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  103  (1896),  p.  185; 
J.  Altmann,  Erklärung  u.  Berechnung  d.  Seitenabweichungen,  Wien  1897;  A.v.  Ober- 
mayer,  Wien,  Organ  der  militärwissenschaftlichen  Vereine  1898  und  Mitt.  üb. 
Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1899,  p.  869;  A.  G.  GreenhiU,  Woolwich,  Roy.  Art. 
Inst.  Proc.  11  (1882),  p.  119  u.  124;  v.  Minardli,  p.  48;  Crane,  p.  196 — 265  u. 
p.  410  (Apparate  dazu)  imd  Zeitschr.  Math.  Phys.  43  (1898),  p.  169  und 
Jahresber.  d.  deutsch.  Math.-Verein.  6  (1899),  p.  110.  —  Hinsichtlich  der  Idee 
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waren  lange  Zeit  zufällige  Abweichungen ;  besonders  dadurch  veran- 
lasst; dass  immer  etwas  Spielraum  zwischen  Kugel  und  Rohrwandung 
blieb  und  deshalb  die  Pulvergase  zum  Teil  mit;  zum  Teil  neben 
der  Kugel  sich  herausdrängten  und  wegen  der  dadurch  vermehrten 
Reibung  ein  Rollen  derselben  bewirkten,  oder  auch  verursacht  durch 
einmalige  oder  zweimalige  Reflexion  der  Kugel  im  Rohr. 

Unter  den  (durch  eine  Preisaufgabe  der  Berliner  Akademie  1794 
veranlassten)  zahlreichen  Versuchen  zur  Erklärung  dieser  Abweichungen 
kamen  diejenigen  von  J.Didion  (1841)»^)  und  J.  CR  Otto  (1843)««) 
der  richtigen,  später  von  O.  Magnus  (1852)®')  auf  Grund  von  Experi- 
menten gegebenen  Erklärungsweise  sehr  nahe.  Letztere  ist  die  folgende: 
Die  Kugel  bewege  sich  in  ruhender  Luft,  oder  umgekehrt  ruhe  der 
Schwerpunkt  der  Kugel  und  dieser  entgegen  ströme  die  Luft;  die  Kugel 
möge  in  Rotation  geraten  sein  z.  B.  um  eine  horizontale  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  und  rotiere  von  oben  über  vom  nach  unten.  Nun  bewegt 
sich  die  an  der  Kugel  adhärierende  imd  mit  ihr  rotierende  Luft  unter- 
halb im  gleichen  Sinne  wie  die  gegen  die  Kugel  heranströmende  Luft, 
oberhalb  dieser  entgegen.  Somit  entsteht  nach  den  hydrodynamischen 
Gleichungen  oben  Yergrösserung,  unten  Verminderung  des  Luftdrucks; 
die  Folge  ist  ein  Überdruck  von  oben  nach  unten,  eine  Abweichung 
des  Schwerpunktes  der  Kugel  von  oben  nach  unten. 

S,  D,  Poisson^)  hatte  1839  mehrere  Abweichungsursachen,  ins- 
besondere auch  die  Wirkung  der  Luftreibung  theoretisch  untersucht. 
Sein  Gedankengang  war  dieser:  In  dem  erwähnten  Fall  ist  die  Luft- 
dichte auf  der  vorderen  Seite  grösser  als  auf  der  hinteren  Seite  der 
Kugel;  somit  ist,  schloss  er,  auch  die  Reibung  zwischen  Kugel  und 
Luft  vom  grösser  als  hinten;  infolgedessen  muss  die  Kugel  wie  auf 
einem  Polster  in  die  Höhe  laufen.  Schon  Poisson  selbst  und  nach 
ihm  eingehend  J,  P,  O.v.Heim^)  berechneten,  allerdings  auf  Grund 

von  rotationslosen,  pfeüarHgen  Langgeschossen  vgl.  besonders  JtMsen,  Arch.  f. 
Art.-  u.  Ing.-Oflf.  97  (1890),  p.  424  u.  497  und  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.- 
Wes.  1871,  p.  86  und  A.  Buteki,  p.  62  sowie  Ä.  BtUzki,  Grundlagen  fflr  neue  Ge- 
schoss-  und  Waffensysteme,  Teschen  1876. 

81)  J.  Didion  und  Saülcy,  Cours  d*artillerie,  partie  thdorique,  rädig^ 
d'apr^s  les  cahiers  et  les  le9ons  de  G.  Piobert,  Paris  1841. 

82)  F.  Otto,  Über  die  Umdrehung  der  Artilleriegeschosse,  Berlin  1848,  p.  109, 
Fortsetzung  dazu,  Neisse  1847. 

83)  Berl.  Abh.  1862,  auch  besonders  unt&r  dem  Titel:  Über  die  Abweichung 
der  Geschosse,  Berlin  1860. 

84)  8.  D.  Poisson,  Recherches  sur  le  mouvement  des  projectiles,  Paris  1889, 
p.  69 ff.;  über  die  Luftreibung  p.  74. 

86)  Vgl.  J.  P,  G.  V.  Heim,  p.  199.  Hierzu  sei  bemerkt,  dass  das  Newton- 
Maxweir uche  Gesetz  über  die  Unabhängigkeit  der  Luftreibnng  von  der  Dichte 
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unzureichender  Erfahrungen  über  den  Einfluss  der  Luftdichte  auf  die 
Lufkreibung^  dass  diese  Wirkung  des  tangentiellen  Luftwiderstandes 
der  Grösse  nach  die  thatsachliche  Abweichung  nicht  wohl  erklaren 
könne.  Ausserdem  stimmt  der  Sinn  der  Einwirkung  nicht;  jedenfalls 
muss  letztere^  der  Theorie  von  Magnus  zufolge,  nach  unten  und  nicht 
nach  oben  erfolgen.  Übrigens  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  dass  der 
von  Poisson  erwähnte  Effekt  der  Luftreibung  auch  bei  den  modernen 
Langgeschossen  eine  Rolle  bei  gewissen  Erscheinungen  spielt  (darüber 
s.  weiter  unten). 

Um  die  Rotationen  der  Kugel  zu  im  voraus  bestimmbaren  und  damit 
die  Abweichungen  zu  konstanten  zu  machen,  wurden  von  ca.  1830  ab 
eine  Zeit  lang  exzentrische  Kugel/n  ^)  benützt.  Wurde  eine  solche  Kugel 
z.  B.  mit  ^^Schwerpunkt  unten'^  in  das  Rohr  gelegt  und  abgefeuert^  so 
drehte  sich,  wenigstens  anfangs,  die  Kugel  nm  eine  horizontale  Axe 
von  oben  über  vom  nach  unten  (da  die  Resultante  der  Pulvergas- 
drücke nach  dem  geometrischen  Mittelpunkt  der  Kugel  gerichtet  war, 
der  oberhalb  des  Schwerpunkts  liegt);  dann  aber  erfolgte  nach  dem 
vorher  Erwähnten  eine  Abweichung  des  Schwerpunktes  der  Kugel 
nach  unten,  eine  Verkürzung  der  Flugbahn  und  Vergrösserung  des 
Ein£all winkeis.  In  einem  extremen  Fall,  welchen  Heim  1840  be- 
richtet, erfolgte  sogar  ein  Aufschlagen  der  Kugel  hinter  dem  Mörser. 
Im  andern  Fall,  mit  „Schwerpunkt  oben'^  eingelegt,  erfuhr  die  Kugel 
eine  Abweichung  nach  oben,  eine  Verlängerung  ihrer  Flugbahn.  Eine 
Theorie  der  Bewegung  exzentrischer  Kugeln  wurde  von  Heim  be- 
gonnen. 

Das  Bestreben,  durch  Vergrösserung  der  Gbschossmasse  ohne 
gleichzeitige  Vergrösserung  des  Geschosskalibers  mächtigere  Wirkungen 
zu  erzielen,  führte  naturgemäss  auf  die  systematische  Verwendung  Ton 
Langgeschossen,  und  diese  wieder,  wegen  der  Notwendigkeit^  den  Ge* 
schössen  Stabilität  beim  Flug  in  der  Luft  zu  geben ^'^),  auf  die  An- 
bringung von  Schraubenzügen  im  Lauf,  wodurch  das  Geschoss  eine 
mehr  oder  weniger  rasche  Rotation  um  die  Längsaxe  erhali 

Die  Rotationsgeschwindigkeit  des  Geschosses  ist  durch  die  Mün- 


nur  im  Intervall  einer  Atmo8ph9xe  experimentell  bestätigt  worden  ist;  bei  Ver- 
grÖBserong  der  Dichte  und  Erhöhung  der  Temperatur  scheint  die  Beibung  zu- 
zunehmen; vg.  Ä.  Winkelmann,  Handbuch  der  Physik,  Breslau  1891,  1,  p.  600. 

86)  Vgl.  besonders  Heim,  p.  169 ;  Rouvroy,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Oflf.  18  (1846), 
p.  19;  H.  MüUer,  Die  Rotation  der  runden  Artilleriegeschosse,  Berlin  1862. 

86*)  Es  scheint,  dass  schon  vor  Einführung  der  Feuerwaffen  den  Wurf- 
speeren und  Armbrustbolzen  aus  gleichem  Grund  mitunter  eine  Rotation  um 
die  Längsaxe  erteilt  wurde. 
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dungsgeschwindigkeit  V  desselben  und  die  Drallverhältnisse  des  Rohrs 
gegeben.     Sie  darf  weder  zu  klein^  noch  zu  gross  sein. 

Eine  obere  Grenze  ist  insbesondere  durch  gewisse ,  später  zu 
erläuternde  Bedingungen  der  inneren  Ballistik  und  auch  dadurch 
gegeben;  dass  das  (Artillerie-)Qeschoss  nicht  mit  dem  Boden  zuerst 
am  horizontalen  Ziel  aufschlagen  darf;  wodurch  ein  Verlust  an  Wir- 
kung im  Ziel  eintreten  könnte. 

Eine  untere  Grenze  wird  durch  die  Bedingung  vorgeschrieben; 
dass  das  Langgeschoss  bei  seinem  Flug  durch  die  Luft  eine  aus- 
reichende Stabilität  bewahren  müsse.  Mathematische  Stabililätsgesetze 
sind  von  Timmerhans,  OiUion,  Terssen,  besonders  aber  von  v,  Wuich, 
Vallier,  CrreenhiU  und  Säbudshi  für  Artilleriegeschosse  aufgestellt 
worden;  Ton  C,  Crane  ein  solches  speziell  für  Infanteriegeschosse  von 
kleinem  Kaliber  und  von  der  gegenwärtig  gebräuchlichen  Form. 

Die  genaue  theoretische  Behandlung  des  Problems  auf  Grund 
der  Kreiseltheorie  ist  zur  Zeit  deshalb  noch  nicht  möglich;  weil  die 
nötigen  empirischen  Unterlagen  bezüglich  des  Luftwiderstands  und 
bezüglich  der  Vorgänge  in  der  Nähe  der  Mündung  fehlen.  Empirisch 
lässt  sich  der  Grad  der  Stabiliiät  des  Geschosses  in  der  Luft;  wenn 
auch  wenig  exakt;  durch  Beobachtung  von  Scheibendurchschlägen 
kontrollieren.  Einige  Zahlenangaben  über  die  Gh*össe  der  jetzt  ver- 
wendeten Rotationsgeschwindigkeiten  s.  Fussn.  23  und  weiter  unten 
Nr.  IIb. 

3  h.  Seitenabweiohungen  rotierender  Langgeschosse.  Es  giebt 
bei  solchen  Geschossen  Abweichungen  von  bestimmtem  SinU;  und 
zwar  Abweichungen  sowohl  in  der  Schussrichtung;  als  auch  senkrecht 
dazu.  Die  letzteren;  als  die  wichtigsten;  sollen  im  folgenden  des 
Näheren  besprochen  werden. 

Bei  rechtsgewundenen  Schraubenzügen  im  Rohr;  bei  ;;Rechtsdrall^; 
erfolgen  sie  im  allgemeinen  nach  rechts ;  bei  Linksdrall  (z.  B.  dem 
französischen  und  englischen  Gewehr  und  dem  italienischen  Feld- 
geschütz) nach  links;  sie  wachsen  stärker  als  proportional  der  Ent- 
fernung des  Geschosses  von  der  Mündung.  Die  Flugbahn  ist  daher 
eine  doppelt  gekrümmte  KurvC;  welche  bei  Rechtsdrall  —  wenigstens 
im  grossen  (Ganzen  und  abgesehen  von  besonderen  Umständen  — 
rechts  von  der  Schussebene  verläuft  und  deren  Horizontalprojektion  im 
allgemeinen;  von  der  Schussebene  aus  gesehen;  konvex  gekrümmt  ist. 

Diese  Seitenabweichungen;  welche  relativ  gross  sind;  werden  in 
der  artilleristischen  Praxis  durch  Seitlichstellen  des  Visiers  (an  welchem 
zu  diesem  Zwecke  eine  kleine  Tabelle  angebracht  ist)  kompensiert  Die 

Bnojklop.  d.  math.  Wittensch.    IV  8.  16 
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Ablenkungen  nehmen  (nach  Heydmreich^s  Beobachtungen)  unter  aonst 
gleichen  umständen^  ab  mit  Verlängerung  des  Geschosses  und  nehmen 
zu  mit  Verstärkung  des  Dralls;  am  grössten  sind  sie  f&r  die  kurzen 
Geschosse  bei  starkem  Drall  und  kleiner  Anfangsgeschwindigkeit. 
Z.  B.  zeigen  das  21  cm-Shrapnel  C.  89  aus  der  Turmhaubitze  und  die 
21  cm -Granate  C.  80  aus  dem  Mörser^  beides  kurze  Geschosse  ans 
Rohren  mit  starkem  Drall^  die  grössten,  die  Geschosse  des  schweren 
Feldgeschützes  G.  73  bei  schwachem  Drall  und  verhältnismässig  be- 
deutender Geschosslänge  die  kleinsten  Abweichungen.  Numerische  An- 
gaben folgen  sogleich  weiter  unten. 

Für  die  ErJdärung  dieser  Seitenabweichungen  bei  rotierenden 
Langgeschossen  können  drei  Umstände  in  Betracht  kommen: 

a)  Die  ^reisdwirlcuns^:  Im  luftleeren  Raum  würde  die  Gteschoss- 
axe,  falls  sie  zugleich  Hauptträgheitsaxe  und  anfänglich  Rotations- 
axe  ist;  dieselbe  Richtung  im  Raum  beibehalten.  Dasselbe  würde 
im  lufterfüllten  Raum  der  Fall  sein  müssen,  wenn  die  Luftwider- 
stände gegen  die  einzelnen  Teile  der  Geschossoberfläche  sich  zu  einer 
Resultante  zusammensetzten,  welche  stets  im  Schwerpunkt  auf  der 
Axe  angriffe.  Letzteres  ist  indes  nicht  der  Fall,  sondern  der  Angriffs- 
punkt A  scheint  für  kleine  Winkel  a,  die  die  Geschossaxe  mit  der 
Flugbahntangente  bildet,  sehr  nahe  dem  Ende  des  zylindrischen  Teils 
des  Geschosses  zu  liegen,  wie  die  Kummer^SGhen.  Versuche  sehr 
wahrscheinlich  machen®^;  allerdings  konnten  diese  Versuche  nur  mit 
kleinen  Geschwind^keiten  ausgeführt  werden  und  gaben  gerade  für 
sehr  kleine  Winkel  a  nicht  mehr  genügend  bestinunte  Resultate.  Mit 
wachsendem  a  rückt  Ä  dem  Schwerpunkt  8  immer  näher.  Jedenfalls 
wirkt  auf  das  Geschoss  eine  äussere  Kraft,  die  nicht  durch  den  Schwer- 
punkt geht,  und  damit  ist  Anlass  zu  einer  Ereiselbewegung,  einer  ko- 
nischen Penddung  der  Geschossaxe  um  den  Schwerpunkt  gegeben.  Diese 
Eegelpendelung  geht  bei  unsem  deutschen,  mit  rechtsläufig  gewundenen 
Zügen  (Rechtsdrall)  yersehenen  Geschützen  (und  Gewehren)  rechts- 
läufig vor  sich;  die  Geschossspitze,  die  sich  übrigens  anfangs  hebt, 
geht  nach  rechts  und  abwärts;  der  Luftwiderstand  wirkt  also  im 
wesentlichen  gegen  die  linke  Seite  des  Geschosses,  wie  gegen  ein 
schiefgestelltes  Brett  oder  Segel,  und  drückt  das  Geschoss  aus  der 
normalen  Flugbahnvertikalebene  nach  der  rechten  Seite  heraus. 

Über  diese  Ereiselwirkung  von  Langgeschossen  hat  ebenfalls 
O.  Magnus  (s.  o.)  einige  Laboratoriumsversuche  angestellt;  gegen  ein 
rotierendes   Geschossmodell   in  Gardanischer  Aufhängung   wurde   ein 


87)  Berl.  Abb.  1876,  p.  1  und  1876,  p.  1. 
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Lnftstrom   gerichtet   und   eine   Ej-eiselbewegung   der   erwähnten  Art 
beobachtet. 

b)  Die  yyTolsterwirkun^  bei  Langgeschossen:  Angenommen^  die 
Geschossaxe  falle  anfangs  mit  der  Plugbahntangente  zusammen.  In 
einiger  Entfernung  von  der  Mündung  wird,  da  die  Flugbahntangente 
sich  entlang  der  Flugbahn  senkt^  zwischen  Tangente  und  Axe  ein 
von  Null  verschiedener  Winkel  bestehen  müssen,  und  daher  wird  das 
Geschoss  mehr  und  mehr  seine  Mantelfläche  dem  Luftwiderstand  dar- 
bieten. Auf  der  Vorderseite  des  GeschossmantelS;  d.  h.  auf  der  nach 
dem  Ziel  zu  gelegenen  Seite,  ist  der  Luftdruck  grösser  als  auf  der 
Hinterseite,  somit  auch  die  Lufbreibung  vom  grösser  als  hinten;  das 
rechtsrotierende  Geschoss  wird  also,  wie  oben  bei  den  kugelförmigen 
Geschossen  erwähnt  wurde,  wie  auf  einem  Polster  nach  rechts  rollen; 
es  erfolgt  eine  Rechtsabweichung. 

c)  Die  „  Wirkung  der  mit  dem  Geschoss  rotierenden  Luff^  (vgl.  die 
Magnus' sehe  Erklärungs weise  der  Abweichungen  bei  Kugeln):  Wieder 
denken  wir  uns,  die  Spitze  des  Langgeschosses  liege  nicht  mehr  wie 
anfangs  in  der  Flugbahntangente,  sondern,  im  weiteren  Verlauf  der 
Bahn,  etwas  oberhalb  der  Tangente;  femer,  der  Geschossschwerpunkt 
sei  relativ  in  Ruhe,  and  die  Luft  ströme  gegen  das  rotierende  Ge- 
schoss heran  und  an  diesem  vorbei.  Dieser  Luftströmung  entgegen 
strömt  auf  der  rechten  Seite  des  Geschosses  die  an  diesem  adhärierende 
Luft,  welche  mit  dem  Geschoss  herumgeschleudert  wird;  auf  der 
linken  Seite  sind  beide  Luftströmungen  gleichgerichtet.  Also  über- 
wiegt der  Druck  auf  der  rechten  Seite  des  Geschosses  über  den- 
jenigen auf  der  linken  Seite.  Es  ergiebt  sich  hieraus  eine  Links- 
abweichung des  Geschossschwerpunkts. 

Die  Wirkungen  a)  und  b)  liefern  Rechtsabweichung,  die  Wir- 
kung f*)  giebt  Linksabweichung.  Da  nun  in  Wirklichkeit  das  Geschoss 
nach  rechts  ausweicht,  so  sind  die  beiden  ersten  zusammen  grösser 
als  die  dritte.  Dass  ferner  die  dritte  grösser  als  die  zweite  ist,  wird 
durch  das  (s.  oben)  über  die  exzentrischen  Eugelgeschosse  Gesagte 
sehr  wahrscheinlich;  denn  bei  diesen  war  der  Sinn  der  thatsächlichen 
Rotation  des  Geschosses  und  der  Sinn  der  thatsächlichen  Geschoss- 
abweichung unzweifelhaft.  Somit  überwiegt  der  Grösse  nach  die 
Wirkung  a)  die  beiden  andern. 

Es  ist  auch  gegenwärtig  die  Erklärung  der  diesbezüglichen  Ge- 
schossabweichungen mittels  der  Ereiselwirkung  allgemein  angenommen, 
wenigstens  soweit  ernsthafte  Erklärungen  in  Betracht  kommen. 

Der  mathematischen  Behandlung  unterworfen  wurde,  was  Lang- 
geschosse betrifft,  nahezu  ausschliesslich  die  erwähnte  Ereiselwirkung. 

16* 
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Mit  dieser  Theorie  haben  sich  in  erster  Linie  St  Bobert,  N,  Majfevski, 
M.  de  Spätre,  N.  v.  Wuich,  N.  Sdbudski  beschäftigt.  Die  oben  an- 
geführten empirischen  Thatsachen  stimmen  wenigstens  zum  Teil  mit 
den  Resultaten  der  Berechnung  überein.  Die  Theorie  weicht  insofern 
von  der  des  gewöhnlichen  Kreisels  ab,  als  es  sich  hier  um  eine  äussere 
Kraft  (die  des  Luftwiderstandes)  handelt,  deren  Grosse  und  deren  Rich- 
tung gegen  die  Geschossaxe  und  deren  Angriffspunkt  auf  der  Axe  mit  der 
Zeit  variabel  ist.  Die  Rechnung  lässt  sich  daher  nur  unter  gewissen  be- 
schränkenden Voraussetzungen,  durch  ein  Verfahren  successiver  Annähe- 
rung durchführen;  es  wird  zunächst  eine  erste  Näherungslösung  der  Glei- 
chungen der  Translation  ohne  Rücksicht  auf  die  Rotation  aufgesucht, 
dann  werden  die  betreffenden  Ausdrücke  für  den  Ort  des  Geschosses  in 
die  Gleichungen  der  Rotation  eingesetzt  und  diese  näherungsweise  ge- 
löst; die  so  erhaltenen  Integrale  werden  endlich  dazu  verwertet,  um 
rückwärts  in  den  Näherungslösungen  für  die  Gleichungen  der  Trans- 
lation je  ein  Korrektionsglied  hinzuzufügen. 

Das  Rechnungsresultat  ist  in  der  That  eine  doppelgekrümmte 
Kurve  für  die  Bahn  des  Geschossschwerpunktes,  welche,  vom  G^ 
schütz  aus  gesehen,  nach  rechts  und  dann  abwärts  geht  und  sodann, 
wie  es  scheint,  entweder  ganz  auf  der  rechten  oder  mehr  auf  der 
rechten  als  auf  der  linken  Seite  der  Flugbahnvertikalebene  verläuft. 
In  letzterer  Thatsache  dürfte  die  Hauptursache  dafür  liegen,  dass  die 
Abweichungen  meist  nicht  abwechselnd  nach  rechts  und  nach  links 
vor  sich  gehen.  Diese  Kurve  ist  das  Analogon  zu  dem  Kreis,  den  man 
bei  der  Präzessionsbewegung  eines  um  einen  festen  Punkt  sich  be- 
wegenden schweren  Kreisels  wahrnimmt. 

So  verhält  es  sich,  faUs  beim  Verlassen  der  Rohrmündung  das 
Geschoss  lediglich  eine  Rotation  um  seine  Längsaxe,  die  zugleich 
Haupttiügheitsaxe  und  verlängerte  Rohraxe  ist,  besitzt.  Vielfach 
scheint  jedoch  das  Geschoss  nicht  zentriert  die  Mündung  zu  verlassen, 
die  anfängliche  Drehaxe  nicht  mit  der  Figurenaxe  übereinzustimmen, 
sei  es,  dass  Bücken  oder  Vibration  des  Rohres  oder  Wirbelbewegung 
der  Pulvergase  die  Veranlassung  hierzu  bildet.  Wird  dieses  noch 
berücksichtigt^),  so  treten  in  den  Ausdrücken  für  die  Koordinaten  der 

88)  Darüber  und  über  das  Folgende  vgl.  C  Cranz,  Zeitschr.  Math.  Phys. 
48  (1898),  p.  133  u.  169  (p.  161  Zeile  10  v.  o.  lies  +  »  statt  —»,  mit  Wirkung 
für  p.  162);  femer  besonders  A.v.  Obermayer,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes. 
1899,  p.  869,  dort  neuere  Experimente  über  die  Ereiselwirkung  von  Geschossen; 
darüber  K.  F.  Harris,  Joum.  of  ün.  St.  Art.  10  (1901),  p.  68,  189,  308.  Weiter 
H.  Putz,  Rev.  Art.  24  (1884),  p.  293;  H.  Müller,  Die  Entwicklung  d.  preuss. 
Festungs-  u.  Belagerungsartillerie  von  1815 — 1876,  Berlin  1876,  besonders  p.  162 
u.  175. 
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GeschoBsspitze  in  Funktion  der  Zeit  weitere  Glieder  auf;  welche 
eine  andere ;  kürzere  Periode  enthalten;  letztere  wird  in  erster 
Linie  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Längsaxe  und  die 
heiden  Trägheitsmomente  des  Geschosses  um  die  Längsaxe  und  um 
eine  Senkrechte  dazu  durch  den  Schwerpunkt,  erst  in  zweiter  Linie 
durch  den  Luftwiderstand  bestimmt.  Die  geometrische  Bedeutung 
dieser  Glieder  ist  die,  dass  jene  erste  soeben  besprochene  Linie  jetzt 
nur  die  Leitkurve  bildet  fiir  Ntäaüonsbögen,  die  von  der  Geschoss- 
spitze beschrieben  werden;  diese  Nutationsbögen  (welche  auch  im  luft- 
leeren Raum  statthaben  müssten)  scheinen  es  meist  zu  sein,  welche 
sich  der  Beobachtung®^)  zunächst  darstellen  — .  Dieselben  sind  vor- 
wiegend von  Einfluss  auf  die  Treffsicherheit  und  Schussweite,  während 
die  von  ihnen  unabhängige  Präzessionsbewegung  insbesondere  die  regu- 
läre Seitenabweichung  zur  Folge  hat.  Doch  sind  verschiedentlich  bei 
recA^otierenden  Langgeschossen  anfänglich  Zrin/r^abweichungen  be- 
obachtet worden;  wahrscheinlich  erklären  sich  diese  durch  die  er- 
wähnten Nutationen;  solche  Linksabweichungen  können  sich  dann 
anfangs  einstellen,  wenn  der  Geschossboden  einen  Stoss  nach  oben 
oder  nach  rechts  erhalten  hatte. 

Der  strengeren  Durchführung  der  Theorie  stehen  zur  Zeit 
folgende  Mängel  an  den  Unterlagen  entgegen:  Bisher  war  es  nicht 
möglich,  zur  Kontrolle  der  Ausdrücke  für  die  ^Komponenten  des  Luft- 
widerstandes parallel  und  senkrecht  zur  Geschossaxe  und  für  die 
Lage  des  Angriffspunktes  der  Resultanten  auf  der  Axe  Versuche  mit 
grossen  Geschwindigkeiten  und  rotierenden  Geschossen  anzustellen. 
Femer  ist  über  die  Änderimg  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Ge- 
schosses um  seine  Längsaxe  mit  der  Zeit  nichts  Gesetzmässiges  be- 
kannt. Es  kann  nur  vermutet  werden,  dass  diese  Winkelgeschwindig- 
keit langsamer  abnimmt  als  die  Translationsgeschwindigkeit  ^).     Über 

89)  Über  Beobachtungen  des  fliegenden  Geschosses  mit  blossem  Auge 
berichtet  Heydenreich  1,  p.  7  u.  2,  p.  96—98:  „Die  Pendelungen  waren  überaus 
stark  und  schnell;  etwa  4  bis  5  in  der  Sekunde;  das  Geschoss  glich  von 
hinten  gesehen  einer  rasch  sich  drehenden  Scheibe  von  wechselndem  Durch- 
messer; ein  Geschoss  überschlug  sich  sogar  etwa  1000m  vor  der  Mündung. .  .*'; 
femer  siehe  Butzky,  Theorie  u.  Praxis  der  Geschosse  und  Zünderkonstmktionen, 
Wien  1871 ;  H.  Müller,  Die  Entwickelung  der  preussischen  Festungs-  u.  Belage- 
rungsartillerie, Berlin  1876,  p.  162.  Über  indirekte  Beobachtungen  an  Geschoss- 
durchschlägen in  Papierscheiben  siehe  z.  B.  Jansen,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off. 
97  (1890),  p.  425  u.  497.  Eine  photographisch  registrierende  Vorrichtung  im  Ge- 
schoss giebt  F.  Neesen,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  96  (1889),  p.  68;  99  (1892), 
p.  476  und  101  (1894),  p.  258. 

90)  Vgl.  z.  B.  die  Versuche  der  Medieindldbteüvmg  des  kgl.  preuss.  Kriegs- 
ministeriums,   „Über  die  Wirkung  und  kriegschirurgische  Bedeutung  der  neuen 
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die  Anfangsstösse  ist  wenig  sicheres  bekannt,  jedenüeJIs  nichts  Gesetz- 
massiges.  Endlich  ist  die  Berechnung  der  beiden  erwähnten  Trägheits- 
momente, wenigstens  für  Artilleriegeschosse^  wenig  sicher.  Experimente 
wurden  von  Sabtidski  und  von  v.  Obermayer  ^  begonnen. 

Im  übrigen  möge  davon  abgesehen  werden,  die  aus  der  Theorie 
sich  ergebenden^  sehr  umfangreichen  Ausdrücke  ffir  die  konische 
Pendelung  und  die  Abweichungen  der  Geschosse  hier  wiederzugeben 
und  nur  die  empirische  Formel  von  jP.  Helie  ^^)  erwähnt  werden,  welche 
in  der  Praxis  für  die  Berechnung  der  Endabweichung  e  des  G^eschosses 
im  Aufifallpunkt  am  meisten  verwendet  wird;  es  ist  (in  Metern) 

z  =  AV^-  sin*  9>; 

A  ist  annähernd  eine  Eonstante  für  dasselbe  Geschütz,  z.  B.  für  die 
deutsche  Turmhaubitze  mit  21  cm-Schrapnel  ist  J.  =»  0,0166;  für  die 
deutsche  schwere  Feldkanone  G.  73  ist  A  =  0,0030. 

Für  die  franzosische  16  cm-Eanone  bei  einer  Ladung  von  3,5  kg, 
einem  Ealiber  von  0,1623  m,  einer  Länge  von  0,371  m  und  einem 
Gewicht  von  30,4  kg  des  Geschosses,  sowie  bei  einer  Anfangsgeschwindig- 
keit F=334m/sec  macht  Häie^^  folgende  Angaben: 


Wahrer  Abgangs- 
winkel  9 

Schnssweite  X 
in  m 

Seitenabweichung 
in  m 

Zahl  der 
Schflsse 

5»  24'  18" 

1806 

7,2 

70 

10»  17'  43" 

3108 

29,0 

90 

25«  12'   0" 

5688 

182,0 

80 

36M2'   0" 

6579 

324,5 

60 

4.  Zufällige  QeschoBsabweiohungen.  Wenn  aus  dem  gleichen 
Geschütz  oder  Gewehr  mit  gleicher  Art  von  Munition  unter  scheinbar 
gleichen  äusseren  Umständen  nach  dem  gleichen  Ziel  geschossen  wird, 
sind  die  aufeinanderfolgenden  Flugbahnen  trotzdem  nicht  identisch, 
sie  bilden  eine  ,^Garbe^,  deren  Durchmesser  sich  nach  dem  Ziel  zu 
immer  mehr  vergrossert.  Diese  auch  als  „Streuung^'  der  Projektile 
bezeichneten  Abweichungen  haben  ihre  Ursache  in  kleinen  unkon- 
trollierbaren Verschiedenheiten  im  Abgangswinkel  q>,  in  der  Mündungs- 


Handfeuerwafien**,  Berlin  1894  (Schüsse  in  Drahtnetze  unter  Wasser);  Versache 
hat  Krall  (Mitt.  üb.  Qi^g.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1888,  p.  118)  vorgeschlagen  und 
C.  V.  Boys  (ebenda  1897,  p.  836)  begonnen;  siehe  auch  J.  AUmcmn,  Erklärung  u. 
Berechnung  d.  Seitenabweichung  rotierender  Geschosse,  Wien  1897. 

91)  Vgl.  Hüie  2,  p.  94  u.  309. 

92)  Hihe  2,  p.  67  u.  88  (Schiessversuche  von  1860). 


4>  ZoiUlige  GenchoBsabweichuiigen. 
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gesell windigbeit  V  und  im  Luftwiderstacd;  hiervon  sind  z.  B.  die 
VerBchiedenheiten  im  AbgangBwinkel  unter  sonst  gleichen  Umständen 
bedingt  durch  Ziel-  und  Bichtfehler,  durch  kleine  Änderungen  in  der 
Vibration  bezw.  im  Bücken  des  Rohrs  und  durch  die  beim  Ausströmen 
der  Pulvergase  aus  der  Mündung  entstehenden  Seitendrücke  auf  das 
GeachosB. 

Die  Streuong  der  GeschoBse  lässt  eine  Behandlung  durch  die 
Wahrscheinlichkeitslehre  zu  {„Treffwdkrsdieiräichkeit'^. 

Zahlenangaben  Über  die  Streuung  sind  meistens  den  Schusstafeln 
beig^eben.  In  der  folgenden  abgekürzten  Tabelle  ist  mitgeteilt, 
welche  Zielhöhe,  bezw.  -Breite  oder  -Länge  für  100  oder  für  50  Proz. 
Treffer  erforderlich  ist,  und  zwar  bei  dem  Infanteri^wehr  bezogen 
auf  eine  senkrechte  rechteckige  Scheibe,  beim  Feldgeschütz  bezogen 
auf  den  horizontalen  Boden.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  das  Ziel 
in  der  andern  zugehörigen  Abmessung  so  gross  ist,  dass  Fehlschüsse 
in  letzterer  Richtnng  nicht  vorkommen  können ,  femer  dass  der 
mittlere  Trefipunkt  in  der  Mitte  des  Ziels  liegt.  Die  betreffenden 
Zahlen  für  das  Feldgeschütz  geben  die  doppelte  wahrscheinliche  Ab- 
weichung oder  die  sogen.  ÖOprozentige  Streuung  an. 


Deutscbes  Infanteriegewehr 

Ueutgcbc  schwere  FeliUacone 

M.  es 

C.  73  (ÄufschlagiQnder) 

Bemerkung 

Bk. 

60  PröK.  Treffer  erfordern  eine 

ZlclbreKs    |    Zl.llkng. 

60  m 

o  cm 

4  cm 

lOOOm 

0,8  m 

20  m 

■ifijf 

100,, 
200  „ 
400  „ 

11    ,, 
26  „ 

10   „ 
20   „ 
*2   „ 

2000  „ 
3000  „ 
4000  „ 

1,8  „ 

3.3  „ 

5.4  „ 

23  „ 
2'  „ 
32  „ 

600  „ 

130  „ 

64   „ 

5000  „ 

8,0  „ 

40  „ 

ä-'iä-r  i 

800  „ 

206  „ 

112   „ 

6000  „ 

11,2  „ 

52  „ 

iiiiiiiiij 

1000  „ 

289    „ 

160   „ 

6500  , 

13,0  „ 

60  „ 

Nach  franzSsischen  Schiessversuchen  sind  unter  100  Schüssen 
folgende  Anzahlen  von  Treffern  mit  dem  französischen  Infanterie- 
gewehr M.  86/93  zn  erwarten: 


200 
400 
600 


gegen  einen  Infanteristen 
liegend       kuieead       stehend 


gegen  einen 


14 
6 
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Im  übrigen  sei^  was  die  Theorie  der  Streuung  angeht^  nur  auf 
die  in  der  Ballistik  in  Betracht  kommenden  und  der  Rechnung  unter- 
zogenen Probleme  und  die  LiUeratur  aufmerksam  gemacht: 

a)  Berechnung  des  mittleren  Treffpunktes  und  der  wahrschein- 
lichen Abweichung  von  demselben;  aus  einer  oder  aus  mehreren 
Gruppen  von  Beobachtungsreihen;  Genauigkeit  seiner  Bestimmung; 
Lage  der  Gruppierungsaxen^*). 

b)  Wahrscheinlichkeit,  eine  bestimmte  Fläche,  Kreis,  Rechteck  u.s.  w. 
zu  treffen ;  für  die  Falle  ^  dass  der  mittlere  Tref^unkt  innerhalb  oder 
ausserhalb  der  Flache  liegt  •*). 

c)  Längen-  und  Höhenstreuung  beim  Schrapnelschuss;  Streukegel  ^). 

d)  Aufdeckung  einer  streuenden  Ursache,  die  sich  während  des 
Beschüsses  yergrössert  oder  verkleinert^). 

e)  Entscheidimg  darüber,  ob  ein  bestimmtes  Schiessresultat  als 
sogenannter  Ausreisser  aus  der  Beobachtungsreihe  auszuschalten  ist 
oder  nicht  ^^). 

f)  Schiessen  gegen  nicht  beobachtungsfähige  und  gegen  bewegte 
Ziele,  Schiessen  aus  Küsten-  und  Schifi&geschützen  ^^). 

93)  Poisson,  M^m.  de  Tart.  de  la  marine  3  (1830),  p.  141;  Didion,  Calcul 
des  probabilit^s  appliquä  au  tir  des  projectiles,  Paris  1868,  und  J.  4c.  polyt.  16 
Cah.  27  (1839),  p.  51;  Haie  2,  p.  96;  v.  Wuid^,  p.  481;  v.  Minarelli,  p.  66;  Sa- 
budski,  Lehre  von  der  Treffwahrscheinliclikeit  (russ.),  St.  Petersburg  1898,  p.  1—317 
(besonders  eingehend);  K.  Enäres,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  90  (1883),  p.  118; 
Güetia,  Riv.  d*art.  e  gen.  1884,  p.  218;  Valliery  Rev.  d'art.  9  (1877),  p.  201; 
A.  Perciny  Rev.  d'art.  20  (1882),  p.  5 ;  speziell  Lage  der  Gmppiemngsazen :  Siaceij 
Rev.  d*art.  22  (1883),  p.  521  u.  Siacci,  ebenda  24  (1884),  p.  445  samt  weiterer 
Litteratur  und  einer  Bemerkung  von  Ch.  SchoU;  H.  Pute,  ebenda  24  (1884),  p.  5 
u.  105  und  32  (1888),  p.  213  u.  313. 

94)  H.  Bohne,  Studien  über  den  Schrapnellschuss  der  Feldartillerie,  Berlin 
1894  und  Schiesslehre  für  die  Feldartillerie,  Berlin  1896  und  Arch.  f.  Art.-  u. 
Ing.-Off.  102  (1895),  p.267;  Rdsdl,  J.  de  math.  (3)  1  (1875),  p.  121;  Anonymus, 
Arch.  f.  Art.  u.  Ing.-Off.  92  (1886),  p.  417;  F.  Süvestre,  Rev.  d'art.  18  (1881), 
p.  409;  19  (1881),  p.  41;  V.  Wuichy  16  gemeinverständliche  Vorti^e  über  die 
Wirkungsfähigkeit  der  Geschosse,  Wien  1891,  dazu  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.- 
Wes.  1892,  p.  236;  1896,  p.  1  und  1897,  p.  611;  E.  Lombard,  Rev.  d'art.  86  (1890), 
p.  328  u.  411  und  Lardillon^  ebenda  46  (1895),  p.  366. 

96)  Vallier,  p.  166. 

96)  Valliery  p.  160  und  Rev.  d'art.  9  (1877),  p.  222.  Vgl.  auch  I  D  2,  16 
{BaiASchinger). 

97)  Vailier,  Rev.  d*art.  30  (1887),  p.  106;  V.  Gandolfi,  Riv.  d'art.  e  gen; 
1896,  vol.  4,  p.  231  und  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1897,  p.  645;  E.  Stmad, 
Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1897,  p.  763;  Indra,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.- 
u.  Gen.-Wes.  1897,  p  163  u.  291;  dazu  A.  Ludwig,  ebenda  1901,  p.  91  u.  189; 
A.  CcUichiopulo,  Riv.  d'art  e  gen.  1893,  vol.  1,  p.  245  u.  411;  Dragas^  Streffleur's 
Osterr.  milit.  Zeitschr.,  Wien  1890,  p.  184, 
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g)  Theorie  des  Einschiessens  der  Artillerie  mittelst  des  Gabelver- 
fahrens ^). 

h)  Theorie  des  Gruppenschiessens  der  Infanterie^). 

6.  Das  Eindringen  des  QesohoBses  in  das  ausgedehnte  materielle 
Ziel^^).  Der  Widerstand  des  Materials,  in  welches  das  Geschoss  ein- 
dringt und  welches  wir  zunächst  als  nachgiebig,  also  nicht  als  spröde, 
voraussetzen  wollen  (Erde,  Holz  u.  s.  w.),  ist  erstens  dadurch  bedingt, 
dass  die  Zusammenhangskräfte  überwunden  werden,  zweitens  dadurch, 
dass  den  Teilchen  des  Materials  ein  grösseres  oder  kleineres  Quantum 
der  lebendigen  Kraft  des  Geschosses  mitgeteilt  wird,  endlich  dadurch, 
dass  Wärme  erzeugt  wird. 

Hierüber  wurden  von  Euler^^^),  Poncelet^^^)  und  neuerdings  von 
Besal^^    längere    mathematische   Entwicklungen    durchgeführt,    die 


98)  Bohne,  Arch.  f.  Art-  u.  Ing.-Oflf.  100  (1894),  p.  885  u.  481  und  102  (1896), 
p.  64  u.  257  and  insbesondere  104  (1897),  p.  172,  sowie  Kriegstechn.  Zeitschr.  1 
(1898),  p.  209  u.  S99  u.  2  (1899),  p.  115;  Callenberg,  Über  die  Grundlagen  des 
Schrapnellschiessens  bei  der  Feldartillerie,  Berlin  1898  und  Kriegstechn.  Zeit- 
schr. 2  (1899),  p.  27  u.  93;  Preiss,  Kriegstechn.  Zeitschr.  3  (1900),  p.  81; 
E.Stmad,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1892,  p.  879;  sowie  1887,  p.  875; 
Ä.  Weigner,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gren.-Wes.  1898,  p.  821;  Schöff  ler,  ebenda 
1902,  p.  97  (Forts,  zu  der  Arbeit  1900,  p.  429  und  1901,  p.  823). 

99)  Bohne,  Kriegstechn.  Zeitschr.  4  (1901),  p.  119;  t;.  MinareUi,  p.  82;  Parsty 
Kriegstechn.  Zeitschr.  4  (1901),  p.  830. 

100)  Vgl.  Didion,  p.  228;  Siacci,  p.  142;  N.  Persy,  Cours  de  balistique, 
Metz  1827;  Besdl,  Paris  C.  R.  120  (1895),  p.  397;  H.  C.  Schumm,  Joum.  of  ün. 
St.  art.  4  (1895),  p.  620;  M.  de  Brettes,  Paris  C.  R.  75  (1872),  p.  1702  und  76  (1873), 
p.  278;  G.  Kaiser,  Mitt.  üb.  Qeg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1885,  p.  171  (Notizen); 
C.  Pinrodi,  Riv.  d'art.  e  gen.  1887,  vol.  1,  p.  42;  E.  P.  Jouffret,  Les  projectiles, 
Fontainebleau  1881,  p.  142;  G.  Bonca,  La  corrisp.  1  (1900),  p.  16  ff.;  E.V. 
ebenda  1  (1900),  p  200.  Bezüglich  schiefen  Eindringens  und  Einflusses  der  Ro- 
tation: Mayevski,  Rev.  d.  technol.  milit.  1866,  5  und  1867,  6;  VaUier,  p.  220  und 
Paris  C.  R.  120  (1895),  p.  186;  Heydenretch  1,  p.  8.  Bezüglich  der  Theorie  vgl. 
besonders  v.  Wuichy  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1898,  p.  1  u.  161  und 
JJ.  Putz,  Rev.  d'art.  34  (1889),  p.  138  u.  198;  femer  Sabudski  1,  p.  894—420. 

Betreffs  des  früher  verwendeten  Bicochetschusses  vgl.  besonders  N.  Persy, 
Cours  de  balistique,  8  Bde.,  Metz  1827,  1831,  1883;  J.v.  Badotoüz,  Arch.  f.  Art.- 
u.  Ing.-Off.  1  (1835),  p.  41;  Anonymus,  ebenda  5  (1887),  p.  248;  17(1845),  p.  181; 
24  (1849),  p.  185;  28  (1850),  p.  158  u.  208;  Lombard,  Theorie  du  tir  ä  ricochet, 
Brüssel  1841;  E.deJonquihres,  Paris  C.  R.  97  (1883),  p.  1278;  J.  C.F.  Otto,  Mathe- 
matische Theorie  des  Ricochetschusses,  Berlin  1883  u.  1844  (franz.  Übers,  von 
Bieffd)\  weitere  Litteratur  im  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  28  (1850),  p.  153. 

101)  B.  Bobins,  Nouveauz  principes  d'artillerie ,  comment^s  par  L.  Euter, 
französische  Übersetzimg  von  Lombard,  Paris  1878,  p.  365  ff. 

102)  Introduction  ä  la  m^canique  industrielle,  Bruxelles  1889,  p.  619  ff. 
108)  Paris  C.  R.  120  (1896),  p.  897. 
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jedoch  mit  den  Erficebnissen  der  Versuche,  wenisstens  bei  den  neueren 
Feuerwaffen,  nicht  immer  gut  übereinstimmen,  so  dass  sie  hier  fort- 
gelassen  werden  können. 

Beispielsweise  ist  die  Form  der  vom  Oeschoss  erzeugten  Höhlung 
im  Zielkörper  in  vielen  Fällen  wesentlich  anders  als  die  errechnete. 
Femer  dringt  z.  B.  ein  modernes  Geschoss  meistens  erst  auf  grosserer 
Entfernung,  200  bis  400  m  von  der  Mündung,  am  tiefsten  in  Sand, 
Erde  u.  dergl.  ein  —  vielleicht  infolge  von  Stauchung  des  Ge- 
schosses im  Falle  zu  grosser  Geschwindigkeiten  — ,  wie  die  folgende 
Tabelle  ^^)  für  das  französische  Gewehr  ergiebt. 


Auf  die 

Eündringnngstiefe 

des  Oeschosses  in: 

EntfemuBg 

Sand        1 

Gartenerde 

Tannenholz 

Eichenholz 

10  m 

11  cm 

25  cm 

90  cm 

20  cm 

40  „ 

18    „ 

39   „ 

82   „ 

19    „ 

100  „ 

32   „ 

62   „ 

70   „ 

18   „ 

200,, 

45   „ 

75   „ 

60   „ 

18    „ 

300  „ 

46    „ 

"    „ 

56    „ 

17    „ 

400,, 

44   „ 

73   „ 

53   „ 

16    „ 

500  „ 

40   „ 

67    „ 

50   „ 

15    „ 

600  „ 

38   „ 

63   „ 

49   „ 

,      15   „ 

Weiter  beobachtet  man  bei  Verwendung  der  modernen  InfanteHe- 
geschosse  gegenüber  flüssigen  und  halbflüssigen  Körpern  die  sogen. 
Explosions-  oder  Expansivwirkung ^^^),  die  noch  einer  völlig  befriedi- 
genden Theorie  harrt;  wenigstens  ist  man  nicht  im  Stande,  für  ein 
beliebiges  gegebenes  Geschoss  und  ein  gegebenes  Material  des  Ziel- 
körpers in  einem  bestilnmten  Fall,  also  z.  B.  für  eine  bestimmte  Form 
des  Zielkörpers  und  eine  bestimmte  Mündungsgeschwindigkeit  des 
Geschosses  die  eintretende  Wirkung  durch  eine  Theorie  vorauszu- 
bestimmen. 


104)  Nach  der  französ.  Schiessinstruktion,  Tabelle  IV;  s.  v.  MinareUi^ 
p.  148  und  WiUe,  Waffenlehre,  Berlin  1900,  p.  173  (nach  de  la  Llave). 

106)  Darüber  vgl. :  Ä.  v.  Obermayer,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  G^en.-We«. 
1898,  p.  361  und  MedizindUibteilung  des  preussischen  Kriegsministeriums:  Über 
die  Wirkung  und  kriegschirurgische  Bedeutung  der  neuen  Handfeuerwaffen, 
Berlin  1894,  dort  auch  Litteratur;  dazu  E.  Bink,  Rev.  d'art.  25  (1886),  p.  660 
und  V.  MinareJli,  p.  141  und  C.  Oranz  und  K.  B.  Koch,  Ann.  Phys.  Ghem.  (4)  8 
(1900),  p.  247.  —  Die  Angaben  über  die  Grösse  der  Gest^tassenergie,  wddte 
erforderlich  ist,  um  einen  Mann  hezw.  ein  Pferd  ausser  Gefecht  zu  setzen,  dürften 
nur  unter  sehr  beschränkenden  Voraussetzungen  zutreffen,  [nach  Versuchen 
der  französischen  Artillerie  4  mkg  für  eiiien  Mann,   19  mkg  für  ein  Pferd,  siehe 
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Bezüglich  der  Dicke  von  Panzerplatten,  welche  von  einem  ge- 
gebenen Geschoss  bei  gegebener  Geschwindigkeit  noch  durchschlagen 
werden,  hat  man  früher  zahlreiche  empirische  Formeln  ^^^  aufgestellt, 
die  mehr  oder  weniger  mit  den  Yersuchsergebnissen  zu  stimmen  schienen 
(G.  Bonca  zahlt  36  solcher  Panzerformeln  auf  und  fQgt  selbst  eine 
neue  hinzu).  Die  Einführung  neuer  Materialien  und  Konstruktionen  (ge- 
härtete Nickelplatten  ^^*)  an  Stelle  von  schmiedeeisernen  Platten  etc.) 
hat  jedoch  wesentlich  andere  Verhältnisse  zu  Tage  gefördert,  die  sich 
einstweilen  jeder  mathematischen  Formulierung  entziehen.  Z.  B.  dringen 
Stahlgeschosse  in  die  neuen  Panzerplatten  kaum  oder  nicht  ein,  wenn 
sie  nicht  mit  einer  Kappe  von  Schmiedeeisen  oder  weichem  Stahl  ver- 
sehen sind  u.  dgL 

6.  Mesrangsapparate  und  MesBungsmethoden 
der  äusseren  Ballistik  ^<^^. 

6  a.  Messung  des  wahren  Abgangswinkels  tp}^  Die  Richtung  der 
ruhenden  Seelenaxe  vor  dem  Schuss  ist  meist  nicht  identisch  mit  der- 
jenigen der  Anfangstangente  der  Flugbahn,  sondern  um  den  sogenannten 
AhgtmgsfeKlerwinkel  s  verschieden;  der  Grund  liegt  bei  Gewehren  ganz 
oder  zum  grössten  Teil  in  einer  kräftigen  Vibration  des  Laufes.  Diese 
Schwingungen  in  ihrem  zeitlichen  Verlauf,  sowie  die  Verbiegungskurve 
des  Laufes  in  einem  bestimmten  Augenblick  wurden  zuerst  von  C.  Cranz 
und  K.  R.  Koch  ^^^)  fixiert  und  experimentell  untersucht.  Es  zeigte  sich, 
dass  die  Laufschwingungen  sehr  ähnlich  denen  eines  Stabes  erfolgen, 
welcher  am  einen  Ende  eingeklemmt  ist;   der  Lauf  schwingt  gleich- 


B.  Wüle,  Waffenlehre,  Berlin  1896,  p.  279;  nach  Ä.  Bassani,  La  corrisp.  2 
(1900),  p.  692  0,1  mkg  pro  1  qmm  Geschossquerschnitt  für  einen  Mann].  Die 
Temperaturerhöhtmg  des  Geschosses  innerhalb  lebender  Ziele  scheint  niemals 
eine  solche  zu  sein,  dass  die  Geschosse  zum  Schmelzen  gelangen  könnten 
(90 — 96^  G.  bei  grossen  Enochenwiderständen);  s.  v.  Minarelli^  p.  145. 

106)  Vgl.  Bonca,  La  corrisp.  1  (1899),  p.  16 ;  E.  VaUier,  Rev.  d'art.  46  (1895), 
p.  312;  Kaiser,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1885,  p.  171  der  Notizen  (dort 
auch  Litteratar),  sowie  Kaiser y  p.  17. 

106*)  Darüber  findet  man  die  neusten  Angaben  bei  Wüle,  Waffenlehre, 
Berlin  1900,  p.  858  u.  857,  sowie  in  der  bei  Gelegenheit  der  Ausstellung  in 
Düsseldorf  verteilten  Schrift  „F.  Krupp^  Düsseldorfer  Ausstellung  1902,  Panzer**. 

107)  Vgl.  Crang,  p.  404—446. 

108)  Ä.  Weigner,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1889,  Heft  2;  Crant, 
p.  840;  Heydewreieh  1,  p.  41  Anm.  (über  die  Methode  von  Siacci),  desgleichen 
Sabudski  1,  p.  488  f;  femer  Anonymus,  Arch.  f  Art.-  u.  Ing.-Off.  78  (1873),  p.  272 
und  Jansen,  ebenda  97  (1890),  p.  424. 

109)  Speziell  über  Laufvibration:  C.  Cranz  u.  K  B,  Koch,  Münch.  Abh.  19 
(1899),  p.  747;  20  (1900),  p.  591;  21  (1901),  p.  559;  dort  auch  Litteratur. 
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zeitig  im  Grundton  und  in  Obertönen;  f&r  die  Abgängsrichtiing  des 
GeBchosses  sind  in  erster  Linie  die  Obertanschtvingungen  massgebend. 
Der  Knoten  wenigstens  des  ersten  Obertons  kann  auch  durch  Aufstreuen 
von  Sand  auf  einem  längs  des  Laufs  befestigten  Eartonstreifen  sicht- 
bar gemacht  werden.  Je  kleiner  unter  sonst  gleichen  ümsifinden  die 
Ladung  gewählt  wird^  desto  mehr  Schwingungen  des  Laufes  sind  ab- 
gelaufen^ bis  das  Geschoss  aus  dem  Lauf  austritt;  dieses  Austreten  er- 
folgt dann  in  einer  andern  Schwingungsphase  und  bei  anderer  Am- 
plitude^ und  deshalb  ändert  sich  der  Abgangsfehler  €  mit  der  Ladung. 
Bei  den  InÜEUiteriege wehren  neuester  Konstruktion,  mit  sehr  hohen 
Mündungsgeschwindigkeiten,  ist  s  sehr  klein,  weil  sich  im  Moment 
des  Geschossaustritts  die  Laufschwingungen  noch  in  den  ersten  An- 
fängen ihrer  Ausbildung  befinden.  Bei  einem  6  mm -Gewehr  fand  der 
Geschossaustritt  statt  etwas  vor  Vollendung  der  ersten  Yiertelsschwin- 
gung  des  ersten  auftretenden  zweiten  Obertons  (welcher  hier  mass- 
gebend ist);  bei  einem  7mm-Gewehr  ungefähr  im  ersten  Viertel  selbst; 
bei  einem  8  mm -Gewehr  etwas  nach  Vollendung  der  ersten  Viertels- 
schwingung dieses  zweiten  Obertons,  während  die  erste  Schwingung 
des  ersten  Obertons  bereits  einsetzt;  bei  einem  11  mm -Gewehr  ver- 
liess  das  Geschoss  den  Lauf  bei  normaler  Ladung  dann,  wenn  die 
erste  Schwingung  des  ersten  Obertons  (welcher  hier  für  die  Abgangs- 
richtung ausschlaggebend  ist)  im  zweiten  Viertel  ihrer  Phase  steht. 
Die  Schwingungen  des  Gewehrslaufs  sind  im  allgemeinen  elliptische. 
Verursacht  werden  die  Laufschwingungen  wesentlich  durch  den  Ex- 
plosionsstoss;  jedoch  treten  schon  durch  das  Vorschnellen  des  Schlag- 
bolzens Schwingungen  auf 

Der  wahre  Abgangswinkel  und  damit  s  wird  entweder,  wie  meist 
bei  der  Artillerie,  aus  X  und  V  berechnet,  oder  es  wird  zunächst 
der  Fehlerwinkel  b  durch  einen  besonderen  Beschuss  aus  Flughohen- 
messungen  an  einer  oder  zwei  Scheiben  ermittelt,  welche  unweit  der 
Mündung  aufgestellt  werden.  Siacci  ^^®)  empfiehlt,  in  den  Entfemimgen 
Xi  und  x^  vor  der  Mündung  zwei  vertikale  Scheiben  aufzustellen:  die 
mittlere  als  konstant  angenommene  Geschwindigkeit  zwischen  diesen 
Scheiben  und  der  Mündung  sei  t?^,  so  ist,  wenn  «j  und  a^  die  be- 
züglichen Senkungen  der  Durchschlagspunkte  unter  der  natürlichen 
Visierlinie  bei  verglichenem  Korn  (Visierlinie  parallel  der  Seelenaxe) 
vorstellen, 

*  2        t;J.     ^^,-^1 


110)  Riv.  d*art.  e  gen.  1891,  vol.  4,  p.  240  und  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  99 
(1892),  p.  609. 
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Nach  deutschen  Erfahrungen  ist  die  Verwendung  einer  Scheibe  vor- 
teilhafter. 

Durch  algebraische  Addition  des  Abgangsfehlers  c  zu  dem  durch 
die  Visierung  sich  ergebenden  Elevationswinkel  der  Seelenaxe  erhält 
man  den  wahren  Abgangswinkel  (p,  wie  er  in  den  Schusstafeln  an- 
gegeben wird. 

6  b.  Messung  der  Anfangsgeschwindigkeit  durch  ältere  und 
neuere  Apparate.  Von  den  älteren  Apparaten^  Hohlzylinder  von 
McUhey,  GroberfBches  Rad,  Deboog^Bche  Scheibe,  ballistisches  Pendel  *") 
ist  besonders  das  letztere,  eine  Erfindung  von  Cassini  (1707)  und  Robins 
(1740)  hervorzuheben,  die  später  durch  Maguin  und  die  Kommission 
Didion-Morin-Piobert  (1836)  erheblich  vervollkommnet  wurde  und 
deren  Einrichtung  als  bekannt  gelten  darf. 

Nach  Didion^^^)  gestattet  das  ballistische  Pendel,  Anfangsgeschwin- 
digkeiten bis  auf  wenige  Dezimeter  genau  zu  ermitteln. 

Das  ballistische  Pendel  hat  neuerdings  wieder  nach  Theorie  und 
Anwendung  einige  Beachtung  gefunden  (Ra^dakovic,  v.  MinareUiy^^), 

Das  ballistische  Pendel  kann  als  der  einzige  eigentliche  Ge- 
schwindigkeitsmessapparat  für  Geschossgeschwindigkeiten  bezeichnet 
werden.  Die  älteren  mechanischen  Apparate  von  Ma^hey,  Chrobert 
und  Debooz,  ebenso  die  neueren  elektrischen  Apparate  sind  Chrono- 
skope:  es  wird  eine  Strecke  AB  genau  gemessen  und  die  Zeit  er- 
mittelt, welche  das  Geschoss  braucht,  um  von  A  nach  B  zu  gelangen. 

Diese  neueren  (und  mit  einer  Ausnahme  elektrischen)  Apparate  ^^^) 
unterscheiden  sich  dem  Prinzip  nach 

a)  dadurch,  dass  in  der  Zeit,  während  das  Geschoss  von  A  nach  B 
fliegt,  entweder  ein  Gewicht  fällt  {WlieatsUme^  Le  Boulenge,  Waikin, 
Bianchi),  oder  ein  Pendel  bezw.  Balancier  schwingt  (Navez-Leurs, 
Caspersen,  Schmidt)  oder  die  Magnetnadel  eines  Galvanometers  eine 
Schwingung  ausführt  {Pouillet)  oder  eine  Stimmgabel  vibriert  (Beetz, 
La  Cour-Caspersen,  S^ert,  Smith,  Creltore-Squier)  oder  eine  Trommel 
bezw.   Scheibe   sich    dreht   {Breguet,    Wheaistone,    Mafhieu,  Siemens, 


111)  Vgl.  Didion^  p.  261  und  Sonnet,  Dictionnaire  des  math^matiques  ap- 
pliqu^es  Paris.  1895,  „pendula  ballistique^*;  Praktisches  darüber:  Änanyfnu8, 
Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Oflf.  23  (1848),  p.  211  und  26  (1849),  p.  78,  87  u.  146. 

112)  Vgl.  Didion,  p.  261. 

118)  V,  Minardli,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1901,  p.  269;  M.  Rada- 
hmc,  Wien.  Ber.  110  *•  (1901),  p.  611. 

114)  Vgl.  Crang,  p.  432 — 446,  dort  auch  Litteratur,  Note  160;  ferner  s.  Arch. 
f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  80  (1851),  p.  145;  Jervis  Smith,  The  Tram-Chronograph, 
London  1897;  H,v,  HdmhoWf,  Wiss.  Abhandl.  2,  Leipzig  1883,  p.  865. 
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Bashforfh,  Nohky  Martin  de  Brettes)  oder  —  und  hier  allein  mit  Ver- 
meidung jeder  Bewegung  von  sichtbaren  Massen  —  ein  Kondensator 
sieh  enÜadet  (JSaddkom4-Sabine)\ 

b)  durch  die  Art  und  Weise,  wie  die  Markierung  des  Anfangs 
und  des  Endes  der  zu  messenden  Flugzeit  bewirkt  wird;  dieselbe  er- 
folgt entweder  und  meistens  direkt  elektromagnetisch  oder  durch 
den  Induktionsfunken  {Siemens^  Noble,  M.  de  Brettes^  TTotibn)  oder 
indirekt  elektromagnetisch  mit  Benutzung  der  Drehung  der  Pola- 
risationsebene des  Lichts  im  magnetischen  Feld  einer  Spule  (Orehore- 
Squier)    oder    optisch    durch    eine    Schattenwirkung    des    Geschosses 

c)  endlich  durch  das  Verfahren^  nach  welchem  zu  Anfang  und 
Ende  des  Vorgangs  der  elektrische  Strom  unterbrochen  bezw.  ge- 
schlossen wird;  letzteres  geschieht  nämlich  entweder  durch  den  mecha- 
nischen Druck  des  Geschosses  selbst^  welches  einen  Draht  durchreisst, 
einen  Drahtrahmen  durchschlägt^  zwei  Platten  zusammendrückt^  eine 
Platte  dreht  u.  s.  w.  oder  aber  neuerdings  durch  die  mechanische  Wir- 
kung der  Luftkopfwelle^  welche  (für  V  >  340  m)  das  Gbschoss  begleitet 
(Lufkstossanzeiger  oder  Enallunterbrecher  von  Gossot-Wölff), 

Die  Messung  auf  kürzester  Strecke  AB  ist  bis  jetzt  mittelst  Kon- 
densatorentladung von  BadaJcovid  ^^^)  durchgeführt  (im  Minimum  auf 
einer  Strecke  von  8^5  cm);  hinsichtlich  der  Genauigkeit  seiner  Methode 
giebt  Radakavid  auf  Grund  einer  Vergleichung  mit  dem  ^iec%^'schen 
Fallapparat  an,  dass  noch  0,0^^)8  sec  sicher  zu  messen  sind. 

Zur  Zeit  wird  für  die  Messung  der  Anfangsgeschwindigkeiten 
noch  immer  der  Le  Bouiengd-ApfBr^t  am  meisten  benutzt;  die  Prüfung 
geschieht  am  besten  durch  den  HdmhöltJS''Wolff ^scheu  Pendelkompa- 
rator.  TT.  TToZ/f "')  fand,  dass  dasselbe  Exemplar  eines  Le  Bauienge- 
Apparates  dieselbe  Zeitdifferenz  mit  einer  Genauigkeit  von  0,0001  sec 
gleichmässig  angiebt  und  dass,  wegen  gewisser  schwer  bestimmbarer 
konstanter  Fehler,  die  bei  yerschiedenen  Exemplaren  verschiedene 
Werte  haben,  auf  eine  absolute  Genauigkeit  bei  der  Messung  einer 
Zeitdifferenz  mit  irgend  einem  Le  Boulenge-AppArai  nur  im  Betrag  von 
ca.  0,001  sec  gerechnet  werden  kann. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  die  Geschossgeschwindigkeit  ihren  Maxi- 
malbetrag nidU  an  der  Mündung  anzunehmen,  sondern  sich  von  da 
ab,  ohne  Zweifel  durch  die  Nachwirkung  der  Pulvergase,   auf  eine 

116)  A.  F.  Zahm,  Phil.  Mag.  (6)  1  (1901),  p.  630. 

116)  M.  Radakovic,  Wien.  Ber.  109  (1900),  p.  276  u.  941. 

117)  W.  Wolff,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1896  und  Ann.  Phys. 
Chem.  (2)  69  (1899),  p.  389  und  E,  Sarrau,  Paris  C.  R.  119  (1894),  p.  1068. 
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gewisse  Strecke  hin  noch  zu  steigern  scheint,  in  einer  noch  nicht 
gesetzmässig  fixierten  Weise;  C  Crehore  und  0.  Squier  "®)  fanden  bei 
ihren  Versuchen  mit  Gewehren  ein  Maximum  in  ca.  2  m  Entfernung 
von  der  Mündung,  Hadakovic  erhielt  mit  einem  Gewehr  ein  Minimum 
in  0,75  m  und  ein  Maximum  in  ca.  1,5  m  Entfernung. 

6  c.  Messung  sonstiger  Grossen.  Von  den  Methoden  zur  Messung 
der  Totalflugzeit  T  {Lobner^s  Tertienuhr,  Telephon  u.  s.  w.),  des  Auf- 
fallwinkels (p'  u.  8.  w.  möge  hier  nicht  die  Rede  sein.  Abgesehen  sei 
auch  von  meteorologischen  und  praktisch -geometrischen  Apparaten 
und  Methoden,  mechanischen  Hülfsmitteln  zur  Ausführung  von  bal- 
listischen Berechnungen,  Demonstrationsmitteln  etc. 

Erwähnt  sei  nur,  dass  in  neuerer  Zeit  die  photögraphischen  Me- 
thoden, insbesondere  die  der  elektrischen  Momentphotographie,  vielfache 
Bedeutung  in  der  Ballistik  gewonnen  haben,  z.  B.  für  die  Aufnahme 
des  fliegenden  Geschosses  samt  den  dasselbe  umgebenden  Luft- 
schlieren,  für  die  Ermittlung  der  Rotationsgeschwindigkeit  des  Ge- 
schosses^^*) in  beliebiger  Entfernung  von  der  Mündung  bei  bekannter 
Translationsgeschwindigkeit  i;  oder  umgekehrt,  und  für  die  Messung  der 
Laufnbration.  Andere  Anwendungen  dieser  Methoden  werden  in  der 
inneren  Ballistik  zur  Sprache  kommen,  zu  der  wir  jetzt  übergehen. 

n.  Innere  Ballistik. 

7.  Binleitang.  Aufgabe  der  inneren  Ballistik.  Von  Arbeits- 
quellen, welche  zur  Fortbewegung  von  Projektilen  dienen  oder  dienten, 
kommen  in  Betracht: 

Muskelkräfte  (Lanze,  Wurfbeil,  Schleuder,  Schleudermaschinen), 
Elastische  Kräfte  (Bogen,  Armbrust,  Ballisten,  Katapulten), 
Spannkraft  komprimierter  Luft  (pneumatisches  Gewehr^  Djnamit- 

geschütze  von  Zalinskiy  Oraydon,  Bix  u.  a.), 
Elektrische  Kräfte, 
Chemische  Kräfte. 


118)  C.  Crehore  u.  0.  Squier,  Joum.  of  ün.  St.  art.  4  (1896),  p.  409  (dazu 
Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Oflf.  102  (1895),  p.  481  und  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes. 
1896,  p.  889);  ferner  Mitt.  üb.  Qeg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1900,  p.  811  (deutsche 
YersuchsanBtalt  für  Handfeuerwaffen  in  Haiensee);  v.  Minarelli^  ebenda  1901, 
p.  269;  Erklärung  durch  A,  Indra,  ebenda  1898,  p.  1;  Crctnz  hat  für  Hand- 
feuerwaffen photographisch  nachgewiesen,  dass  kurz  nach  dem  Geschossaustritt 
die  Pulyergase  eine  weit  grossere  Geschwindigkeit  besitzen  als  das  Geschoss 
(Anwendung  der  elektrischen  Momentphotographie  auf  die  Untersuchung  von 
SchuBswaffen,  Halle  1901);  vgl.  auch  Heydewreich  2,  p.  14. 

119)  Vgl.  F.  Neesen,  Yerhandl.  d.  deutsch,  phys.  Gesellsch.  4  (1902),  p.  880. 


244  IV  18.   C.Orane.   BaUistik. 

Da  die  drei  zuerst  angeführten  Arbeitsqnellen  teils  kaum  mehr,  teils 
nur  ganz  vereinzelt  zur  Verwendung  gelangen  und  da  die  Benütsimg 
elektrischer  Kräfte  noch  nicht  über  die  ersten  Anfange  hinausgekommen 
ist^  so  beschriinken  wir  uns  im  folgenden  auf  die  Besprechung  der  in 
den  Explosivstoffen^^)  aufgespeicherten  chemischen  Energie. 

Ein  Explosivstoff  erfährt  durch  Entzündung  oder  durch  Schlag 
und  Stoss  eine  chemische  Umänderung,  bei  welcher  grosse  Mengen  von 
gasformigen  Produkten  entstehen.  Sind  diese  Oasmengen  in  einem 
kleinen  Raum  eingeschlossen,  so  wird  hierdurch,  sowie  infolge  der  bei 
der  chemischen  Reaktion  auftretenden  Wärmeentwicklung  auf  die  Um- 
fassungswände  ein  Druck  ausgeübt,  welcher  Arbeit  leisten  kann. 

Die  von  dem  Explosivstoff  geleistete  Arbeit  besteht  in  der  eigent- 
lichen Sprengtechnik^^^)  in  der  Überwindung  von  Eohäsionskräfben; 
daher  handelt  es  sich  bei  dieser  um  die  Erzeugung  von  hohen  Maximal- 
gasdrücken, welche  nur  sehr  kurze  Zeit  wirken;  dieser  Zweck  wird 
mittelst  brisanter  Sprengstoffe  erreicht,  durch  welche  z.  B.  Oesteins- 
massen  gesprengt  und  dabei  einerseits  nicht  allzu  sehr  zertrümmert, 
andererseits  nicht  allzu  weit  fortgeschleudert  werden  sollen. 

Im  Gegensatz  dazu  wird  in  der  Geschütz-  und  GewehrbaUistik  — 
welche  wir  hier  allein  behandeln^**)  —  der  Gasdruck  dazu  verwendet, 
dem  Geschoss  innerhalb  des  Rohrs  nach  und  nach  eine  lebendige 
Kraft,  insbesondere  der  Translation,  zu  erteilen,  ohne  dass  die  Festig- 

120)  Ober  die  Chemie  und  Fabrikationsweise  der  Explosivstoffe  vgl.  ins- 
besondere Berthelot  und  Ghtttmann  a.  a.  0.,  sowie  J.  Daniel,  Dictionnaire  des 
mati^B   explosives,   Paris   1902.    Neuere  Litteratur  hierüber   findet  man  bei 

WüU,  p.  878. 

121)  Über  die  Sprengtechnik  vgl.  0.  OuUmann,  Handbuch  der  Sprengarbeit, 
Braunschweig  1892;  derselbe,  Schiess-  und  Sprengmittel,  Braunschweig  1900; 
Sprengvorschrift  fSr  die  Pioniere,  Berlin  1896. 

Zur  Mechanik  der  Explosionen  s.  femer  E.  Mach^  Wien.  Ber.  92  (1885), 
p.  625  und  E,  Blochmannj  Deutsche  Marine-Rundschau  1898,  p.  197;  dazu 
E.  Eudolph,  Beitr.  z.  Oeophjs.  3  (1897),  p.  278.  E.  Mach  behandelt  u.  a.  die 
Frage,  weshalb  eine  frei  auf  einer  Metallplatte  liegende  Djnamitpatrone  nach 
unten  durch  die  Platte  ein  Loch  schlägst.  R.  Blochmann  untersucht  experimentell 
die  Wirkungen  der  Explosionen  unter  Wasser;  es  ergeben  sich  zwei  Druck- 
impulse, welche  zeitlich  völlig  getrennt  sind  und  wovon  er  den  ersten  auf  die 
Wirkung  der  Druckwelle,  den  andern  auf  die  Translation  der  Wassermassen 
zurückführt. 

122)  Beide  Zwecke  finden  sich  in  gewissem  Sinne  kombiniert  bei  der  Kon* 
struktion  der  Sprenggranaten  und  SchrapneU]  bei  den  ersteren  wird  durch  die 
Granatfüllung  (der  Hauptsache  nach  Pikrinsäure)  das  Geschoss  zertrümmert  und 
dienen  die  Trümmerstücke  als  Projektile,  bei  den  letzteren  wird  die  Wandung 
des  Geschosses  gesprengt  und  werden  die  Füllkugeln  und  Sprengstücke  zur  Er- 
zeugung des  Streukegels  benützt. 
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keit  des  Rohrs  und  des  Geschosses  gefährdet  wird.  Hierzu  bedarf  es 
milder  wirkender  Explosivstoffe.  BekanntUch  sind  die  besten  Spreng- 
mittel nicht  gleichzeitig  auch  die  besten  Geschosstreibmittel;  mit  der 
Brisanz  eines  ExplosivstofiPes  wächst  nicht  zugleich  auch  die  Flug- 
geschwindigkeit des  Geschosses. 

Es  kommt  vielmehr  hierbei  auf  die  Erzeugung  einer  möglichst 
grossen  Mündungsgeschwindigkeit  des  Geschosses  bei  möglichst 
niedrigem  Maximalgasdruck  an;  die  Pulvergase  sollen  möglichst  gleich- 
massig  schiebend  auf  das  Geschoss  wirken. 

Würde  nämlich  alles  Pulver  in  Ghis  verwandelt  sein^  ehe  das 
Geschoss  seine  Bewegung  begonnen  hat,  so  würde  der  Gasdruck  im 
Verlauf  der  G^schossbewegung  durch  das  Rohr  nur  abnehmen^  da  der 
den  Pulvergasen  zur  Verfügung  stehende  Raum  zwischen  Geschoss- 
boden und  Seelenboden  mit  dem  Vorrücken  des  Geschosses  nach  der 
Mündung  zu  immer  mehr  wächst.  Es  gilt  also^  den  Gasdruck  mög- 
lichst auszugleichen ;  und  da  vollkommene  Eonstanz  des  Gtisdruckes 
sich^  wie  es  scheint;  nicht  erreichen  lässt,  so  ist  das  Bestreben  darauf 
gerichtet,  wenigstens  eine  annähernd  gleich  grosse  Spannung  der  Gase 
zu  erhalten  y  wobei  die  durch  die  Raumvergrösserung  und  Arbeits- 
leistung bewirkte  fortwährende  Verminderung  des  Gasdruckes  so  gut 
es  geht  kompensiert  wird  durch  fortwährende  Zufuhr  neuer  Treib- 
gase. Zu  diesem  Zweck  ist  ein  entsprechend  langsam  verbrennendes 
Pulver  erforderlich,  imd  die  Verbrennimgs weise  des  Pulvers  muss 
gegenüber  der  Grösse  der  Pulverladung,  des  Verbrennungsraumes,  des 
Rohrkalibers,  der  Rohrlänge,  dem  Trägheitswiderstand  des  Ge- 
schosses etc.  so  geregelt  werden,  dass  das  Pulver  seine  Verbrennung 
fortsetzt,  bis  das  Geschoss  die  Mündung  verlässt,  dann  aber  voll- 
ständig verbrannt  ist,  jedenfalls  aber  derart,  dass  das  Maximum  der 
Mündnngsenergie  des  Geschosses  erzielt  wird.  Daraus  erhellt,  dass 
ganz  bestimmte  Beziehungen  zwischen  den  eben  erwähnten  Grössen, 
Geschossgewicht,  Rohrlänge,  Rohrkaliber  etc.  bestehen  müssen  und 
dass  es  für  die  Projektierung  oder  die  Prüfung  eines  Geschütz-  oder 
Gewehrsystems  notwendig  ist,  die  Vorgänge  im  Rohr  während  des 
Schusses  zu  kennen,  insbesondere  für  den  Waffentechniker,  welcher 
jene  Grössen  teils  durch  praktische,  teils  durch  theoretische  Er- 
wägungen festsetzt. 

Die  spezielle  Aufgabe  der  inneren  BaUisHk  besteht  danach  in 
folgendem:  Es  soll  in  irgend  einem  bestimmten  Fall  der  im  Seden- 
rcmm  des  Bohres  herrschende  Gasdmck,  die  Beschleunigung  und  Ge- 
schwindigkeit des  Geschosses,  endlich  die  Temperalm'  der  Pulvergase  je 
als  Funktion  der  Zeit  oder  auch  des  Geschossweges  im  Bohr  ermittelt 

Encylclop.  d.  m»th.  Wistenioh.    IV  2.  17 
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werden.  An  dieses  Hauptproblem  scUiessen  sicli  andere  Probleme 
an;  solche  weitere  Probleme  beziehen  sich  auf  die  Erwärmung  des 
Rohres,  auf  die  Inanspruchnahme  von  Rohr  und  Laffette,  auf  die 
innerballistischen  Messungsmethoden  u.  s.  w. 

Das  eben  geschilderte  Hauptproblem  der  inneren  Ballistik  setzt 
diese  in  Beziehung  zur  Thermochemie  und  Thermodynamik.  Das  Ideal 
wäre,  dass;  wenn  das  Geschütz  oder  Gewehr,  das  Geschoss,  das  Ge- 
wicht der  Pulverladung,  sowie  die  chemischen  und  physikalischen 
Eigenschaften  des  Pulvers  bekannt  sind,  lediglich  auf  theoretischem 
Wege  der  zeitliche  Verlauf  des  Gasdruckes,  der  Bewegung  des  Ge- 
schosses durch  das  Rohr  und  der  Gastemperatur  ermittelt  werden 
könnte.  Von  diesem  Endziel  ist,  wie  sich  zeigen  wird,  die  innere 
Ballistik  infolge  der  grossen  Kompliziertheit  des  Problems  und  wegen 
der  Mängel  in  den  empirischen  Unterlagen  noch  so  weit  entfernt, 
dass  gesagt  werden  kann,  die  innere  Ballistik  befinde  sich  zur  Zeit 
noch  mehr  in  den  ersten  Anfängen  ihrer  Entwicklung,  als  dies  bei  der 
äusseren  Ballistik  der  Fall  ist.  Mittels  der  Thermochemie  und  Thermo- 
dynamik lässt  sich  das  Problem  bis  jetzt  nur  unter  derartig  speziellen 
Voraussetzungen  erledigen  (vgl.  Nr.  9),  dass  die  betreffenden  theore- 
tischen Lösungen  für  die  Praxis  im  allgemeinen  nicht  verwendbar 
sind.  Immerhin  geben  sie  für  manche  Fälle  und  Zwecke  erste  Nähe- 
rungswerte, in  ähnlicher  Weise  wie  die  äusserballistischen  Formeln 
für  den  luftleeren  Raum  z.  B.  für  den  indirekten  und  Bombenschuss 
mitunter  in  erster  Annäherung  verwendbar  sind. 

Dagegen  liegen  empirische  Formeln  und  Tabellen  vor,  welche 
wenigstens  in  solchen  Fällen,  wo  zu  einem  bestimmten  Geschütz-  und 
Geschosssystem  einige  der  Messung  nicht  allzu  schwer  zugängliche 
Grössen,  wie  der  Maximalgasdruck  und  die  Mündungsgeschwindigkeit 
des  Geschosses  experimentell  gegeben  sind,  das  innerballistische  Pro- 
blem näherungsweise  zu  lösen  gestatten.  Diese  Formeln  und  Tabellen, 
zusammen  etwa  mit  den  Festigkeitsformeln  und  den  zur  Pulverunter- 
suchung im  konstanten  Volumen  dienenden  Methoden  und  Formeln 
bilden  gegenwärtig  den  wichtigsten  Bestand  der  inneren  Ballistik  an 
praktisch  brauchbaren  Resultaten. 

Im  folgenden  sind  die  nachstehend  aufgeführten  Bezeichnungen 
festgehalten.     Es  bedeute 

(o  (qcm)  den  Seelenquerschnitt. 

J  (cdm)  den  variablen  Raum  zwischen  Geschossboden  und  Seelen- 
boden; speziell  J^  den  Verbrennungsraum,  J^  den  ganzen  Seelen- 
raum. 

q  (kg)  das  Gewicht  der  Pulverladung. 
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Q  (kg)  das  Geschossgewicht. 

X  (m)  den  vom  Geschossboden  in  der  Zeit  t  innerhalb  des  Rohres 
zurückgelegten  Weg,  dieser  Weg  gerechnet  von  der  Ruhelage 
des  Geschosses  im  Rohre  ab,  die  Zeit  i  von  dem  Augenblick 
ab,  wo  sich  das  Geschoss  in  Bewegung  setzt;  speziell  x^  den 
Geschossweg  bis  zum  Eintritt  des  Gasdruckmaximums,  L  den 
ganzen  Geschossweg  bis  zur  Mündimg. 

V,  t?^,  V  (m/sec)  die  entsprechenden  Werte  für  die  Geschwindigkeit 
des  Geschosses  im  Rohre. 

p,  p^,  P  (Atm.)  die  entsprechenden  Werte  für  den  Gasdruck;  p^  den 
mittleren  Wert  des  Gasdruckes. 

8,  ThermooliemiBOlie  und  thermodynamisohe  Grandlagen. 

Eine  vorbereitende  Aufgabe  zur  Lösung  des  innerballistischen 
Problems  bildet  die  Untersuchung  der  m  verwendenden  Pulversorte  auf 
ihre  baUisiischen  Eigenschaften  (Wärmegehalt,  Yerbrennungsgeschwindig- 
keit,  spezifisches  Volumen,  spezifischer  Druck,  Kovolumen  etc.).  Diese 
Eigenschaften  treten  in  verschiedener  Weise  hervor,  je  nachdem  die 
Verbrennung  des  Pulvers  im  konstanten  Volumen  der  Versuchsbombe 
oder  im  Seelenraum  des  Geschützrohres  beim  Schuss  stattfindet.  Mög- 
lich ist  bis  jetzt  nur  geworden,  das  Verhalten  einer  Pulversorte  im 
konstanten  Volumen  teils  mit  experimentellen,  teils  mit  theoretischen 
Hülfsmitteln  einigermassen  befriedigend  zu  ermittehi.  Doch  bieten  die 
hierbei  gewonnenen  Resultate  für  die  beim  Schuss  stattfindenden  Ver- 
haltnisse und  damit  für  die  Auswahl  einer  Pulversorte  wenigstens 
erste  AnhdUspwnkte. 

8  a.  W&rmegehalt  und  Arbeitsvermögen  einer  Pulversorte.  unter 
redusAertein  Wärmegehalt  W^  wird  die  Wärmemenge  in  kg- Kalorien 
verstanden,  welche  infolge  der  Umwandlung  von  1  kg  des  betreffenden 
Pulvers  entsteht,  falls  Arbeitsleistung  ausgeschlossen  ist.  TFj.  wird 
am  besten  experimentell  erhalten  ^^').  Berechnet  kann  W^  nach  den 
Gesetzen  der  Thermochemie^^)  werden,  falls  der  Explosivstoff  in 
chemischer  Hinsicht  ein  bestimmt  definiertes  Individuum  darstellt 
(was  keineswegs   bei   allen   neueren  Pulvern  der  Fall  ist)  und  falls 

128)  Ober  die  zugehörigen  Apparate,  kalorimetrische  Bombe  etc.  vgl.  be- 
sonders Berlhelot  1,  p.  221. 

124)  Vgl.  Berfheht  1,  p.  174—387  u.  2,  p.  3—129.  Durchgerechnetes  Bei- 
spiel (Nitroglycerin)  samt  Angaben  über  die  Genauigkeit  der  Berechnung  durch 
Yergleichung  mit  der  direkten  Messung  s.  Berthelot  1,  p.  32  n.  38.  Femer  vgl. 
W.  Nemst,  Theoretische  Chemie,  8.  Aufl.  Stuttgart  1900,  p.  543  ff.;  E.  VäUier, 
Balistique  des  nouvelles  poudres,  Paris  ohne  Datum,  Teil  der  Encydop^die  des 
Aide-M^moire,  p.  42  ff. 

17* 
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die  Verbrennungsprodukte;  welche  bei  der  Explosion  entstehen,  genau 
bekannt  sind.  Der  Wärmegehalt  ist  einfach  der  Überschuss  der 
Bildnngswärmen  der  Verbrennungsprodukte  über  die  Bildungswärme 
des  Pulvers,  bezogen  auf  1  kg  des  letzteren.  Das  rechnerische  Ver- 
fahren ergiebt  sich  aus  dem  folgenden  Beispiel  fär  Nitroglycerin. 

Für  die  Verbrennung  bei  konstantem  Druck  (z.  B.  an  freier  Luft) 
wird  die  Reaktionsgleichung  in  der  Form  angenommen: 

2C3H5N5OJ,  =  6C0j  +  5HjO  +  SNj  +  0,50,. 

Die  Wärmetönungen  von  CO,,  H,0  (flüssig)  und  C3H5N3O9  sind 
bezw.  94000,  69000,  98000.  Das  Molekulargewicht  von  Cj^N^Oj, 
beträgt  227.  Also  werden  bei  der  Explosion  von  2  •  227  kg  Nitro- 
glycerin 6  .  94000  +  5  .  69000  —  2  .  98000  oder  713000  Kai.  frei. 
Somit  ist  zmiächst       ^^  _  ,,,^  _  ^^^^  ^^^ 

Nun  aber  wird  das  Wasser  während  der  Explosion  dampfförmig;  hierauf 
werden  5  •  18  •  540  Kai.  verwendet,  woraus  sich  ergiebt 

W^  =  ^^  =  ca.  1460  Kai. 

Falls  die  Reaktion  bei  konstantem  Volumen  (z.  B.  im  geschlossenen 
Raum  der  kalorimetrischen  Bombe)  vor  sich  geht,  so  ist  die  betreffende 
Zahl  um  einen  kleinen  Betrag  ^^^)  zu  erhöhen,  weil  alsdann  die  gegen 
den  Atmosphärendruck  geleistete  Arbeit  in  Wegfall  konunt.  (Bei 
dem  vorliegenden  Beispiel  für  Nitroglycerin  werden  aus  1460  Kai. 
1480  resp.  aus  1570  Kai.  1590.) 

Zu  beachten  ist  übrigens,  dass  die  Art  der  chemischen  Umsetzung, 
also  die  Zusammensetzung  der  chemischen  Gleichung  mit  der  Art  und 
Weise,  wie  die  chemische  Reaktion  eingeleitet  wird  (darüber  s.  weiter 
unten),  und  mit  der  Grösse  des  Verbrennungsraums,  folglich  mit  dem 
Gasdruck  variiert^**);  sowie,  dass  die  Verbrennungsprodukte  im  Mo- 
ment der  Explosion  (also  bei  der  hohen  Temperatur  derselben)  wegen 
etwa  stattfindender  Dissoziationen  keineswegs  immer  dieselben  zu  sein 
brauchen,  welche  man  nach  dem  Erkalten  in  der  kalorimetrischen 
Bombe  vorfindet.  Aus  all  diesen  Gründen  und  da  die  Wärmetönungen 
nicht  durchaus  sicher  sind,  kann  die  Berechnung  von  W^  manche 
Unsicherheiten  mit  sich  bringen. 

Die  Ermittlung  des  Wärmegehalts  dient  zur  Berechnung  der  Ver- 
brennungstemperatur der  Pulvergase  (darüber  vgl.  Nr.  8  b),  sowie  des 
Nutzeffekts,  welchen  ein  Geschütz  oder  Gewehr,  als  thermodynamische 

126)  Vgl.  darüber  Berthelot  1,  p.  82;  J.H.  van  'tHoff,  Vorlesungen  über 
theoretische  und  physikalische  Chemie,  1.  Heft,  Chemische  Dynamik,  2.  Aufl. 
Braunschweig  1901,  p.  241. 

126)  E.  VaUier,  Balistique  des  nouvelles  poudres,  Paris,  p.  48. 
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Maschine  betrachtet^  beim  Schuss  ergiebt  und  wovon  sogleich  nachher 
die  Bede  sein  soll. 

Häufig  wird  der  Wärmegehalt  in  mechanischem  Maass  gegeben 
und  heisst  dann  Arbeitsvermögen  oder  Arbeitspotential]  wird  dieses  mit 
A^  bezeichnet,  so  ist  danach  A^  =  W^  •  427  mkg.  Natürlich  verliert 
dieser  Begriff  des  Wärmegehalts  erheblich  an  Bedeutung,  wenn  ver- 
sucht wird,  denselben  auf  den  Fall  des  Schusses  anzuwenden,  wo  es 
sich  um  eine  chemische  Reaktion  mit  Arbeitsleistung,  nämlich  um  die 
Pulververbrennung  im  Innern  des  Seelenraums  zwischen  Stossboden 
und  GeschoBsboden,  unter  rasch  wechselndem  Druck  und  Volumen, 
handelt. 

Trotzdem  wird  unter  Nutzeffekt  eines  Geschütz-  oder  Gewehr- 
systems in  der  Ballistik  kurzweg  der  Quotient  aus  der  nützlich  ver- 
wendeten Energie  zu  der  gesamten  in  der  Pulverladung  q  auf- 
gespeicherten Enei^ie  A^  •  q  verstanden.  Als  nützliche  Energie  wird 
diejenige  der  Translationsbewegung  des  Geschosses  für  den  Moment, 
wo  das  Geschoss  die  Mündung  passiert,  oder  die  sogenannte  Mündungs- 
arbeit ^-—  gerechnet. 

Im  ganzen  findet  sich  in  jenem  Moment  die  in  der  Pulverladung 
enthaltene  Energie  als  Summe  der  folgenden  Arbeiten  wieder: 

a)  Energie  der  Translationsbewegung  des  Geschosses  an  der  Mün- 
dung oder  sogenannte  Mündungsarbeit; 

b)  Energie  der  Rotationsbewegung  des  Geschosses  (bei  den  ver- 
schiedenen deutschen  Geschützsjstemen  im  Minimum  0,24,  im  Maxi- 
mum 2,26%  von  a)^*'));  Energie  der  Bewegung  der  Pulvergase  (zu 

127)  Vgl.  Heydenreich  2,  p.  9  und  t;.  Wuich,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u. 
Gen.-Wes.  1901,  p.  67.  Um  hier  (gleich  mit  für  die  folgenden  Nummern 
des  Textes)  eine  Reihe  zusammengehöriger  Zahlen  für  dasselbe  Geschütz  an- 
zugeben, so  war  z.  B.  für  die  deutsche  schwere  Feldkanone  C,  73/88:  Bohr- 
gewicht mit  Verschluss  445  kg,  Gewicht  der  leeren  Lafette  526  kg,  Kaliber 
8,80  cm,  Bohrlänge  2,100  m  oder  23,9  Eal.,  Drall  S^^  Grad  (konstant),  Drall- 
länge 4,40  m  oder  50,0  Eal.,  Inhalt  der  Seelenhöhlung  12,17  1,  Inhalt  des 
Verbrennungsraumes  1,83  1,  Ausdehnungsverhältnis  (d.  h.  Seeleninhalt :  Ver- 
brennungsraum)  6,6,  Ladung  0,64  kg  Geschützblättchenpulver,  Ladungsverhältnis 
(Geschossgewicht :  Ladungsgewicht)  11,0,  Ladedichte  (Gewicht  der  Ladung  in 
Kilogramm  :  Inhalt  des  Verbrennungsraumes  in  Litern)  0,35.  Geschoss  :  schwere 
Feldgranate  G.  82  mit  Eupferringführung,  Gewicht  des  fertigen  Geschosses  7,04  kg 
(reduzierte  Querschnittsbelastung  116  g/qcm),  Länge  des  Geschosses  mit  Zünder 
2,8  Eal.,  Weg  des  Geschossbodens  im  Bohr  18,6  Eal.,  Geschwindigkeit  der  Trans- 
lationsbewegung  des  Geschosses  an  der  Mündung  452  m/sec,  zugehörige  Energie 
78200  mkg,  Pulververwertnng  (»  diese  Energie  :  Ladung)  114  mt/kg,  Nutzeffekt 
32  7o,  höchster  Gasdruck  ca.  1350  Atm,  mittlerer  Gasdruck  719  Atm,  also  Druck- 
verh&ltnis  (mittlerer  Gasdruck :  Maximalgasdruck)  0,52,  Tourenzahl  des  Geschosses 
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0,03  bis  0,33  7o  ^on  a)  angegeben,  d.  h.  geschätzt);  Energie  der  Bftck- 
laufbewegung  von  Rohr  und  Lafette  (im  wesentlichen  Trancdatiomi- 
bewegung,  ca.  0,7  bis  27o  ^^^  &)?  bekanntlich  in  neuerer  Zeit  gleich- 
falls teilweise  nutzbar  verwendet); 

c)  Überwindung  des  Luftwiderstandes  im  Rohre;  Hebung  des  Ge- 
schosses entgegen  der  Schwere  im  Fall  entsprechender  Elevation  des 
Rohres;  Zusammendrückung  des  Geschosses  beim  Einpressen  in  die 
Züge,  bezw.  bei  Geschützen  Überwindung  des  Widerstandes,  welchen 
das  Führungsband  dem  ersten  Einschneiden  der  Felder  entgegensetzt; 
Arbeit  der  Reibung  des  Geschossmantels  bezw.  des  Führungsbandes 
und  Zentrierwulstes  an  der  Seelenwandung;  Erschütterungs-  und  Ver- 
biegungsarbeit;  Schallerregung;  Wärmeabgabe  an  das  Rohr  und 
die  Luft. 

Ein  Rest  bleibt  an  der  Mündung  imausgenützt. 

Berechnen  lässt  sich  die  Energie  der  Rotationsbewegung  des 
Geschosses,  wenn  die  Drallverhältnisse  und  die  Mündungsgeschwindig^ 
keit  V  bekannt  sind;  da  dieser  Betrag  höchstens  2,3  7o  ▼od  der 
Mündungsarbeit  ausmacht  (die  Mündungsgeschwindigkeit  V  ändert 
sich,  wenn  der  Drallwinkel  in  ziemlich  weiten  Grenzen  variiert  wird, 
nur  um  wenige  Meter),  so  wird  gewohnlich  (bei  der  inneren  Ballistik) 
die  Translationsbewegung  des  Geschosses  unabhängig  von  der  Rotations- 
bewegung behandelt. 

Auch  die  Rücklauf bewegung  lässt  eine  angenäherte  Berechnung 
zu;  doch  unterliegt  diese  Berechnung  manchen  Fehlem  wegen  der 
Reibimg  und  wegen  der  Wirkung  der  aus  der  Mündung  und  zum 
Teil  auch  nach  hinten  austretenden  Pulvergase;  ausserdem  ist  es  eine 
ziemlich  willkürliche  Annahme,  wenn,  wie  dies  meistens  geschieht,  bei 
der  Berechnung  vorausgesetzt  wird,  dass  die  eine  Hälfte  der  Pulver- 
ladung mit  dem  Rohr  nach  rückwärts,  die  andere  mit  dem  Geschoss 
nach  vorwärts  gehe. 

Über  die  sonstigen  Arbeitsgrössen  ist  wenig  sicheres  bekannt. 
Der  Widerstand  der  Felder  gegenüber  dem  Führungsmaterial  wurde 
bei  älteren  .in  Frankreich  ausgefürten  Versuchen**®)  mit  einer  7,5  cm- 
Eanone,  in  deren  Bohrung  die  Geschosse  eingepresst  wurden,  zu  28,3  kg 
(bei  Bleiführung)  bis  271,5  kg  (bei  Kupf erfährung)  gemessen.  Die 
Grösse  der  Reibung  des  Geschosses  an  der  Seelenwandung  ergab  sich 
dagegen  ziemlich  klein. 

Der  Nutzeffekt  bewegt  sich  bei  Geschützen  zwischen  17  und  35% 

an  der  Mündung  108  pro  seo,  ebenda  Energie  der  GeschoBsdrehnng  146  mkg, 
Energie  des  Rücklaufes  580  mkg. 

128)  Vgl.  darüber  Kaiser,  p.  71. 
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und  ist  so  geringe  insbesondere  weil  die  Rohrlänge  durch  praktische 
Erwägungen^  Rücksichten  auf  Leichtigkeit,  Beweglichkeit,  Bedienung, 
Fahrbarkeit  etc.  des  Geschützes  bedingt  ist,  (F  würde  in  den  meisten 
Fällen  noch  wachsen,  wenn  die  Rohrlänge  vergrössert  werden  könnte). 
Übrigens  sei  schon  jetzt  darauf  hingewiesen,  dass  in  der  Geschütz- 
und  Gewehrballistik  der  Nutzeffekt  eine  weit  weniger  wichtige  Rolle 
spielt,  als  bei  den  Gaskrafkmaschinen^^^),  so  zahlreich  auch  sonst  die 
Analogien  sind,  welche  zwischen  der  Theorie  der  Dampfmaschinen  und 
Gasmotoren  einerseits  und  der  Theorie  der  Geschossbewegung  in  einem 
Geschütz  oder  Gewehr  andererseits  besteht.  Das  Ziel  der  Geschütz- 
konstruktion besteht  nicht  darin,  ein  Maximum  des  Nutzeffekts  oder 
auch  der  Pulververwertung  (nützliche  Geschossarbeit  pro  1  kg  Ladung) 
zu  erreichen  —  man  will  nicht  möglichst  an  Pulver  sparen,  da  ja 
jedes  Geschütz  nur  eine  bestimmte,  verhältnismässig  kleine  Anzahl 
von  Schüssen  (zum  Teil  60 — 80)  gestattet  — ,  sondern  man  wünscht, 
wie  schon  kurz  bemerkt  wurde,  bei  möglichster  Schonung  des  Rohrs 
eine  möglichst  grosse  lebendige  Kraft;  der  Translationsbewegung  des 
Geschosses,  d.  h.  bei  möglichst  geringem  Maximalgasdruck  p^  ein  Maxi- 
mum von  V.  Zu  diesem  Zweck  muss  bei  möglichst  kleinem  p^  der 
mittlere  Gasdruck  p^  möglichst  gross  sein;  das  sogenannte  Druckver- 
häUnis  ri=p^''P^  soll  ein  Maximum  sein,  wobei 

^      ___üll_Afr« 

^"»  ~  2 pX    1,0333  (»  -^™- 


129)  Zur  Yergleichung  der  beiderseitigen  Effekte  werden  mitonter  Berech- 
nungen der  folgenden  Art  angestellt: 

a)  Ein  Creschoss  von  917  kg  Gewicht,  ans  einem  100  Tonnen-Oeschfitz  mit 
einer  Mündangsgeschwindigkeit  von  523  m/sec  verfeuert,  besitzt  eine  Mündungs- 
energie von  12  772000  mkg;  diese  Arbeit  wird  von  den  Pulvergasen  in  ca.  0,01  sec 
verrichtet,  es  würde  somit  auf  1  sec  eine  Arbeit  von  ca.  1300  Millionen  mkg 
entfallen,  was  einer  Leistungsfähigkeit  von  17  Millionen  efiekt.  Pferdestärken 
entspricht.  Da  jedoch  das  Bohr  nach  ca.  100  Schuss  unbrauchbar  wird,  so  hat  es, 
als  Gaskraftmaschine  betrachtet,  im  ganzen  nur  eine  Sekunde  in  dieser  Weise 
gearbeitet.  Diese  100  Schuss  kosten  ca.  300  000  JC^  zu  derselben  Arbeit  von 
1300  Millionen  mkg  braucht  eine  100  pferdige  Dampfmaschine  44  Stunden  und 
bedarf  hierfür  4400  kg  Steinkohle  im  Werte  von  70  JC^  bleibt  aber  dabei  erhalten. 

b)  Findet  aus  dem  gleichen  Geschütz  ein  längeres  Schiessen  statt  und  fällt 
jede  Minute  ein  Schuss,  so  werden  pro  Sekunde  ca.  213  000  mkg  Arbeit  dwch- 
sehnitüich  geleistet,  entsprechend  2840  effekt.  Pferdestärken.  —  Darüber  vgl. 
Riv.  d'art.  e  gen.  1900,  vol.  1,  p.  123  und  WiUe,  p.  791. 

Solche  Berechnungen  beweisen  wenigstens  das  Eine,  dass  die  Yergleichung 
eines  Geschützes  und  einer  Dampfmaschine  hinsichtlich  der  mechanischen 
Leistungsfähigkeit  in  Anbetracht  des  Gegensatzes  zwischen  einer  nahezu 
kontinuierlichen  Arbeitsleistung  und  der  Erteilung  eines  nahezu  momentanen 
Impulses  und  wegen  der  Yerschiedenheit  der  Zwecke  wenig  Nutzen  bringt. 
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ist  (die  Bezeichnungen  sind  die  in  Nr.  7  definierten).  Je  grosser  i^^ 
um  so  günstiger  verwertet  sich  auch  das  Pulver^  nämlich  mit  Rück- 
sicht auf  die  Haltbarkeit  des  Rohrs. 

8  b.  VerbrennangstemperatxiT  der  Polvergase.  Die  Kenntnis 
der  Mcucimaltemperixtur  der  Pulvergase  ist  von  Wichtigkeit  nicht  nur 
wegen  des  damit  in  Zusammenhang  stehenden  Maximalgasdruckes 
(vgl.  Nr.  Sd\  sondern  insbesondere  wegen  der  Frage  des  Ausbrennens 
der  Rohre  (Schmelztemperatur  des  Stahles  1300®  bis  1500®  C). 

Bei  der  Verbrennung  des  Pulvers  in  JconstafUem  Volumen  wird 
diese  Mazimaltemperatur  t'  (oder  absolut  gemessen  T')  aus  dem  redu- 
zierten Wärmegehalt  W^  ermittelt;  dabei  ist  zu  berücksichtigen ^  dass 
die  spezifische  Wärme  c^  der  Pulvergase  eine  Funktion  der  Tempe- 
ratur t  derselben  ist^^);  es  sei  c^,  wie  man  gewöhnlich  annimmt^ 
==  a  -f-  &f;  so  ist;  wenn  die  Anfangstemperatur  Null  angenommen  wird^ 

t' 

0 

so  dass  man  hat 

r  =  -J-  {yä^~J^hW, — a). 

Eine  EontroUe  für  die  Grössenordnung  von  t'  liegt  zwar  darin, 
dass  es  möglich  ist,  die  Yerbrennungstemperatur  auch  aus  Druck- 
messungen in  geschlossenen  Gefässen  (vgl.  Nr.  8d)  zu  berechnen.  Da 
übrigens  die  Koeffizienten  a  und  h  wenig  sicher  bekannt  sind  und 
auch  die  Druckmessungen  manchen  Bedenken  unterliegen,  so  sind  die 
Zahlen  für  t'  wenig  zuverlässig,  die  Angaben  schwanken  zum  Teil  um 
mehrere  hundert  Grad.  Bei  neueren  Pulvern,  bewegen  sich  die  Werte 
der  Verbrennungstemperatur  zwischen  2000®  und  4000®  C. 

Für  die  Mazimaltemperatur  der  Pulvergase  beim  Schuss  ist  mit 
dem  so  ermittelten  Werte  t'  natürlich  nur  eine  obere  Grenze  gegeben. 
Eine  direkte  Messung  der  Temperatur  der  Pulvergase  beim  Schuss 
ist  bis  jetzt  nicht  durchgeführt;  die  Möglichkeit  hierzu  scheint  an- 
gesichts der  neueren  Hülfsmittel  nicht  ausgeschlossen. 

8c.  SpesiflseheB  Volumen,  spesifisoher  Druck,  Kovolumen, 
Ladedichte.  Diese  weiteren  Grössen  werden  bei  der  Berechnung  des 
Maximaldrucks  benützt,  der  bei  der  Verbrennung  eines  Explosivstoffs 
im  geschlossenen  Volumen  entsteht  (vgl.  8d). 

Das  spezifische  Volumen  t)^  ist  das  Reziproke  der  Gasdichte,  d.  h. 
es  ist  das  Volumen,  welches  die  aus  1  kg  des  Pulvers  sich  entwickeln- 

130)  Vgl.  hierüber  van  fHoff,  Chemische  Dynamik,  Braiinschweig  1901, 
p.  242,  dort  findet  sich  auch  Litteratnr  über  diesen  Gegenstand. 
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den  Ghkse  bei  0^  C.  Temperatur  und  760  mm  Druck  einnehmen  würden 
(Wasser  als  Dampf  gedacht).  Auch  diese  Grösse  wird  am  sichersten 
experimentell  ermittelt.  Soll  die  Bestimmung  theoretisch  erfolgen, 
so  geschieht  dies  nach  den  bekannten  Methoden  der  Stöchiometrie. 
Z.  B.  Nitroglycerin  mit  der  (theoretischen)  Zersetzungsgleichung: 

2C3H5N50e  =  6C0j  +  ÖH^O  +  SN^  +  0,50, 

liefert  pro  1  kg 

[(6  +  5  +  3  +  0^).2000]  :  [2.227.0,0896]  =  7131 

Gase  bei  0®  C.  und  760  mm,  also  t>Q  =  713  1  pro  1  kg;  bei  Schwarzpulver 
ist  t>Q  =  285  1/kg.  Da  indess  über  die  Zersetzungsgleichung  Unsicher- 
heit besteht,  so  ist  auch  %  unsicher. 

Unter  Kraft  oder  spezifischem  Druck  des  Sprengsioffes^^^)  oder 
der  Pulversorte  versteht  man  den  Ausdruck  /'=(po'öoT'):273;  p^  der 
Atmosphärendruck,  f  ist  der  Druck,  welchen  die  aus  der  Ladungs- 
einheit  entstandenen  Gase  bei  der  Yerbrennungstemperatur  erzeugen, 
wenn  sie  einen  Raum  gleich  der  Yolumeneinheit  einnehmen  (vgl. 
Nr.  8d). 

Das  Kovolumen  a  ist  ein  Bruch  (zwischen  ca.  0,5  und  0,92), 
der  angiebt,  welcher  Teil  der  Ladung  auch  nach  vollendeter  Ver- 
brennung Rückstand  bildet  (und  zwar  Rückstand  im  weitesten  Sinne, 
inclusive  die  Summe  der  Moleküle  des  Gases,  da  bei  der  Verdichtung 
eines  Gasvolumens  Öq  von  0®  Temperatur  und  760  mm  Druck  nur  der 
Raum  verkleinert  wird,  der  bleibt,  wenn  man  das  Volumen  der  vor- 
handenen Moleküle,  ca.  0,001  %,  abzieht).  Bei  den  Sprengstoffen, 
welche  keine  oder  fast  keine  festen  Rückstande  liefern,  ist  sonach 
a  =  0,001  %  (1/kg),  z.  B.  1  kg  Nitroglycerin  giebt,  wie  oben  ange- 
geben, 713  1  Gase  (von  (fi  und  760  mm  Druck),  also  ist  a  =  ca.  0,71. 
Dagegen  bei  Pulvern  mit  festen  Rückständen  ist  a  die  Summe  des 
aus  1  kg  Ladung  hervorgehenden  Volums  fester  Rückstande  und  des 
Eovolumens  der  zu  1  kg  Ladung  gehörigen  gasformigen  Verbrennungs- 
produkte; z.  B.  giebt  1  kg  Schwarzpulver  nach  Sarrau  279 1  Gase 
(t)o=279  1/kg);  femer  liefert  1  kg  Schwarzpulver  0,209  1  festen  Rück- 
stand, somit  ist  a  =  0,209  +  0,279  =  0,488  1/kg. 

Ladedichie^^^).  Darunter  findet  man  dreierlei  verstanden,  wes- 
halb genau  zu  unterscheiden  ist:  entweder  ist  Ladedichte  das  Ver- 
hältnis des  Raumes,  den  die  noch  nicht  verbrannte  Pulverladung  allein 

« 

181)  E,  Sarrau,  Recherches  th^oriques  sor  le  chargement  des  bonches  ä  feu, 
Paris  1882,  p.  4;  BerOielot  1,  p.  61. 

182)  Hierüber  vgl.  v.  Wuich,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art-  u.  Gen.-Wes.  1888, 
p.  887  u.  881. 
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ohne  Zwiscbetiräame  eitmehmen  wfirde,  zu  dem  guizen  VerbreniuiiigB- 
raum  J^,  oder  zweitens  das  Verhältnis  des  Raumes,  den  die  Polver- 
ladong  in  Wirklichkeit  mit  den  Zwiscbenräumen  einnimmt,  zu  J^,  oder 
drittens  das  Verhältnis  A  der  Ladung  ^  in  kg  dividiert  dorch  J„ 
inl.  — 

Im  folgenden  verstehen  wir,  wie  dies  in  Dentsehland  üblich  ist, 
unter  Ladediehle  die  Grösse 

A=  (Ladung  in  kg) 

(Verbreununggranm  lu  1) 

Der  Wärmegehalt  bezw.  das  Arbeitsvermögen,  die  Verbrennungs- 
temperatnr,  das  spezifische  Volumen,  der  spezifische  Druck  und  das 
Kovolnmen  werden  als  „Pulverkonstanien"  bezeichnet,  womit  an  dieser 
Stelle  nicht  gesagt  werden  soll,  dass  diese  Grössen  thatsächlich  fOr 
denselben  Explosivstoff  konstant  seien.  Die  folgende  Tabelle  giebt 
diese  and  einige  andere  Zablenwerte  für  mehrere  in  Deutschland 
gebrauchte  Explosivstoffe  nach  den  Angaben  des  deutschen  SfÜitär- 
versuehsamts  ^*^. 

Ptdverkonslanten 
für  die  Verbrennung  des  Pulvers  im  konstanten  Vdumen. 


a^ 

S 

-s  * 

>  S 

1  ■==: 

td 

§1 

1^ 

«■'■-•"■ 

Alm 

I? 

Schwarzpulver 

e«. 285  loa. 2000 

ca.    680   ca.   3260 

ca.  0,49 

— 

_ 

1^ 

Blättchen- 

pulver .... 

„  920 

„  2400 

„     770 

„    7800 

„   0,92 

0,22 

0,000076 

1,56 

Warfelpulver. 

„  840 

„  3300 

„  1190 

„    9100 

»   0,84 

0,21 

0,000086 

1,63 

Oranatftlllung 

C.  88 

„  869 

„  2840 

„    800 

„    9900 

,.   0,87 

0,20 

0,000057 

1,74 

Trockene 

SchisBswoUe 

„  860 

„  3100 

„  1000 

„    840O 

„   0,85 

0,20 

0,000076 

1,50 

Nasse  Schiess- 

wolle (207o) 

„  848 

„  2400 

„    690 

„    7600 

„   0,86 

0,20 

0,000071 

— 

Nitroglycerin. 

„  7:3 

„  3870 

„  1480 

„  IO80O 

„  0,71 

0,20 

0,000094 

1,60 

Gelatinedyna- 

mit 

„  709 

„  4000 

„  1536 

„  11100 

»   0,71 

0,19 

0,000095 

1,60 

13S)  Vgl.  HeydtMreidt  2,  p.  7. 
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8d.  Gasdruck  bei  konstantem  Valomen.  Wenn  das  Pulver  in 
der  Versachsbombe  verbrannt  ist  und  der  Gewichtsteil  s  der  Ladung 
Gase  bildet  (von  der  Explosionstemperatur  T'  absol.)^  so  hat  der  (Gas- 
druck seinen  maximalen  Wert  erreicht;  derselbe  ist  zufolge  dem  in 
Pulverkonstanten  umgeschriebenen  Mariotie-Gay-Lusscufschen  Gesetze: 

Man  nennt  diese  Gleichung  die  Äbd'sche  Gleichung. 

Sie  wurde  von  Nöbley  Äbd,  Sarrau,  Berthelot  und  neuerdings  von 
TT.  Wolff^^)  geprüft.  Es  hat  sich  gezeigt,  dass  sie  den  Gasdruck  mit 
ziemlich  befried^ender  Genauigkeit  wenigstens  für  die  neueren  festen 
und  flüss^en  Explosivstoffe  angiebt  und  dass  also  die  van  der  WacUs" 
sehe  Korrektion  zu  dem  Gesetz  von  MarioUe  und  Gay-Lussac  in  diesem 
Falle  nicht  erforderlich  ist. 

Beispielsweise  für  Pikrinsäure  CgH,(NO,)j(OH)  mit  der  (hypo- 
thetischen) Zersetzungsgleichung: 

2CeH,(N0,)a(0H)  =  CO,  +  H,0  +  HCO  +  2H,  +  3N, 
ist 

TF;.  =  468Kal.;     öo  =  877  1;     T' =  2700;     a  — 0,877; 

damit  für 

A  ==  0,1,     l>{  =      983  (berechnet)  kg/qcm,  beobachtet 

(nach  Sarrau)  =    927 
A  =  0,5,    p^=    7982       „  „  „  =7662 

A  =  0,9,     1)^  =  38310       „  „  „  - 

Der  Bückstand  von  Pulvern,  für  welche  «  <  1  ist,  befindet  sich 
nach  Berthdot^^)  wegen  der  hohen  Temperaturen  im  Moment  der 
Explosion  in  Gafiform,  dagegen  nach  Jß.  Bunsen  und  L.  Schischko/fy 
Neide  und  Ähd^^)  im  flüssigen  Zustand. 

8e.  Art  und  Geschwindigkeit  der  Verbrennung  des  Pulvers. 
Die  neueren  Pulver  brennen  im  geschlossenen  Baum  nach  konzentrischen 
Schickten  ab,   so   dass  die  Eomform  gewahrt  bleibt^   Würfel  bleibt 

184)  Vgl.  darüber  Berthelot  1,  p.  68 ff.;  Sarrau,  lutroduction  ä  la  th^orie 
des  explosives,  Paris  1894  und  M^moir.  des  poudr.  et  salp.  7  (1894),  p.  148;  Noble 
u.  Abel,  Researcbes  on  explosives,  London  1874;  W,  Wolff,  Eriegstechn.  Zeitschr.S 
(1908),  p.  1.  Die  ältere  Litteratur  über  den  Gasdrnck  sehr  vollständig  bei  Gallen- 
bergt  ^®  Fondamentalwerke  der  inneren  Ballistik,  Berlin  1887. 

185)  Berthelot  1,  p.  68. 

186)  Vgl.  B.  Bunsen  a.  X.  Schischkoff,  Ann.  Phys.  Chem.  102  (1857),  p.  821; 
femer  J,  Link,  Ann.  d.  Glhem.  u.  Pharmazie  109  (1859),  p.  58;  Noble  u.  Abel, 
Parii  C.  B.  79  (1874),  p.  204;  Noble,  Heat  action  of  explosifs,  London  1888/84. 
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Würfel  y  Rölire  bleibt  Bohre.  Dieses  Oesetz,  welches  Piobert  für 
Schwarzpulver  aufstellen  zu  können  glaubte^  hat  sich  nach  den  neueren 
Untersuchungen  von  P.  Vieüle^^  gerade  für  Schwarzpulver  im  all- 
gemeinen nicht,  sondern  nur  für  den  Fall  be^^hrt^  wo  das  Korn  bei 
der  Fabrikation  derart  gepresst  worden  war,  dass  das  spezifische  Ge- 
wicht ^  1,85  ist,  während  dasselbe  für  gewohnlich  kleiner  ist.  Da- 
gegen gilt  jenes  Gesetz  für  die  neueren  Pulver.  Der  Beweis  wurde 
erbracht  durch  Beobachtung  erloschener  Beste,  und  eine  Bestätigung 
liegt  darin,  dass  die  Verbrennungsdauer  des  Korns  proportional  der 
Komdicke  gefunden  wurde. 

Versuche  mit  neueren  Pulvern,  welche  in  konstantem  Volumen 
mittelst  elektrisch  glühend  gemachten  Platindrahts  zur  Verbrennung 
gebracht  wurden,  haben  folgendes  ergeben: 

Die  Datier  x  der  Verbrennung  nimmt  mit  wacksender  Dicke  und  Dichte 
des  Korns  zu  und  mit  wachsender  Ladedichte  A  a&.  Eine  gesetzmassige 
Beziehung  wenigstens  zwischen  x  und  A  hat  neuerdings  W.  Wulff  ^^ 
auf  Grund  von  Versuchen  mit  mehreren  neueren  Pulversorten  und 
mit  verschiedener  Form  und  Grösse  der  Pulverkömer  au&ustellen 
begonnen.  [Über  den  der  Messung  zu  Grrunde  gelegten  Begriff  der 
Verbrennungsdauer  x  des  Pulvers  und  die  dabei  gemachte  Annahme 
vergleiche  man  die  Abhandlung  selbst,  sowie  Nr.  12  a.] 

Einige  der  Tro2/f*'schen  Zahlen  für  parallelepipedisches  Korn  sind 
die  folgenden: 


Pulyerform 


gemessen 


1,093  cm  X  0,987  cm  x  0,174  cm    | 
0,663  cm  X  0,587  cm  x  0,049  cm    | 


0,098 
0,193 
0,098 


T 


0,0305  sec 
0,0178   „ 
0,0075   „ 


0,193   ;  0,0039 


w 


de 


Ist  2e  die  Dicke  der  abgebrannten  Schichte  des  Korns,  so  heisst 
,     die  Verbrennungsgeschwindigkeit  des  Pulvers.     Diese  bestimmt  die 

Brisanz  oder  Schärfe  des  Explosivstoffs:  je  rascher  das  Pulver  ver- 
brennt, um  so  brisanter  heisst  es.  Die  Brisanz  desselben  Explosiv- 
stoffis  ist  sehr  verschieden  je  nach  den  Umständen,  unter  welchen  die 
Verbrennung  vor  sich  geht. 


187)  P.  VieiUe,  Mdmoir.  des  poudr.  et  salp.  6  (1893),  p.  266. 
138)  Kriegsteclin.  Zeitschr.  6  (1903),  p.  1.     Über  die  befolgte  Vieüh'wihe 
Methode  vgl.  insbes.  auch  Ä.  Brynk,  Innere  Ballistik,  Petersburg  1901,  p.  liO. 
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Dass  die  Verbrennungsgeschwindigkeit  vom  Druck  p  nicht  un- 
abhängig ist  (wie  Piobert  behauptet  hatte),  sondern  mit  dem  Druck 
wächst,  wurde  von  zahlreichen  Forschern  erwiesen;  meist  wurde  zur 

Darstellung  dieser  Beziehung  die  Funktionsform  -^  =  —  p^  gewählt, 

wo  s  das  spezifische  Gewicht  des  Korns  ist  und  x  und  k  Eonstanten 
bedeuten.  St  Robert  und  Frankland  nahmen  für  Schwarzpulver  A  =  f , 
Boux  und  Sarrau  k  =  0,5,  Bovel  k  =  0,25,  Castan  k  =  0,6,  Sebefi, 
Hugoniot,  Moisson,  Mala,  v.  Wuich,  Kaiser^^^)  A  =  1;  VieiUe  fand, 
dass  k  von  der  Pulversorte  abhänge,  und  W.  Wolff  schloss  aus  seinen 

Versuchen,  dass  j-  noch  explicit  von  A  abhängen  müsse,  j-=f{p,A). 

Im  FaU  des  Schusses  die  Verbrennungsgeschwindigkeit  zu  messen, 
war  bis  jetzt  nicht  möglich;  insbesondere  lässt  sich  die  wichtige 
Frage,  in  welchem  Moment  die  Pulverladung  im  Rohr  ganz  verbrannt 
ist,  zur  Zeit  nicht  experimentell  beantworten.  Um  bei  diesem  Stand 
der  Dinge  doch  einen  einigermassen  brauchbaren,  quantitativen  Aus- 
druck für  die  Verbrennungsgeschwindigkeit  des  Pulvers  zu  erhalten, 
hat  man  zu  verschiedenen  Mitteln  seine  Zuflucht  genommen  (vgl.  auch 
Nr.  10a,  Formeln  von  Sarrau),  In  der  deutschen  Artillerie  benützt 
man**®)  das  schon  erwähnte  Druckverhältnis  rj  oder  p^  :p^  als  Brisanz- 
modul, und  zwar  aus  folgendem  Grunde.  Mutmasslich  ist  ein  frühzeitiges 
Eintreten  des  Maximaldruckes  ein  Anzeichen  für  ein  rasches  Abbrennen 
des  Pulvers.  Da  sich  nun  zeigt,  dass  je  früher  unter  sonst  gleichen 
Umständen  das  Maximum  des  Gasdruckes  eintritt,  um  so  grösser  auch 
dieser  Maximalbetrag  p^  im  Vergleich  mit  dem  mittleren  Gtusdruck  p^ 

ist,  so  schliesst  man,  dass  die  Verbrennungsgeschwin4igkeit  mit  —  zu- 

und  abnehme  und  nennt  ein  Pulver  scharf,  wenn  i^  <  0,45  (für  Steil- 
feuergeschütze verwendet,  kleine  Ladungen),  bei  r^  =  0,45  bis  0,60 
mittel,  bei  i]  >  0,60  müd  (für  Flachbahugeschütze  verwendet).  Als 
Stoff  ist  am  schärfsten  Schwarzpulver  {tj  höchstens  0,41),  dann  folgt 
das  rauchschwache  nitroglycerinhaltige  Pulver  (Würfelpulver,  rj  ca.  0,52), 
dann  das  reine  Schiesswollpulver  (Blättchenpulver,  rj  ca.  0,65). 

Sieht  man  diese  Schlüsse  als  allgemein  gültig  an,  so  ergiebt  sich 
zufolge  den  deutschen  Versuchen  für  den  Fall  des  Schusses  folgen- 
des: Alle  Umstände,  welche  den  Druck  vermehren,  unter  welchem 
das  Pulver  abbrennt,  vergrössem  auch  die  Verbrennungsgeschwindig- 
keit; u.  a.  wächst  diese  letztere  mit  der  Ladedichte,  mit  der  Vergrösse- 

189)  Darüber  vgl.  v.  Wuich,  Mitt.  üb.  Gteg.  d.  Art.-  u.  Gen. -Was.   1888, 
p.  337  u.  381;  1894,  p.  689;  1897,  p.  87. 
140)  Vgl.  Heydenreu^  2,  p.  11  n.  18. 
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rung  des  Oeschossgewichies  und  des  Widerstandes,  welchen  das  Ge- 
schoss  beim  Einpressen  der  Führungsteile  in  die  Züge  erleidet.  Femer 
hängt  die  Verbrennongsgeschwindigkeit  ab  Ton  der  Form  der  Pulver- 
kömer  (sie  wächst  bei  gleichem  Eomgewicht  mit  der  Oberfläche)  und 
von  der  Zusammensetzung  des  Pulvers  (am  langsamsten  brennt  das 
Blättchenpulver,  dann  folgt  das  Würfelpulver,  am  raschesten  brennt 
das  Schwarzpulver  ab).  Im  übrigen  hängt  die  Art  der  Pulverver- 
brennung von  der  Art  der  Entzündung  (durch  das  Enallquecksilber 
der  Zündhütchen,  durch  Schwarzpulver,  welches  der  eigentlichen 
Ladung  zum  Zweck  kräftigerer  Zündung  beigegeben  wird,  durch 
elektrische  Zündung  etc.),  ferner,  wie  es  scheint,  von  vorbeigehen- 
der Erwärmung  des  Pulvers  und  von  dem  Grad  seiner  Austrocknung 
ab.  Beispielsweise  kann  durch  sehr  kräftige  Zündung  bewirkt  werden, 
dass  statt  einer  ruhigen  Verbrennung,  welche  mit  einer  Geschwindig- 
keit von  Bruchteilen  eines  Meters  pro  Sekunde  vor  sich  geht,  Deh- 
nation  oder  VerpufFung  erfolgt,  deren  Geschwindigkeit  nach  Kilometern 
geschätzt  wird. 

In  welcher  Weise  die  Pulverkomer  nacheinander  von  der  Ent- 
zündung ergriffen  werden,  ob  es  angezeigt  ist,  zwischen  Verbrennungs- 
geschwindigkeit des  Korns  und  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Ex- 
plosion von  einem  Korn  zum  andern  zu  unterscheiden,  ist  für  den 
Fall  des  Schusses  noch  nicht  genügend  sichergestellt  ^^^). 

9«  Theoretisohe  Behandlung  des  dynamisohen  Problema. 

9  a.  Fall  der  Detonation.  Obwohl  dieser  Fall  für  die  gewöhn- 
liche Schiesspraxis  von  geringer  Bedeutung  ist,  beginnen  wir  mit  der 
Besprechung  desselben,  weU  man  geneigt  ist,  anzunehmen,  dass  die 
aus  diesen  besonderen  Verhältnissen  sich  ergebenden  Folgerungen  zum 
Teil  auch  für  solche  Fälle  eine  gewisse  Gültigkeit  behalten,  wo,  wie 
beim  gewöhnlichen  Schuss,  das  Pulver  vor  Beginn  der  Geschosa- 
bewegung  noch  nicht  völlig  vergast  ist 

Wir  verfolgen  also  nun  die  Bewegung  des  Geschosses  durch  das 
Rohr  unter  folgenden  ganz  speziellen  Voraussetzungen:  Wir  nehmen 
an,  dass  als  Treibmittel  ein  Stoff  gewählt  sei,  welcher  van  vornherein 
gasförmig  sei  oder  aber  ein  solcher  Stoff,  welcher  zwar  ursprünglich 


141)  Die  von  Berihelot^  Vieiüe,  MdUard  und  Le  ChcUelier  entwickelte 
Theorie  der  ExplosionsweUen  gründet  sich  nur  auf  Versuche  mit  konstantem 
Volumen.  Über  diese  Theorie  vgl.  Berthelot  1,  p.  183;  van  fHoff^  Chemische 
Dynamik,  Braunschweig  1901,  p.  246,  dort  auch  Litteratur.  Über  eine  neuere 
Verwendung  dieser  Theorie  zu  einer  theoretischen  Lösung  des  innerballistischen 
Problems  vgL  A.  Indra,  Die  wahre  G^estalt  der  Spannungskurve,  Wien  1901. 
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fest  oder  flüssig  war^  aber  schon  yoUständig  vergast  sei^  ehe  das  6e- 
schoss  sich  von  seiner  Stelle  bewegte.  Ausserdem  seizm  wir  voraus, 
dass  die  Bewegung  so  rasch  erfolge,  dass  die  Zustandsäuderung  als 
eine  adiabatische  aufgefasst  werden  darf. 

In  diesem  Fall  leisten  die  Gase  Arbeit  imd  kühlen  sich  dabei 
ab.  Beim  Beginn  der  Geschossbewegung  ist  der  Gasdruck  der  maxi- 
male [nämlich  nach  Nr.  8d  p^=  (fq)-(Jo  —  «^3')  falls  £=1  ist],  Jq 
der  anfängliche  Yerbrennungsraum,  q  Ladung.  Nach  t  Sekunden  vom 
Beginn  der  Geschossbewegung  an  gerechnet  sei  hinter  dem  Geschoss 
der  Raum  J  —  aq,  während  beim  Beginn  Jq  —  aq,  so  ist,  wie  sich 
aus  dem  Poisson^schen  Gesetz  ergiebt,  nach  t  Sekunden  der  Gasdriick 

wo  X  theoretisch  =  c^:c^=  1,41 .  ***)  Speziell  an  der  Mündung,  wo 
J^  das  ganze  Seelenvolumen,  ist  der  Enddruck 


was  auch  durch  die  Ladedichte  A  und  das  sogenannte  Ausdehnungs- 
verhältnis Jg:JQ  =  t  des  Rohrs  ausgedrückt  werden  kann. 
Die  MündungstemperaUir  T^  ergiebt  sich  aus 

«^0  —  a«\*-i 


eine  Beziehung,  welche  noch  etwas  verschärft  werden  kann,  indem  bei 
der  Ableitung  derselben  die  Veränderlichkeit  von  c^  mit  der  Tempe- 
ratur berücksichtigt  wird.  (Bezüglich  der  Abkühlung  durch  die  Aus- 
dehnung giebt  Heydenreich  an,  beobachtet  zu  haben,  dass  nach 
längerem  Schiessen  heiss  gewordene  Rohre  sich  unmittelbar  nach 
einem  Schuss  innen  kühler  anfühlen  als  aussen;  zum  Teil  sei  sie  so 
bedeutend,  dass  etwaige,  nicht  völlig  verbrannte  Pulverkömer  aus- 
löschen**»).) 

142)  Nach  Versuchen  von  Krupp  mit  successiv  abgeschnittenen  Rohren  soll 
X  =  1,1  besser  sein.  Darüber  und  über  praktische  Verwendung  dieser  Aus- 
drücke 8.  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  18B8,  Heft  5  u.  6,  Notizen  p.  66 
(Formeln  der  JSrrt4|>p'8chen  Qussstahlfabrik).  Neuere,  genauere  Ermittlungen  von 
X  s.  bei  Heydenreich  2,  p.  18;  darnach  wird  bei  sehr  rascher  Verbrennung  des 
Pulvers  nahezu  die  theoretische  Grösse  x  =>  1,41  erreicht. 

148)  Vgl.  Heydenreich  2,  p.  14;  über  Berechnung  der  Mündungstemperatur 
tmter  Berücksichtigung  von  möglichst  vielen  Nebenumst&nden  s.  P.  de  8t  Bohert, 
Principes  de  thermodjnamique,  Turin  1870,  p.  261. 
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Die  von  den  Oasen  gdeisteie  Arbeit  ist 

Um  die  Geschossgeschwindigkeit  zu  bekommen,  denken  wir  uns 
den  Yerbrennungsraum  als  Gylinder  von  überall  gleichem  (Seelen)- 
Querschnitt  o.  Es  sei  dann  Jq  —  aq=^a}l,  J — ag  =  a)(Z-|-a?);  auf 
das  Geschoss  werde  1/n  der  Arbeit  der  Gtuse  übertragen,  so  ist,  da 
(cf.  oben)  die  Energie  der  Translationsbewegung  bei  weitem  überwiegt, 
die  Geschossgeschtvindigkeü  v  gegeben  durch: 

•  ■  Ä»'  -«  4^'[i  -(fe-J)""']-^^.»'['  -(xh)'"]' 

und  der  Gtusdruck  durch  p  =  p^U'- (l  -{-  x)y. 

Noble  und  Äbd  behaupten  (för  Schwarzpulver),  dass  die  Wärme  des 
Rückstands,  der  sich  nach  und  nach  bildet,  hinreiche,  um  die  durch 
Arbeitsleistung  aufgezehrte  Wärme  zu  ersetzen,  so  dass  das  isofher- 
mische  Gesetz  (x  =  1)  verwendet  werden  könne  ^**).  Dann  ist  Qe- 
schwindigkeit  v  und  Gasdruck  p  gegeben  durch 

P  =  l-+-x' 

Für  die  neueren  Pulver  scheint  diese  Annahme  jedenfalls  nicht  zulassig. 
Thatsächlich  trifit  die  zweite  der  obigen  Voraussetzungen,  dass 
nämlich  die  Zustandsänderung  adiabaUsch  erfolge,  niemals  genau  zu. 
Vielmehr  erwärmen  sich  bekanntlich  die  Rohre  schon  nach  wenigen 
Schüssen  ganz  bedeutend,  so  dass  zum  Teil  künstliche  Kühlung  er- 
forderlich ist.  Für  die  Laufertoärmung  ^^^)  giebt  J.  A,  Langridge  (nach 
Sarrau)  einen  Ausdruck,  der  aber,  weil  die  Verbrennungszeit  des 
Pulvers  (siehe  oben)  enthaltend,  sehr  hypothetischer  Natur  ist.  A,  Indra 
glaubt  aus  theoretischen  Betrachtungen  folgern  zu  müssen,  dass  der 
geringste  Teil  der  Laufwärme  durch  Mitteilung  der  Verbrennungs- 
wärme der  Pulvergase  herrührt,  der  grösste  Teil  in  Wärme  umgesetzte 
Vibratiousarbeit   der  Ghtse  sei;  J.  TöbeU  findet  umgekehrt,  dass  der 

144)  ffierüber  vgl.  v.  Wuich,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1894,  p.  689. 

146)  Bezüglich  der  Berechnungen  von  E.  Sarrau  hierüber  vgl.  Langridge, 
p.  42;  8t.  Robert,  Principes  de  thermodynamique,  Turin  1870,  p.  261  behandelt 
besonders  eingehend  die  Kanone  als  thermodynamische  Maschine;  Indra,  Nene 
ballistische  Theorieen,  analytische  Theorieen  der  Wärmeleitung  in  GFeschützrohren, 
Pola  1893,  und  Indra,  Wien.  Her.  106  (1896),  p.  828  (Messung  der  Temperatur 
einer  veränderlichen  Wärmequelle);  J.  Tobeü,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.- 
Wes.  1888,  p.  651  u.  1890,  p.  401. 
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Flammenwirkong,  also  der  Mitteilung  von  Wärme  seitens  der  Ver- 
brennungsprodukte der  grösste  Anteil  zukomme,  der  Reibung  zwischen 
Oeschoss  und  Lauf  ein  kleinerer  und  dass  die  übrigen  Wärmequellen 
kaum  1%  der  ganzen  in  den  Lauf  übergehenden  Wärme  erzeugen. 
B.  Th,  Bumford  und  St.  Böbert  erwähnen,  dass  ein  Lauf  sich  bei  blinder 
Ladung  mehr  erwärme,  als  bei  scharfer,  am  meisten  aber,  wenn  bei 
scharfer  Ladung  zwischen  Ladung  und  Geschoss  sich  ein  grösserer 
Hohlraum  befinde;  (dies  scheint  sich  aus  der  Abhängigkeit  der  Yer- 
brennungszeit  des  Pulvers  von  der  Ladedichte  einfach  zu  erklären). 
An  abschliessenden  Versuchen  über  die  Lauferwärmung  fehlt  es; 
A,  Indra  hat  solche  Versuche  mit  besonders  konstruierten  Quecksilber- 
thermometem  begonnen.  Die  Beiziehung  elektrischer  Methoden  scheint 
am  meisten  Aussicht  auf  Erfolg  zu  bieten. 

9  b.  Fall  der  allmählichen  Verbrennung  des  Pulvers.  Dieser 
gewöhnliche  Fall  lässt  sich  überhaupt  nur  mathematisch  in  Ansatz 
bringen,  wenn  wir  ein  Verbrennungsgesetz  postulieren.  Dieses  Gesetz 
ist  selbstverständlich  durchaus  hypothetisch.  Aber  selbst  wenn  wir 
dasselbe  annehmen,  so  hat  die  theoretische  Behandlung  des  dynamischen 
Problems  ihre  grossen  Schwierigkeiten,  so  dass  man  spezielle  An- 
nahmen einführen  muss;  man  darf  also  nicht  hoffen,  auf  diesem  Wege 
allgemeine  Resultate  zu  erreichen.  Dies  soll  im  folgenden  kurz  gezeigt 
werden.  Wir  setzen  dabei  zunächst,  wie  bereits  oben,  adiaboHsche 
Zustandsänderung  voraus. 

Nach  t  Sekunden,  vom  Beginn  der  Geschossbewegung  ab  ge- 
rechnet, sei  pa  der  Gasdruck  im  Seelenquerschnitt  o;  bedeutet  B 
den  Gesamtwiderstand  im  Rohr,  so  ist  die  Bewegungsgleichung  des 
Geschosses  bezüglich  des  ruhend  gedachten  Rohrs,  indem  wir  die 
Weglänge  x  als  unabhängige  Variable  wählen: 

/      \  Q  dV  jy 

Von  der  Pulverladung  q  kg  seien  bis  dahin  i  kg  verbrannt,  also 
q  —  %  unverbrannt;  das  variable  Volumen  J  zwischen  Geschossboden 

und  Seelenboden  ist  also  um  das  Volumen     "      des   unverbrannten 

8 

Pulvers  (vom  spezifischen  Gewicht  s)  und  um  das  Eovolumen  ai  des 
verbrannten  Pulvers  verkleinert;  der  Gasdruck  ist  somit  nach  dem 
Poisson'schen  Gesetz 

(b)  p=^fi-^  ' 


t— 1 


(^-'-^■— )* 


wobei  J  leicht  in  Funktion  von  x  ausgedrückt  werden  kann. 

Bnojklop.  d.  mAth.  Witatntoh.    IV  S.  18 
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Die  Pulyerkomer  seien  von  parallelepipedischer  Fonn^  die  Ean- 
tenlangen  a,  b,  Cy  wobei  a>b>  c,  also  c  die  Komdicke  ist.  Bis  zur 
Zeit  t  seien  alle  Kanten  um  2e  kleiner  geworden,  so  dass  das  Vo- 
lumen des  verbrannten  Teils  des  Pulverkoms  abc  —  (a  —  2e)(b  —  2e) 
{c  —  2e)  betragt;  folglich  ist  i  eine  Funktion  von  e,  die  wir  in  der 
Form  annehmen: 

(c)  »  =  f*l«  +  ft^  +  ftl^, 

wobei  fh^  Ms>  f^  ^^^  d^^  Komform  und  von  der  Masse  der  Ladung 
abhangen. 

Die  Yerbrennungsgeschwindigkeit  j-  sei  angenommen  in  der  Form 

wo  s,  k  und  A  als  bekannt  gelten. 

Denkt  man  sich  (d)  in  (c),  (c)  in  (6),  (6)  in  (a)  eingesetzt,  so 
besteht  die  nächste  Au%abe  darin,  t?  in  rr  auszudrücken.  Dieses 
Problem  müsste  in  zwei  Teilen  behandelt  werden,  entsprechend  zwei 
von  einander  verschiedenen  Perioden:  Die  erste  Periode  ist  zu  Ende, 
wenn  das  Eom  ganz  verbrannt  ist,  d.  h.  wenn  2e  =  c  geworden  ist; 
von  da  ab  beginnt  die  Berechnung  nach  Nr.  9  a  fcLr  reine  Gasausdehnung 
ohne  weiteren  Zugang  von  Pulveigasen  zu  den  vorhandenen. 

Sogar  wenn  die  mathematischen  Schwierigkeiten,  welche  sich  der 
Erzielung  einer  allgemeinen  Lösung  dieses  Gleichungssystems  enir 
gegensteilen,  überwunden  würden,  so  wäre  damit  doch  kein  genaues 
Resultat  erreicht,  da  das  Yerbrennungsgesetz  (d)  in  Wirklichkeit  nicht 
zutri£Fii  (vgl  8e),  femer  der  Widerstand  B  und  die  Verbrennungs- 
temperatur T'  nicht  konstant^  auch  die  Dichte  der  Pulvergase  sicher- 
lich nicht  im  ganzen  Seelenraum  dieselbe  ist  und  da  von  einer  adia- 
batischen Zustandsänderung  nicht  die  Rede  sein  kann,  sondern  Wärme 
in  das  Rohr  übergeht. 

Um  zunächst  nur  die  mathematischen  Schwierigkeiten  zu  über- 
winden, hat  man  es  mit  Vernachlässigungen  versucht,  deren  Resultate 
aber  sehr  zweifelhaft  bleiben.  F.  Krupp^^  zerlegte  die  Bewegung  in 
zwei  Perioden,  deren  eine  bis  zum  Eintreten  des  Druckmaximums,  deren 
zweite  von  da  bis  zum  Austritt  des  Geschosses  aus  der  Mündung 
reicht;  dabei  machte  er  die  willkürliche  Annahme,  dass  alles  Pulver 
verbrannt   sei,  wenn   der   G^druck   seinen   grössten  Wert  annimmt. 

Kaiser ^^^)  wählt  das  Verbrennungsgesetz  ji=k'P,  also  A  =  1,  und  ver- 


146)  Vgl.  V.  WtUchy   Mitt.   üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1894,   p.  689; 
Kaiser,  p.  69  ff. 
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nachlässigt  ^—^ ai  gegen  J,  bezw.  J^,  sieht  sich  aber  schliesslich 

doch  genötigt,  einen  Weg  zu  gehen,  den  schon  früher  E.  Sarrau^*'') 
eingeschlagen  hatte,  nämlich  empirische  Daten  beiznziehen.  Sarrau 
gebt  von  der  adiabatischen  Znstandsänderting  für  ein  unendlich  langes 
Rohr  aus  und  gelangt  mit  mehrfachen  Yemachlässignugen  zu  einer 
Differentialgleichung  2  Ordnung  und  2.  Grades;  diese  ^mit  Reihen- 
entwicklungen und  mit  erneuten  Vemachlässigungen  integriert,  und 
daraus^  vor  allem  aber  aus  den  Resultaten  grösserer  in  Frankreich  an- 
gestellter Versuchsreihen  (Kommission  von  Gävre)  wird  sodann  ein 
Lösungssystem  gebildet,  wovon  die  in  Nr.  10  a  zu  besprechenden 
Formeln  für  die  Geschossgeschwindigkeit  und  den  Gasdruck  das 
Wichtigste  darstellen. 

10.   FrakÜBOhe  Lösung  des  dynamisohen  Froblema. 

Wir  kommen  dazu,  die  aus  praktischen  Versuchen  abgeleiteten 
Formeln  zu  besprechen.  Die  Vergleichung  der  von  verschiedenen 
Seiten  angegebenen  Näherungsformeln  ist  allerdings  dadurch  un- 
möglich,  dass  Zusammensetzung  und  Fabrikations  weise  der  Pulver- 
sorten meist  verschieden  und  selten  genügend  bekannt  ist,  und  dass 
für  den  Widerstand,  welchen  das  Geschoss  beim  Einpressen  in  den 
gezogenen  Teil  des  Rohrs  findet  und  mit  welchem  sich  v  und  p  ganz 
erhebUch  ändern,  noch  kein  eigentUches  Gesetz  vorliegt. 

10  a.  Die  Formeln  von  E.  Sarrau.  Dieselben  geben  wir  hier 
wieder,  da  sie  in  vielen  FäUen  gut  zu  stimmen  scheinen.  Es  bedeute 
Q,  g,  L,  A,  J^,  o,  V  dasselbe  wie  bisher,  d  das  Kaliber,  p^  den 
Maximalgasdruck  auf  den  Geschossboden,  p^'  denjenigen  auf  den 
Seelenboden,  (beide  etwas  verschieden,  insbesondere  wegen  der  Be- 
wegung der  Pulverladung),  Ä,  By  C,  D,  E  gewisse  Konstanten 
der  betreffenden  Pulversorte,  wofür  SarrcM  Tabellen  (bezüglich  der 
französischen  Pulversorten)  giebt. 

Dann  ist  die  Mündungsgeschwindigkeit  V  des  Geschosses  ent- 
weder gegeben  durch 

(a)  y_^.(<,L)iA^/      B.yexx 

oder  aber  durch  ^^     ' 

(b)  y^c^i-Aif-ä^  . 


147)  y^l.  JE.  Sarrau,  Becherches  th^oriques  sur  le  chargement  des  boQches 
ä  feu,  Paris  1882,  p.  43  u.  46.  Über  die  Ableitung  der  Formehi  vgl.  Ä.  Gaudin, 
Bev.  art.  17  (1880),  p.  224  und  Longridge  a.  a.  0.  Bezäglich  der  Folgerungen 
daraus  s.  bes.  Ä,  Brynk^  Innere  Ballistik,  Petersburg  1901. 

18* 
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Die   Formel  (a)  wird  benutzt  für   milde  Pulver.     Ein   solches  liegt 

dann  vor,  wenn  der  Zahlenwert  des  Ausdrucks  — ^^—  <  0^73  wird. 

Andernfalls   liegt    ein    brisant   wirkendes   Pulver  vor   und   wird  die 
Formel  (b)  benutzt. 

Der  höchste  Qasdruck  auf  den  Geschossboden  ist 

(c)  Pji  =  Jj  — j, —  -  ^  •  -j^Tdr^ 

der  Mcucimalgasdruck  auf  den  Seelenboden  wird  erhalten  durch 

Diese  Formeln  eignen  sich  besonders ,  wenn  untersucht  werden 
soll^  welchen  Einfluss  die  Änderung  einer  der  Ghrössen  ^,  q,  Q,  d,  L 
auf  den  Betrag  von  F,  p^,  p^  ausübt.  (Für  die  Verwendung  der 
/Sorrem'schen  Tabellen  sei  darauf  aufmerksam  gemacht^  dass  denselben 
die  Einheiten  dm^  qdm,  cbdm,  kg^  sec  zu  Grimde  liegen.) 

Andere  empirische  Näherungsformeln  i*«)  von  ähnUcher  Tendenz 
und  zum  Teil  auch  von  ähnlicher  Form^  meist  aus  den  artilleristischen 
Erfahrungen  in  den  betreffenden  Ländern  gewonnen,  existieren  von 
Ingaüs,  H^lie,  Maia,  Kaiser,  Olennon;  sie  gelten  zunächst  nur  fOr 
Geschütze. 

10  b.  Neuere  Experimente  und  Diagramme.  Neuere  Klassen 
von  Experimenten,  vermutlich  von  N,  Mayevski,  A,  Noble  und  F.  Abd 
begonnen,  geben  direkt  oder  indirekt  die  Diagramme  für  die  Geschoss- 
geschwindigkeiten und  Gasdrücke  bei  der  Bewegung  des  Geschosses 
durch  das  Rohr  und  bieten  damit  für  eine  praktische  Lösung  der 
hiermit  betrachteten  Fälle  eine  neue  Grundlage. 

N(Me  und  Abd  benutzten  den  ^ofek'schen  Chronograph  (vgl  12b), 
um  die  vom  Geschoss  im  Rohr  zurückgelegten  Wege  x  in  Funktion 
der  Zeit  i  zu   erhalten;   mittelst   der   successiven  Differenzen  wurden 

daraus  die  Geschossgeschwindigkeiten  -r-  oder  v,  sowie  die  Beschleu- 
nigungen -TT  und  damit  die  Gtisdrücke  je  in  Funktion  von  t  oder  auch 

von  X  gewonnen. 

Sebert  und  Hugoniot  operierten  mit  dem  Seber{%chffCL  Rücklauf- 
messer (vgL  12d);  hierbei  werden  zunächst  die  vom  Rohr  nach  rück- 
wärts  zurückgelegten  Wege   in   Funktion   der  Zeit  t  gemessen   und 


148)  Über  die  älteren  Formeln  vgl.  C.  Farodi,  Riv.  d'art.  e  gen.  1887,  vol.  4, 
p.  386  und  Valiier,  p.  191, 
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daraus  die  Oeschosswege^  -Geschwindigkeiten  und  -Beschleunigungen 
und  die  Gasdrücke  berechnet. 

Einige  Ballistiker  bestimmten  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  in 
Funktion  von  x  dadurch,  dass  sie  das  Rohr  nach  und  nach  verkürzten 
und  je  die  Mündungsgeschwindigkeit  massen;  in  diesem  Fall  werden 
die  erdrücke  durch  eine  Differentiation,  die  Geschosswege  durch  eine 
Integration  erhalten.  Übrigens  hat  die  Art  und  Weise,  wie  hierbei 
die  sog.  Mündungsgeschwindigkeit  thatsächlich  gemessen  wurde,  näm- 
lich auf  einer  Strecke  von  50  bis  100  Metern  nach  der  Mündung,  zu 
mancherlei  Fehlem  (vgl.  6)  und  infolgedessen  zu  Irrtümern  geführt. 

Die  nach  irgend  einer  dieser  Methoden  erhaltenen  Diagramme  für 
die  Geschossgeschwindigkeiten  v  und  die  Gasdrücke  p  im  Rohr  zeigen 
alle  denselben  Charakter;  die  Kurve  der  v  steigt  (bis  zur  Mündung 
hin)  fortwährend  an,  anfangs  rascher,  später  weniger  rasch.  Die 
Kurve  der  Gasdrücke  p  erhebt  sich  schnell  bis  zu  einem  Maximum 
von  p,  um  von  da  ab  zu  sinken,  dieser  zweite  Teil  besitzt  einen 
Wendepunkt.  Über  den  ersten  Teil  des  Druckdiagramms,  nämlich 
zwischen  Anfang  und  Maximum,  herrscht  noch  einige  Unsicherheit. 
Einige  Autoren  behaupten,  dass  auch  dieser  Teil  einen  Wendepunkt 
aufweise,  andere  bestreiten  dies.  Jedenfalls  aber  kann  die  Grasdruck- 
kurve nicht  mit  p  =  0  beginnen,  da  zu  Beginn  der  Geschossbewegung 
ein  gewisser  Gasdruck  schon  geherrscht  haben  muss. 

Derartige  Diagramme,  für  ältere  und  neuere  Pulver,  findet  man 
in  grösserer  Anzahl  in  den  diesbezüglichen  Schriften  von  Nohle,  Äbd, 
8d)erty  Hugonioiy  Sabtidski,  sowie  in  dem  „Textbook  of  gunnery'', 
London  1902. 

Als  Beispiel  sei  in  den  umstehenden  beiden  Zeichnungen  ^^^) 
ein  Doppeldiagramm  gegeben,  welches  auf  Grund  von  Versuchen  der 
deutschen  ArtiUerieprüfungs-Kommission  nach  dem  jSSe&er^'schen  Verfahren 
erhalten  worden  ist.  Die  Versuche  beziehen  sich  auf  den  deutschen 
15  cm  Mörser  mit  der  Granate  C.  88  und  0,6  kg  Ladung  rauch- 
schwachen Pulvers,  und  zwar  die  Kurven  1  auf  feineres  Würfelpulver 
von  der  Kantenlänge  %  mm,  die  Kurven  2  auf  gröberes,  also  lang- 
samer verbrennendes  Würfelpulver  mit  Kantenlänge  2  mm.  Bei  Ver- 
wendung des  feineren  Pulvers  beträgt  der  Maximalgasdruck  pi  1620  Atm., 
der  Mündungsgasdruck  P  160  Atm.,  der  mittlere  Gasdruck  p^  500  Atm., 
der  höchste  Gtusdruck  wird  nach  t^  =  0,0014  sec.  erreicht,  nachdem 
das  Geschoss  den  Weg  x^  =  40  mm  im  Rohr  zurückgelegt  hat,  das 
Druckverhältnis  rj  ist  0,31.     Dagegen  mit  dem  gröberen  Pulver  ist 


148*)  Entnommen  aus  Heydenreich  2,  p.  24. 
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ixd0Atn: 


$$oAtm4 


"^Gtsdu^&üwtge     smT 


lOdO' 


20(f%e.. 


Ges^^ 


S'Geseh^ 


keit 


tOöTÜKI 


p^  =  910,  P  =  185,  jp«  ==  430  Ätm.,  i^  =  0,0030  Bec,  x^  =  100  mm, 
rj  =  0,47.    Die  noch  weiter,  wenigstens  in  ihrem  AnfEUig  gegebene 

Kurve  3  (gestrichelt)  be- 
zieht sich  auf  den  Fall 
der  Detonation,  also  anf 
die  Annahme,  dass  alles 
Pnly  er  verbrannt  ist^  ehe 
das  Geschoss  seine  Be- 
wegung beginnt,  dann 
wäre  zu  Beginn  der  Be- 
wegung der  Maximal- 
gasdruck ca.  1980  Atm. 
vorhanden,  von  da  ab 
würde  der  Druck  rasch 
sinken  (vgl.  9  a). 

Bei  Benutzung  des 
gröberen  Pulvers   tritt 

somit  das  Druckmazi- 
mum    spater   auf,    der 

Betrag  dieses  Maximums 
wird  zugleich  erniedrigt, 
der  Mündungsgasdruck 
erhöht,  kurz  die  Druck- 
kurve verlauft  flacher, 
oder  das  Druckverhalir 
nis  wird  grösser  ab  bei  dem  feineren  Pulver.  Daraus  wird,  wie  schon 
kurz  erwähnt,  geschlossen,  dass  das  gröbere  Pulver  langsamer  abbrennt, 
(wenn  auch  gesagt  werden  muss,  dass  über  den  Zeitpunkt,  u?ann  die 
Yerbrennui^  beim  Schuss  beendigt  ist,  trotz  der  zahlreichen  hierüber 
aufgestellten  Hypothesen  und  Behauptungen,  in  Wahrheit  nichts  Ge- 
noms hekcmnt  ist).  Als  ein  vorföufiges  Mittel  zur  Charakteristik  der 
Yerbrennungsweise  einer  Pulversorte,  bis  nämlich  genauere  Gesetz- 
mässigkeiten bekannt  geworden  sind,  eignet  sich  aus  den  angeführten 
Gründen  eben  die  Beobachtung  des  mehr  oder  weniger  flachen  Ver- 
laufs der  Gasdruckkurve;  je  flacher  die  Kurve  oder,  was  dasselbe  ist, 
je  grösser  das  Verhältnis  17  zwischen  mittlerem  und  höchstem  Gasdruck 
ist,  um  so  langsamer  verbrennt  das  Pulver,  um  so  weniger  hrisomt 
äussert  sich  dasselbe  in  dem  betreffenden  Geschütz. 

Völlig  ähnlichen  Charakter  wie  die  mitgeteilten  Kurven  zeigen 
die  schon  aus  den  Jahren  1869/71  stammenden,  mit  Schwarzpulver 
erhaltenen  Diagramme   von  NotHe  und  Ahdy   und  ähnlich  verlaufen 


""^CesdkMsm^      smT^ 
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auch  diejenigen  Kurven  für  p,  welche  die  Zeit  t  statt  des  Geschoss- 
wegs X  zur  Abscisse  haben. 

Die  von  Mayevskiy  Noble  und  Abd  geschaffene  neue  Grundlage  wurde 
zuerst  von  N,  Sdbudski  ^*®)  und  weiterhin  von  E,  VaUier  in  erfolgreicher 
Weise  zur  interpolatorischen  Darstellung  der  Vorgänge  im  Rohr  be- 
nutzt. Mit  Rücksicht  auf  die  Thatsache,  dass  die  Druck-  und  Ge- 
Bchwindigkeits-Diagramme  unter  allen  in  der  Praxis  vorkommenden 
Umstanden  einen  ähnlichen  Typus  aufweisen ^  stellten  Sabudski  und 
VdUier  die  Funktion  p  durch  einen  geeigneten  analytischen  Ausdruck 
nahenmgBweise  dar  und  führten  damit  eine  Lösung  des  innerballisti- 
sehen  Problems  in  praktisch  brauchbarer  Weise  durch. 

10c.  Die  Formeln  von  E.  VäUier.  E.  VaUier^^^)  führte^  und  das 
ist  das  Charakteristische  seiner  Lösung,  zum  ersten  Mal  das  erwähnte 
Druckverhältnis  (mittlerer  Gasdruck  dividiert  durch  Maximalgasdruck) 
als  Parameter  in  das  Lösungssystem  ein. 

Um  die  Benutzung  der  FoBier'schen  Formeln  und  Tabellen  zu 
erleichtem,  fuhren  wir  nach  Foßier's  Vorgang  das  reziproke  Druck- 
verhältnis ein  und  bezeichnen  es  mit  y,  d.  h.  es  sei  y  =p^'Pm'  ^^' 
bei  ist,  wenn  zum  Gewicht  des  Geschosses  das  halbe  Ladungsgewicht 
hinzugef&gt  wird  (darüber  s.  o.),  der  mittlere  Gasdruck  p^  zu  be- 
rechnen aus: 

Durch  Messung  seien  bekannt  die  Grössen  Q,  q,  o,  L,  V,  jp^;  so 
ist  auch  p^  und  y  als  gegeben  zu  betrachten. 

Zur  Darstellung  des  Gasdrucks  p  in  Funktion  der  Zeit  t  wählt 
VaUier  die  Form 

p  =  p^.  p{z)y     wo    p{z)  =  ss^  •  ^^-"')/', 
z  ist  dabei  zur  Abkürzung  fär  —   gesetzt. 

h 

149)  Vgl.  Sabudski  2,  p.  7.  Er  stellt  den  Gasdruck  durch  folgende  Funktion 
des  Geschossweges  x  dar: 

a,  &,  c  werden  empinsch  bestimmt. 

160)  E.  Väüier,  Paris  C.  R.  128  (1899),  p.  1306;  129  (1899),  p.  268;  183  (1901), 
p.  203, 319;  136  (1902),  p.  842  u.  942;  E,  VaUier,  Mdmor.  des  poudr.  et  salp.  11  (1902), 
p.  129.  Dazu  Heydmreich,  Eriegstechn.  Zeitschr.  3  (1900),  p.  287  u.  334  und 
4  (1901),  p.  292;  t;.  ZedUtz-Neukirch,  Kriegstechn.  Zeitschr.  4  (1901),  p.  626; 
E.  Ökinghaus,  Wien.  Ber.  109  (1900),  p.  1169. 
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Femer  seien  nach  VctUier  die  Funktionen  f^  und  f^  in  der  folgen- 
den Weise  definiert 

fx («)  =  P  -i^'-'^-dz,      f,  W  - J/i (ir)  .  du . 

Bedeutet  noch  Z  den  Wert  von  g  für  die  Mündung  und  sind  im 
übrigen  die  Bezeichnungen  von  Nr.  7  festgehalten,  so  lautet  das  VäUier' 
sehe  Lösungssystem  folgendermassen: 


Für  den  Moment 

des 

ßasdrnckmaximams 


Für  den  Moment 
des  Passierens 
der  Mündung 


Für  einen  beliebigen 
Moment  der  Bewe- 
gung des  Geschosses 
im  Bohr 


Qasdruck 

Geschoss- 
geschwindigkeit 
im  Rohre 

Geschossweg 
im  Rohre 

Zeit 


n 


P  =  p^'P{Z) 


F. 


p  =  p^p(ß) 


^1  = 


r    ^,(1) 


X 


r= 


z. 


/;(^ 


/•«(^ 


^  =  t 


r 


Zwischen  y  und  Z  besteht  die  Beziehung 

Es  sei  vorläufig  ^  als  bekannt  angenommen ,  dann  ist,  da  y  ge- 
geben ist;  aus  der  letzten  Beziehung  Z  zu  berechnen.  Mittelst  der 
Gleichungen  des  Systems  lassen  sich  nun  P^  Tj  v^j  x^,  t^  erhalten,  und 
darauf  für  eine  beliebige  Zeit  t  oder  ein  beliebiges  js  der  Wert  des 
Gasdrucks  p,  der  Geschwindigkeit  v  und  des  Geschosswegs  x  ermitteln. 

Für  die  sämtlichen  hier  vorkommenden  Funktionen  hat  VaUier 
Tabellen  gegeben,  also  Z,  /i(Z),  /i(Z),  jp(Z)  etc.  in  Funktion  von  y, 
ebenso  /i(xf),  /i(^),  p(e)  etc.  in  Funktion  von  js. 

Was  den  Exponenten  ß  anlangt^  so  hängt  dessen  Zahlenwert  von 
der  Verbrennungsweise  des  Pulvers  ab;  ß  wird  entweder  durch  eine 
weitere  Messungsgrösse,  die  ausser  den  oben  genannten  vorliegt,  oder 
durch  eine  empirische  Formel  bestimmt:  Wenn  noch  der  Mündungs- 
gasdruck P  gemessen  ist,  so  wählt  man  dasjenige  /},  fUr  welches  der 
mittels  des  Ausdrucks  p^  •  p{^)  berechnete  Mündungsgasdruck  mit 
dem  gemessenen  P  am  besten  übereinstimmt;  analog  verfährt  man, 
wenn  die  Zeit  T  gemessen  ist,  welche  das  Geschoss  braucht,  um  den 
Weg  durch  das  Rohr  zurückzulegen.    Ist  kein  weiteres  Datum  ausser 
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den  genannten  Q,  py  (d,  L,  V,  p^  bekannt^  so  wird  ß  aus  der  empiri- 
schen Beziehung  (y —  l)/3  =  2  erhalten,  die  nur  für  sehr  langsam 
verbrennende  Pulver  nicht  mehr  gilt. 

Die  vorhin  genannten  Tabellenwerie  hat  VaUier  für  eine  Beihe 
verschiedener  Werte  von  ß  aufgestellt,  womit  die  ganze  Näherungs- 
lösung des  Problems  sich  bedeutend  vereinfacht. 

Dieser  Lösung  zufolge  stellen  sich  die  sämtlichen  innerballistischen 
Elemente  als  Funktionen  des  Parameters  y  dar. 

Durch  Vergleichung  mit  empirischen  Daten  (für  einen  speziellen 
Wert  von  ß)  hat  Heydenreich^^  dies  bestätigt,  auch  den  FerfZier'schen 
Tabellen  entsprechende  empirische  Tabellen  an  die  Seite  gestellt;  er 
fand  dabei,  dass  die  FoZZier'schen  Formeln  die  Höhe  des  Mündungs- 
gasdrucks und  die  Zeiten  zwischen  Maximaldruck  und  Geschossaustritt 
für  lange  Rohre  genügend  genau  angeben.  Die  HeydewreicKH(AiGn  aus- 
geglichenen Tabellen  und  zugehörigen  Kurven,  worin  sich  langjährige 
Beobachtungen  der  deutschen  Artillerie-PrüfungsJcümmission  verdichtet 
haben,  eignen  sich  zur  einfachen  Lösung  von  innerballistischen  Auf- 
gaben, bei  denen  es  sich  um  zahlenmässige  ScUussresultate  handelt, 
mit  einer  Genauigkeit,  welche  vorläufig  genügen  muss. 

11.  Die  Beanspraohtmg  des  GesohütBes  und  Verwandtes. 

IIa.  Festigkeit  des  Bohrs ^'^^).  Unter  Voraussetzung  eines  homo- 
genen und  beiderseits  offenen  Hohlcylinders,  der  einem  inneren  Druck 
Pi  kg  pro  qmm  und  einem  äusseren  p^  unterworfen  ist,  mit  innerem 

151)  Vgl.  besonders  Kaiser,  p.  103 f.,  dazu  L.  BoUemann^  Wien.  Ber.  59 
(1869),  p.  10;  femer  Ä.  FöppH,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik,  Leipzig 
1901,  Bd.  8,  p.  328;  GadoUn,  Mitt.  üb.  Qeg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1876,  p.  564; 
Moch,  Rev.  d'art.  28  (1886),  p.  48,  147,  256,  369,  553;  29  (1886),  p.  25 f.;  80(1887), 
p.  265;  FiUoux,  Rev.  d'art.  44  (1894),  p.  105;  Duguet,  Rev.  d'art.  10  (1877), 
p.  209;  22  (1883),  p.  132f. ;  23  (1883),  p.  21  f.;  24  (1884),  p.  188 f.;  25  (1886), 
p.  146,  398;  26  (1885),  .p.  22;  Kalakout^y  Rev.  d'art.  81  (1887),  p.  289f.  u. 
32  (1888),  p.  5,  165;  P.  Laurent,  Rev.  d*art.  22  (1883),  p.  207;  26  (1885), 
p.  147f.;  27(1886),  p.  530;  28  (1886),  p.  31 ;  29(1886),  p.  152f.;  44(1894),  p.412f.; 
45,(1894),  p.  60f.;  46  (1896),  p.  69;  Greenhül,  Joum.  of  Un.  St.  Art.  4  (1895), 
Nr.  1  (graphische  Behandlung)  u.  A.  Brynk,  Projektierung  von  Geschützrohren, 
Petersburg  1901.  Weiteres  über  Festigkeit  der  Rohre:  Mayevski,  Arch.  f.  Art.- 
u.  Ing.-Off.  41  (1857),  p.  57  u.  163;  Anonymus,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes. 
1887,  p.  435;  numerische  Daten  von  J.  F.,  Arch.  f.  Art.-  u.  Ing.-Off.  1888^ 
p.  263.  Über  SchrapneUconstruktion  siehe  besonders  Weigner,  Mitt.  üb.  Geg.  d. 
Art.-  u.  Gen.-Wes.  1896,  p.  63,  143,  293  und  1899,  p.  18;  ferner  De  la  Llave, 
Sobre  nestra  artilleria  de  plaza,  Madrid  1892 ;  Bisäl,  J.  d.  math.  (3)  1  (1875),  p.  121 ; 
Bohne,  Eriegstechn.  Zeitschr.  1  (1898),  p.  8  f. ;  PasMcievüsch,  Rev.  d'art.  8  (1876), 
p.  446  und  The  resistance  of  guns  to  tangential  rupture,  aus  dem  Russischen 
übersetzt,  Washington  1899. 
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resp.  äusserem  Durchmesser  d^  resp.  ^a  (^  =^  X )  ^^hält  man  für  die 

innen  resp.  aussen  stattfindende  Inanspruchnahme  Ji  resp.  J^  in  tan- 
gentialer Richtung  (innerhalb  der  Querschnittsebene);  oder  auch  f&r 
die  spezifischen  Durchmesseranderungen  Ae^^ce^j  und  likd^id^  folgende 
Ausdrücke ;  in  denen  E  wie  üblich  den  Elastizitätsmodul  bedeutet: 

oder  bei  Vernachlässigung  von  p^  gegen  p^: 

^_  2^     2x«  +  l 

l^d,:d,  =  J,:E=^^-^^^—^^[Sp,-{x'+2)pJ 
oder  wieder  bei  Vernachlässigung  von  p^  gegen  p^i 

d^    —  ^(x«-l)* 

Sicherheit  gegen  bleibende  Deformation,  mit  Rücksicht  auf  die  grösste 
Beanspruchung  der  inneren  Teile  des  Bohrs^  ist  bei  einem  einfachen 
Rohr  und  dem  Gasdruck  p^  nach  Winider  dann  vorhanden,  wenn 


oder  auch  nach  0.  v.  Bach  mit  Berücksichtigung  der  Axialspannung, 
wenn: 


gewählt  wird,  wobei  J'  die  grösste  zulässige  Inanspruchnahme  des 
Materials  auf  Zug  ist,  —  nach  Kaiser  J'  ==  8  kg  pro  1  qmm  fElr  ge- 
wöhnliche Geschützbronze,  J'  =  30  för  Nickelstahl. 

Da  eT], :  «7^  =  3  :  (2x*  +  1),  so  werden  die  äusseren  Schichten 
weniger  beansprucht,  als  die  inneren;  eine  Vergrösserung  der  Wand- 
stärke über  ein  gewisses  Maass  hinaus  (circa  1,5  Kaliber)  giebt  danach 
keinen  nennenswerten  Zuwachs  an  Widerstandsfähigkeit  mehr.  Handelt 
es  sich  daher  um  grosse  Drücke,  so  werden  bei  Geschützen  beringte 
Rohre  angewendet.  Auf  einen  ersten  Cylinder  wird  eine  zweite  Ring- 
lage im  warmen  Zustand  aufgezogen,  deren  innerer  Durchmesser  im 
kalten  Zustand  etwas  kleiner  ist  als  der  äussere  Durchmesser  der 
ersten  Rrnglage;  beim  Erkalten  findet  Zusammenziehung  statt,  und 
auf  den  inneren  Cylinder  wird  von  aussen  ein  Druck  ausgeübt;  durch 
diesen  äusseren  Druck  wird  der  erste  Cylinder  tangential  auf  Druck 
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beansprucht^  durch  den  inneren  Gasdruck  dagegen  auf  Zug;  auf  diese 
Weise  können  beide  Beanspruchungen  für  eine  ganz  bestimmte  Ring- 
schichte^  etwa  die  äussere^  sich  aufheben.  Die  Theorie  beringter 
Rohre  (mit  dem  Weriheim^schen  Wert  ^  für  das  Verhältnis  der  spe- 
zifischen Volum-  und  Längenänderung)  hat  zuletzt  besonders  eingehend 
Kaiser  durchgeführt.  Die  diesbezüglichen  Formeln,  samt  einem  durch- 
gerechneten Zahlenbeispiel,  durch  welches  die  Vorteile  der  Ringkon- 
struktion deutlich  hervortreten,  möge  man  in  Kaiser* b  Werk  nach- 
sehen. Dort  ist  allgemein  die  Theorie  der  Rohre  mit  n  Lagen  und 
die  damit  in  Zusammenhang  stehende  (von  Longridge  begründete) 
Theorie  der  StaJildrahtrohre,  sowie  die  Konstruktion  ohne  anfängliche 
Pressung  und  die  Konstruktion  der  Schildzapfen  und  Verschlüsse  be- 
handelt. 

Dziobek^^^)  hat  die  Frage  aufgeworfen,  ob  die  statische  Theorie 
der  Elastizität  hier  noch  anwendbar  ist.  Er  findet  durch  theoretische 
(dynamische)  Betrachtungen,  dass  wenigstens  bei  nicht  sehr  grossen 
Geschützen  die  bisherige  Verwendung  der  statischen  Theorie  keinem 
Bedenken  unterliegt;  im  Übrigen  aber  sei  die  dynamische  Be- 
anspruchung grösser  als  die  statische. 

In  der  Maschinenbautechnik  ist  man  anderer  Meinung  ^^)  über 
den  Einfluss  der  Zeit  auf  die  Festigkeit,  nämlich  dass  bei  solchen 
Kräften,  welche  nur  ausserordentlich  kurze  Zeit  wirken,  da>s  Material 
hoher  belastet  werden  darf  als  bei  kontinuierlich  wirkenden  Kräften, 
weü  die  Fomänderungen  sich  in  der  kurzen  Zeit  weniger  ausznbüden 
vermögen. 

Eine  experimentelle  Beantwortung  der  Frage  aber,  in  wie  weit 
die  auf  Gh-und  der  Elastizitätstheorie  aufgestellten  Formeln  auch  auf 
Kräfte  anwendbar  sind,  welche  nur  sehr  kurze  Zeit  wirken,  war  bisher 
nicht  möglich;  wenn  z.  B.  bei  Infanteriegewehren  versucht  wurde,  die 
kurz  dauernde  Rohrerweiterung  beim  Schuss  dadurch  zu  messen,  dass 
um  das  Rohr  ein  Bleiring  gelegt  und  dessen  innerer  Durchmesser  vor- 
und  nachher  ermittelt  wurde,  so  steht  zu  vermuten,  dass  hierbei  eine 
andere  Wirkung  als  die  in  Frage  stehende  gemessen  wurde,  nämlich 
diejenige  der  Transversalschwingungen  des  Laufs. 

IIb.  Züge,  Drall ^^).  Durch  diese  soll,  wie  schon  oben  bemerkt, 
dem  Geschoss  eine  Rotation  um  die  Längsaxe  zxmi  Zweck  der  Stabilität 
bei  dem  Flug  durch  die  Luft  und  damit  eine  erhöhte  Trefif ahigkeit 

162)  Mitt.  üb.  Qeg.  d.  Art.-  u.  Gen.-WeB.  1900,  p.  88. 

163)  C.  Ba€h,  Elastizität  und  Festigkeit,  3.  Aufl.,  Berlin  1898,  p.  129—132. 

164)  Vgl  Kaiser,  p.  96;  dazu  VaUier,  La  conisp.  1  (1900),  p.  408. 
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Yerliehen  werden.  Bilden  in  der  ebenen  Abwicklung  der  inneren 
Seelenoberfläche  die  Zagkanten  parallele  Geraden,  so  heisst  der  Drall 
konstant  {Braüwinkd  S  =  Winkel  zwischen  diesen  Geraden  und  der 
Seelenaxe,  DraUlänge  <=:  zugehörige  Schraubengangshöhe);  andernfalls 
veränderlich,  Progressivdrall. 

Da  eine  Änderung  der  Rotationsverhältnisse  den  Verlauf  des 
Gasdrucks  und  der  Translationsgeschwindigkeit  des  Geschosses  that- 
sächlich  nicht  erheblich  modifiziert,  so  kann  die  Geschossrotation  in 
vielen  Fällen  unabhängig  für  sich  behandelt  werden. 

Anwendung  konstanten  Dralls  kann,  wenn  mit  Rücksicht  auf  die 
Stabilität  der  Drallwinkel  bedeutend  gesteigert  werden  muss,  je  nach 
der  Masse  des  Geschosses  den  Nachteil  mit  sich  bringen,  dass  das 
Geschoss  anfangs  zu  stark  auf  Drehung  beansprucht  toird,  es  kann 
die  Sicherheit  der  Führung  des  Geschosses  in  den  Zügen  leiden.  (Ob 
das  Geschoss  den  Zügen  gefolgt  ist  oder  nicht,  lässt  sich  an  den 
Trümmerstücken  desselben,  bezw.  bei  Infanteriegeschossen  durch  Auf- 
fangen im  Wasser  ziemlich  genau  beurteüen.) 

Beim  Progressivdrall  werden  die  grossen  anfänglichen  Leisten- 
drücke vermieden;  andererseits  werden  aber,  wie  G.  Kaiser  hervor- 
hebt, dadurch,  dass  bei  der  Bewegung  des  Geschosses  in  der  Bohrung 
der  Drallwinkel  fortwährend  zunimmt,  die  Geschossleisten  fortwährend 
verstellt  und  daher  abgeschliffen,  weshalb  nur  ein  einziges  und  zwar 
möglichst  schmales  Führungsband  verwendet  werden  kann. 

Wird  Progressivdrall  gewählt,  so  ist  die  Gestalt  der  Drallkurve 
von  geringerer  Bedeutung,  —  der  parabolische  Drall  hat  den  bis- 
herigen Erfordernissen  der  Praxis  gegenüber  ausreichende  Resultate 
gegeben  — ;  wichtiger  ist  die  Wahl  des  richtigen  Verhältnisses  zwischen 
Anfangs-  und  EnddraUwinkd  8^  und  ö^  und  deren  Grösse  selbst; 
beide  müssen  im  richtigen  Verhältnis  gesteigert  werden.  Die  leicht 
punktweise  zu  berechnende  Drehbeschleunigung  muss  in  ihrem  Ver- 
hältnis zur  Translationsbeschleunigung  und  damit  zum  Gusdruck  so 
bemessen  werden,  dass  nicht  gleichzeitig  das  Geschoss  auf  Stauchung 
in  Folge  von  Trägheit  und  Rohrverengung  und  auf  Abwürgen  maximal 
beansprucht  wird.  Je  schärfer  das  Pulver  ist,  um  so  kleiner  muss 
also  der  Anfangsdrallwinkel  d^  sein,  und  zwar  hat  die  Erfahrung  ^'^^) 
das  Gesetz  ergeben: 

*!:*,  =  2,00  Ti  —  284  i?«  +  1,84  i?» 


155)  Vgl.  Heydenreich  2,   p.  65.    Die  Venuche,  welche  dieser  Formel  zu 
Grunde  liegen,  sind  nicht  veröffentlicht. 


11.  Die  Beansprachung  des  Oeschützes  und  Verwandtes. 
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oder,  wie  Heydenreich  angiebt^  meist  auch  genügend  genau 

*i  •  *2  ==  0;21  +  0,65  71, 

wo  iy  das  Druckverhältnis  (s.  o.).  Die  Drallkurve  ist  somit  festgelegt, 
wenn  d^  bestimmt  ist;  dieses  letztere  bestimmt  sich  aus  der  Bedingung 
der  Stabilität  des  Geschosses  in  der  Luft,  wovon  in  der  äusseren  Ballistik 
(Nr.  8  g)  kurz  die  Rede  war. 

Gegenwärtig  sind  folgende  (Eud-)Dralllängen  bezw.  -Drallwinkel 
in  Gebrauch  ^^•): 


• 

Bei  der 
Qeschosslänge 

Dralll&nge 

oder  Drallwinkel 

filr  Kanonen 

2,5  bis  2,8  Kai, 
3,0  bis  4,0    „ 

45    bis  35    EaL 

4  bis  5,1  Grad 

35     bis  25      „ 

5,1  bis   7,2    „ 

für  kurze  Eano- 

2,5  bis  3,0    „ 

35     bis  25      „ 

5,1  bis   7,2    „ 

nen,  Haubitzen 

< 

und  Mörser 

[4,0  bis  5,0    „ 

25     bis  15      „ 

7,2  bis  11,8    „ 

für 

Infanteriegewehre 

37,5  bis  30,4   „ 

4,8  bis  6,0    „ 

Über  den  Widerstand,  welchen  die  Züge  dem  Geschoss  darbieten, 
haben  insbesondere  Sahudski  und  Kaiser  ^^'^)  eingehende  (Näherungs-) 
Berechnungen  angestellt. 

Neben  diesem  Widerstand  kommt  noch  der  anfängliche,  durch 
Einpressen  des  Geschosses  in  die  Bohrverengung  entstehende  Wider- 
stand erheblich  in  Betracht  (s.  0.),  während  der  Widerstand  der  Luft 
vor  dem  Geschoss,  die  Reibung  an  der  Mantelfläche  des  Geschosses 
und  endlich  die  Gewichtskomponente  desselben  auch  bei  grossen  Er- 
hebungen nach  Kaiser  dagegen  zu  vernachlässigen  sind. 

11c.  Bückstoas,  Inanspraohnahme  der  Lafette.  Über  den  Bück^ 
stoss  und  dessen  Dämpfung  und  Verwendung,  sowie  über  die  ver- 
schiedenen Konstruktionen  der  Lafetten  —  Rohrrücklauf-,  Peder- 
spom-  etc.  Lafetten  —  vgL  die  Litteratur,  die  in  der  Anmerkung  ge- 
geben ist*^®). 

156)  Darüber  vgl.  Wüle,  p.  331. 

167)  Vgl.  Kaiser,  p.  406;  Sabudski  2,  p.  18 ff.;  BSsal  2,  p.  383. 

158)  Vgl.  Pichert,  Trait^  d'artillerie,  Paris  1859;  J,  L.  Laffrange,  Sur  la 
force  de  la  poudre  (1793),  herausgegeben  1882  von  Poissan,  J.  ^c.  pol.  13  (1882); 
auch  Lctgrange,  Oeuvres  complätes  7,  p.  603;  P.  Laurent^  Rev.  d*art.  23  (1833), 
p.  207 ;  femer  Sock,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1899,  p.  83;  Anonymus^  Bev. 
d'art.  23  (1883),  p.  57;  Uchard,  Bev.  d'art.  23  (1883),  p.  281;  WosbrwMtky  (Lafetten- 
theorie), Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen..We8.  1897,  p.  609  und  1898,  p.  439;  Putz, 
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Betreffs  der  älteren  Lafettenkonstruktionen  hat  besonders  Poissan 
ansgedehnte  Berechnungen  über  den  Rücklauf  angestellt^  deren  Resul- 
tate jedoch  hier  nicht  Platz  finden  können.  Die  neueren  Lafetten- 
systeme wurden  am  eingehendsten  von  E.  VaUier  bearbeitet 

12.   Messungsapparate  und  Messmigamethoden  der  inneren 

Ballistik  ^5^). 

12  a.   StatiBOhe  Methoden  zur  Messmig  des  GasdrookB.    Dem 

Prinzip  nach  einander  ähnlich  sind  das  Bodman-MeBser,  der  üchaHus- 
Meissel  und  der  Noble^sche  Stauchapparat.  Bei  letzterem  wird  die 
durch  den  Gasdruck  beim  Schuss  hervorgebrachte  Stauchung  eines 
Stauchkorpers  (EupfercyUnders)  vergUchen  mit  den  Zusammen- 
pressungen ^  welche  Stauchkorper  von  möglichst  derselben  Beschaffen- 
heit bei  bestimmter  Belastung  unter  einer  Hebelpresse  (oder  bei  An- 
wendung von  hydraulischem  Druck  oder  einem  Rammbär,  Dünn)  er- 
litten haben. 

Vieüle  verbindet  mit  dem  Stempel,  welcher  auf  den  Kupfer- 
zylinder aufgesetzt  wird  und  auf  welchen  man  die  Pulvergase  direkt 
einwirken  lässt,  eine  Registriervorrichtung,  mit  deren  Hilfe  die  Dauer 
der  Stauchung  gemessen  werden  kann.  Bei  Experimenten  mit  der 
Versuchsbombe  lässt  sich  alsdann  aus  der  Stauchungszeit  ein  erster 
Näherungswert  für  die  Verbrennungseeit  des  Pulvers  gewinnen.  Da 
indes  die  Verbrennungszeit  mit  der  Stauchungszeit  nicht  identisch  ist, 
sondern  die  Stauchung  erst  beginnt,  wenn  einiges  Pulver  schon  ver- 
brannt ist,  also  schon  ein  bestimmter  Druck  herrscht,  so  muss  bei 
diesem  Verfahren  über  den  ersten  Teil  der  Verbrennungszeit  eine 
Hypothese  gemacht  werden.  Auf  diese  Weise  sind  die  Verbrennungs- 
zeiten t  erhalten,  von  denen  in  8  e  die  Rede  war. 

Die  Mcmometerwage  von  Bepree  beruht  auf  einem  ähnlichen  Ge- 
danken, wie  er  bei  den  Reduzierventilen  Verwendung  findet:  Das 
Geschützrohr  wird  mit  einem  seitlichen  Kanal  versehen;  in  diesen 
wird  ein  Differentialstempel  bezw.  eine  Stahlplatte  eingesetzt,  auf 
welche  von  der  einen  Seite  her  der  Gasdruck  auf  eine  kleine  Fläche, 


Rev.  d*art.  82  (1888),  p.  113  und  Paris  C.  E.  80  (1876),  p.  296;  VaUier^  Theorie 
et  trac^  des  freins  hydraoliques,  Paris  1900  und  Paris  C.  B.  129  (1899),  p.  706 
B.  Kühn,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.-  u.  Gen.-Wes.  1902,  p.  661. 

169)  Maudry,  Mitt.  üb.  Geg.  d.  Art.- u.  Gen.-Wes.  1882,  p.  106;  1888,  p.  898 
1886,  p.  889  (Velocimeterstudien,  n&ch  S^bert  und  Hugoniof);  Krall,  ebenda  1888 
p.  118  der  Notizen;  Dünn,  Joum.  of  Un.  St.  Art.  7  (1897),  p.  1;  Mitt.  üb.  Qeg 
d.  Art.-  u.  Gen.-We8.  1879,  p.  863;  Heydenreich  1,  p.  16  ff.  und  Kriegstechn 
Zeitschr.  6  (1901),  p.  292;  (7.  Crehore  u.  G,  0,  Squier,  Joum.  of  ün.  St.  Art.  5 
(1896),  p.  826. 
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von  der  andern  ein  Gegendruck  (Federdruck  oder  hydraulischer  Druck 
oder  Druck  komprimierter  Luft)  auf  eine  grössere  Fläche  wirkt;  wird 
beim  Schuss  die  Platte  nach  aussen  gedrückt,  so  überwiegt  der  Gas- 
druck. Dieses  Verfahren  wird  gleichzeitig  mehrfach  z.  B.  auf  10  Diffe- 
rentialstempel angewendet,  deren  Grösse  im  Verhältnis  1:2:3  u.  s.  w. 
bis  10  verschieden  ist  und  welche  in  eine  gemeinsame  Kammer  mit 
Pressluft  von  bekanntem  Druck  münden;  zugleich  registriert  ein  elek- 
trischer Chronograph  die  Momente,  in  welchen  sich  die  einzelnen 
Stempel  der  Reihe  nach  in  Bewegung  setzten;  man  hat  also  damit 
den  Gasdruck  annähernd  in  Funktion  der  Zeit. 

12  b.  Bynamiflohe  Methoden  arar  Mesening  des  Gkuidmoks.  Nach 
Ciat?aBi(1845)-^o6fe(1872)  wird  die  Kanone  an  verschiedenen  Stellen 
angebohrt  und  werden  in  die  Bohrungen  Gewehrläufe  geschraubt, 
aus  welchen  durch  den  Gasdruck  Kugeln  geschossen  werden;  deren 
Geschwindigkeit  wird  z.  B.  mit  einem  ballistischen  Pendel  bestimmt. 
Bei  jedem  Versuch  wird  nur  je  eine  der  Bohrungen  offen  gelassen. 

Beim  Accelerometer  von  Deprez  befindet  sich  wiederum  seitlich  in 
der  Rohrwandung  ein  Kanal,  worin  sich  ein  Kolben  leicht  beweglich 
befindet;  dieser  Kolben  wird  durch  den  Gasdruck  herausgeschossen; 
seine  Bewegung  wird  jedoch  nach  einer  kurzen  Strecke  gehemmt, 
indem  die  Energie  des  Kolbens  dazu  verwandt  wird,  eine  grosse 
Masse  emporzuschleudem;  auf  diese  Weise  kennt  man  die  End- 
geschwindigkeit des  Kolbens  und  seine  Beschleunigung  und  folglich 
die  beschleunigende  Kraft,  den  Gasdruck.  Dieses  Verfahren  lässt 
sich  auf  verschiedene  Stellen  des  Rohrs  gleichzeitig  anwenden.  Der 
Äccderograph  von  Deprez  unterscheidet  sich  von  dem  eben  beschriebenen 
Apparat  nur  dadurch,  dass  die  Bewegung  des  Kolbens  nicht  sofort  ge- 
hemmt, sondern  mittelst  berusster  Platte  auf  einer  Strecke  von  4 — 5  cm 
registriert  wird.     (Neuere  Modifikationen  bei  Maia  und  Holden^ 

KraU  schlägt  vor,  die  Bewegung  des  Geschosses  durch  den  Lauf 
mittelst  einer  photographischen  Platte  zu  registrieren,  welche  im  Ge- 
schoss  sdbst  angebracht  ist  und  auf  welche  von  vom  durch  ein  kleines 
Loch  Licht  fällt. 

Sibert  konstruierte  eine  ähnliche  Vorrichtung,  wobei  jedoch  die 
Registrierung  nicht  photographisch,  sondern  mechanisch  erfolgt:  inner- 
halb des  Geschosses  wird  ein  Stahlstab  von  quadratischem  Querschnitt 
entlang  der  Geschossaxe  angebracht;  dieser  Stab  bildet  die  Führung 
für  einen  Läufer,  der  eine  Stimmgabel  mit  Spitzen  trägt.  Lifolge 
der  Trägheit  des  Läufers  wird  bei  der  Bewegung  des  Geschosses 
durch  das  Rohr  der  Läufer  samt  der  Stimmgabel  auf  dem  Stab  nach 
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hinten  gleiten,  wobei  die  Stimmgabel  —  welche  vorher  durch  einen 
EeU  gespannt  worden  war  —  schwingt  nnd  auf  dem  einseitig  be- 
russten  Stab  eine  Kurve  zeichnet  Auch  das  Eindringen  des  Geschosses 
in  Erde  u.  s.  w.  soll  auf  diese  Weise  —  durch  das  Vorgehen  des 
Läufers  —  registriert  werden. 

Beim  Chronograph  von  Noble  ist  das  Bohr  an  einer  Reihe  von 
Stellen  angebohrt  und  durch  diese  Bohrungen  sind  Drahte  gasdicht 
eingeführt.  Das  Geschoss  bewirkt  bei  seinem  Durchgang  durch  das 
Bohr  der  Reihe  nach  das  ÖfiFnen  Yon  ebenso  vielen  elektrischen  Strom- 
kreisen,  als  Bohrungen  vorhanden  sind;  das  Öffnen  dieser  Ströme, 
welche  in  primären  Spulen  von  Induktionsapparaten  flössen,  bringt 
das  Auftreten  von  Induktionsstromen  in  den  sekundären  Spulen  und 
damit  von  Induktionsfunken  mit  sich,  welch  letztere  auf  rotierenden 
berussten  Scheiben  Marken  erzeugen.  So  erhält«  man  die  Qeschoss- 
wege  im  Rohr  in  Funktion  der  Zeit  und  daraus  die  Geschwindig- 
keiten, Beschleunigungen  und  Gasdrücke. 

C.  Crehore  und  0.  Squier  vermeiden  das  Anbohren  des  Rohrs  da- 
durch, dass  sie  am  Geschoss  eine  lange  Holzstange  axial  befestigen, 
welche  aus  dem  geladenen  Rohr  herausragt  und  eine  Reihe  von 
Metallringen  besitzt;  bei  der  Vorwärtsbewegung  des  Geschosses  und 
damit  der  Stange  schleifen  auf  dieser  zwei  Schleiffedem,  wodurch  ein 
elektrischer  Strom  abwechselnd  geschlossen  und  unterbrochen  wird. 
Zur  photographischen  Fixierung  der  Geschosswege  in  Funktion  der 
Zeit  wird  dasselbe  Verfahren  verwendet,  welches  auch  für  die  Flug- 
zeitenbestimmung bei  Geschossen  ausserhalb  des  Rohrs  dient  und  bei 
welchem  unter  anderem  (s.  o.)  die  Drehung  der  Polarisationsebene  des 
Lichts  im  Magnetfeld  benutzt  ist  („polarizing  photo-chronograph'^. 

Der  Rüddtmfmesser  von  Schert,  Das  rücklaufende  Geschütz  (bezw. 
Gewehr)  nimmt  ein  Stahlband  mit,  auf  diesem  Band,  welches  berusst 
wurde,  zeichnet  eine  elektromagnetisch  angetriebene  Stimmgabel  ihre 
Kurven.  Neuerdings  ist  das  Rohr  auf  einem  Schlitten  befestigt,  mit 
welchem  zusammen  das  Rohr  ohne  erhebliche  Reibung  in  einer  Füh- 
rung beim  Schuss  rückwärts  gleitet,  während  das  Geschoss  durch  das 
Rohr  nach  vom  geht.  Eine  schwingende  Stimmgabel,  welche  mit 
dem  Rohr  fest  verbunden  ist,  schreibt  auf  einer  berussten  oder  mit 
einer  dünnen  Eupferschicht  galvanisch  überzogenen  und  am  Unter- 
gestell befestigten  Messingplatte  bei  ihrem  Zurückgehen  ihre  Schwin- 
gungen auf.  Aus  den  erhaltenen  Kurven  werden  die  Wege  und  damit 
die  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  des  Rohrs  in  Funktion 
der  Zeit  entnommen,  und  hieraus  die  entsprechenden  Grössen  fQr  das 
Geschoss  berechnet. 
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Zur  Zeit  wird  vorzugsweise  die  Stamhvorrichtungj  der  TJchaüm- 
meissel  und  der  i2o(2man-Apparat  und  bei  wissenschaftlichen  Unter- 
suchungen der  Rücklaufmesser  zur  Bestimmung  der  Gasdrücke  benutzt. 

12  c.  Eritisclie  Bemerkung  über  Messung  des  Gasdrucks.  Eine 
Kritik  der  ersteren^  überhaupt  der  auf  statischen  Prinzipien  be- 
ruhenden Gasdruckmesser^  haben  insbesondere  Sarrtm,  Vieiüe,  S^bert^ 
Hugonioty  Hqjel,  v,  Wuich,  W.  Wolff  gegeben^®®).  Die  Stauchvorrichtung 
(ebenso  das  Rodmanmesser  und  der  üchatiusmeissel)  liefern  bei  den 
gebrauchlichen  Messmethoden  des  höchsten  Gasdruckes^  wie  es  scheint, 
durchweg  etwas  zu  Meine  Werte  dieses  Gasdruckes.  Der  Einfluss  der 
Zeitdauer  der  Druckwirkung  auf  die  Grrösse  der  Stauchung  ist  ein 
betrachtlicher;  je  länger  bei  einem  bestimmten  Druck  die  Belastung 
unter  der  Hebelpresse  währte ,  um  so  grösser  ergab  sich  das  Mass 
der  Stauchung;  bei  hohen  Drucken  (ca.  2000  Atm.)  trat  erst  nach 
längerer  Belastungsdauer  ein  Stillstand  ein.  Wegen  der  hieraus  folgen- 
den Ungleichmässigkeiten  wird  in  Deutschland  gegenwärtig  eine  Be- 
lastungszeit von  30  Sekunden  als  normal  angesehen.  Nun  aber  wirkt 
beim  Schuss  der  zu  bestimmende  Maximaldruck  nur  einen  Bruchteil  einer 
Sekunde  lang  und  kann  daher  wohl  nicht  die  gleiche  Wirkung  der 
Stauchung  hervorbringen,  wie  wenn  derselbe  Maximaldruck  30  Sekunden 
lang  gleichmässig  gedauert  hätte.  Wenn  also  aus  gleichen  Stauchungen 
auf  gleiche  Kräfte  geschlossen  wird,  so  wird  ein  Fehler  begangen;  der 
Gasdruck  wird  voraussichtlich  zu  Mein  bemessen. 

Eine  andere  Fehlerquelle  könnte  daraus  entstehen,  dass  dem 
Stempel,  welcher  auf  den  Kupferzylinder  aufgesetzt  wird  und  diesen 
zusammendrückt,  durch  den  Gasdruck  beim  Schuss  eine  gewisse  leben- 
dige Kraft  erteilt  wird.  Hierdurch  allein  könnte  die  Stauchung  ver- 
grössert  werden;  es  könnte  die  Stauchung  jsu  grosse  Werte  des  Gas- 
druckes anzeigen,  v,  Wuich  hat  insbesondere  diese  Fehlerquelle 
rechnerisch  behandelt  und  E,  Sarrau  glaubt  gefunden  zu  haben,  dass 
dieselbe  bis  zu  Drücken  von  4500  Atm.  zu  vernachlässigen  ist. 

Man  ist  zur  Zeit  bemüht,  die  Grösse  der  verschiedenen  Fehler, 
einschliesslich  des  aus  der  Reibung  des  Stempels  entspringenden,  zu 
ermitteln  und  für  die  Benützung  des  Stauchapparats  Korrektionstabellen 
aufzustellen. 

Auch  der  RücMaufmesser  ist  noch  mancher  Verbesserung  bedürftig 


160)  Über  die  Kritik  der  statischen  Druckmesser  vgl.  besonders  Sarrau  u. 
Vieük,  Paris  C.  R.  96  (1882),  p.  26,  130,  180;  v.  Wuich,  Mitt.  üb.  Qeg.  d.  Art.-  u. 
6en.-We8.  1896,  p.  1  und  Vieille,  M^mor.  des  poudr.  et  salp.  1882,  p.  866  und 
Paris  C.  E.  112  (1891),  p.  1062;  W.  Wolff,  Kriegstechn.  Zeitschr.  6  (1903),  p.  1. 
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und,  wie  es  scheint,  fähig;  die  Berechnangen,  welche  angestellt  zu 
werden  pflegen,  um  aus  der  Rücklauf bewegung  des  Rohrs  die  Ge- 
schwindigkeiten und  Beschleunigungen  des  Geschosses  und  damit  die 
Gasdrücke  zu  ermitteln,  sind  keineswegs  einwandfrei. 

12d.  Andere  Messungsapparate  und  Messungsmethoden.  Von 
den  zahlreichen  zur  Prüfung  von  ExplosivstofiFen  dienenden  Eprouvetten 
und  Brisanzmessem  verschiedenster  Art,  ebenso  von  den  für  die  Be- 
stimmung der  speziellen  Pulverkonstanten  verwandten  Hülfsmitteln  sei 
hier  nicht  weiter  die  Rede.  Für  die  Messung  des  Rücklaufs  von  Schuss- 
wafiFen,  für  die  Beurteilung  der  Gasabdichtung  von  Gewehrläufen, 
sowohl  nach  vom  zwischen  Geschoss  und  Lauf,  als  auch  nach  hinten 
zwischen  Hülse  und  Verschluss  etc.  gewinnen  die  Methoden  der  elek- 
trischen Momentphotographie  immer  mehr  Bedeutung. 

Schlusswort. 

In  dem  vorliegenden  Referat  ist  überall  darauf  aufmerksam  ge- 
macht, dass  in  der  äusseren  wie  in  der  inneren  Ballistik  das  syste- 
matische Experiment  mit  richtiger  Beurteilung  der  Fehler  eine  viel 
grössere  Rolle  spielen  muss,  als  man  ihm  in  früheren  Dezennien  bei- 
mass.  Diese  Erkenntnis  hat  sich  historisch  erst  allmählich  heraus- 
gebildet und  ist  vielleicht  auch  jetzt  noch  nicht  überall  durchgedrungen. 

Ein  charakteristisches  Beispiel  für  diesen  Entwickelungsgang  bietet 
die  Geschichte  der  Ballistik  in  der  parabolischen  Theorie  der  Geschoss- 
flugbahn. Gegen  das  Ende  des  17.  und  Anfangs  des  18.  Jahrhunderts 
findet  sich  diese  Theorie  fQr  die  Geschossbewegung  in  der  Luft  fast  all- 
gemein angenommen;  in  der  Geschichte  der  französischen  Akademie  der 
Wissenschaften  ^*^)  vom  Jahre  1707  liest  man  sogar,  nach  Aufzählung  der 
Werke  der  verschiedenen  Mathematiker,  welche  sich  mit  der  Bewegung 
der  Geschosse  beschäftigten,  folgende  Worte:  ,J1  ne  pandt  pas  que 
l'on  ait  pr^sentement  rien  ä  desirer  sur  la  pratique  de  cet  art  (de 
lancer  les  bombes).  Peutetre  seulement  pourrait-on  encore  perfectionner 
rinstmment  qui  sert  ä  pointer  la  pi^ce  ou  le  mortier.  Mais  la  geo- 
märie  äant  quitte,  pour  ainsi  dire,  envers  la  pratiquey  est  en  droit 
de  pousser  plus  loin  la  sp^culation  et  de  donner  quelque  chose  ä  la 
simple  curiosite  quand  VuUlite  est  satisfaite,^'  Blondd  und  Bdidor 
versuchten  die  Einwände,  welche  gegen  die  Hypothese  der  parabo- 
lischen Theorie  im  widerstehenden  Mittel  erhoben  wurden,  zu  wider- 
legen.    Der  letztere  behauptete  sogar.  Versuche  angestellt  zu  haben, 

161)  Paris,  Hisi.  de  TAcad.  1707,  p.  123;  vgl.  auch  St.  Bobert  1,  p.  148  und 
M.  Jähns^  Qeschichte  der  Kriegswissenschaften,  München  u.  Leipzig  1889. 
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welche  diese  Einwände  entkräfteten.  In  Wahrheit  ist  dies  damit 
zu  erklären  y  dass  man  die  unbekannte  Anfangsgeschwindigkeit  des 
Geschosses  aus  der  Beobachtung  der  Schussweite  durch  Rechnung 
ableitete^  wobei  sich  natürlich  keineswegs  die  wahre  Anfangsgeschwin- 
digkeit ergab;  führte  man  alsdann  diesen  Wert  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit in  die  Gleichung  für  die  Parabel  ein^  so  erhielt  man  eine 
Linie,  welche  bei  demselben  Abgangswinkel  von  der  wirklichen  Flug- 
bahn vom  Anfangspunkt  bis  zum  Endpunkt  eingeschlossen  war,  da- 
zwischen aber  nicht  unerheblich  von  ihr  abweichen  konnte,  was  man 
nicht  weiter  in  Überlegung  zog. 

Dass  die  Übereinstimmung  der  Schiessresultate  mit  den  Resul- 
taten der  Rechnung  nur  dann  ein  Beweis  für  die  Richtigkeit  der 
Theorie  sein  kann,  wenn  die  Eonstanten  unabhängig  von  den  Formeln 
einer  Theorie  ermittelt  sind,  ist  jetzt  zwar  fast  allgemein  erkannt;  allein 
noch  immer  wird  z.  B.  die  eigentliche  Mündungsgeschvnndigkeit  des 
Geschosses  durch  Reduktion  der  (entlang  einer  grösseren  Luftstrecke) 
gemessenen  Geschossgeschwindigkeit  auf  die  Mündung  mittelst  Rech- 
nung erhalten,  und  werden  insbesondere  Luftwiderstandskoeffizienten 
und  „Formwerte"  von  Geschossen  durch  Gleichungen  desselben  Rech- 
nungssystems bestimmt,  welches  weiterhin  zur  Berechnung  der  Schuss- 
weite, der  Flugbahn,  der  Geschossgeschwindigkeit  an  beliebiger  Stelle, 
der  Flugzeit,  des  Auffallswinkels  verwendet  wird  u.  s.  w.  Bei  der 
Eontrolle  einer  Theorie  durch  sogenannte  empirische  Daten  ist  daher 
Vorsicht  notwendig. 

Das  Ziel  einer  (vereinigten  inneren  und  äusseren)  Ballistik  würde 
sein,  dass,  nach  Angabe  der  Eonstanten  des  Geschützes  oder  Gewehrs, 
des  Geschosses  und  des  Pulvers,  sowie  der  meteorologischen  Elemente, 
die  Lage,  Stellung  und  Geschwindigkeit  des  Geschosses  nach  Grösse 
und  Richtung  für  irgend  eine  Zeit,  ebenso  die  Grösse  des  Gas- 
drucks u.  s.  w.  bis  auf  einen  wahrscheinlichen  Fehler  vorausberechnet 
werden  könnte,  welcher  kleiner  als  der  für  irgend  eine  praktische 
Verwendung  zulässige  wahrscheinliche  Beobachtungsfehler  ist.  Diesem 
Ziel  wird  sich  die  BaUistiJcy  wie  wir  wiederholen,  vermuMich  um  so 
mehr  nähemy  je  mehr  die  Untersuchungsmethoden,  welche  die  Astronomie 
in  der  Störungsrechnung  anwendet,  nachgeahmt  werden^  je  mehr  also  die 
Bechmmg  sich  mit  der  messenden  Beobachtung  verbindet.  Dabei  scheint 
es,  dass  vorläufig  die  letztere  die  führende  Rolle  zu  übernehmen  habe. 


(AbgeschloBsen  im  Februar  1903.) 
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Vorbemerkung.  Der  vorliegende  Artikel  behandelt  die  Ent- 
stehung und  Fortpflanzung  ,,endlicher  Störungen^'  in  Flüssigkeiten, 
insofern  dieselben  strengen  analytischen  Methoden  zugänglich  sind.  Es 
sind  dies  XJnstetigkeiten  in  der  Geschwindigkeit  und  Dichte  bezw.  den 
Beschleunigungen  erster  oder  höherer  Ordnung,  die  auf  gewissen  sich 
in  der  Flüssigkeit  fortbewegenden  Flächen  liegen.  Hierbei  werden 
aber  hauptsächlich  nur  solche  Erscheinungen  (Wellenbewegung  in 
Gasen)  in  Betracht  gezogen,  bei  welchen  die  Bewegung  der  Oberfläche  des 
Mediums  vorgeschrieben  ist.  Die  XJnstetigkeiten  in  Flüssigkeiten  mit 
„freier  Oberfläche'',  wo  also  der  Druck  auf  einem  Teile  der  Ober- 
fläche vorgeschrieben  ist  (die  unstetigen  Erscheinungen  bei  Flutwellen, 
„bore"  und  „mascaret*'*),  die  Wasserspränge),  sowie  die  ganze  Er- 
scheinung der  Turbulenz  des  Wassers  bildeten  bis  jetzt  den  Gegen- 
stand meistens  nur  empirischer  Untersuchungen  und  kommen  daher 
in  dem  nächsten  Artikel  über  Hydraulik  (IV  20,  Forchheimer)  zur 
Behandlung.  Ebenso  sei  bezüglich  der  technischen  Anwendungen  un- 
stetiger Erscheinungen  (hydraulischer  Widder)  auf  denselben  Artikel, 
sowie  auch  auf  IV  21  (Crrübler)  verwiesen. 

Insofern  selbst  bei  beliebig  kleiner  Zähigkeit  —  die  in  den  ersten 
Nrn.  1 — 13  geradezu  Null  gesetzt  wird  —  der  Flüssigkeit  die  Reibungs- 
kräfte bei  den  endlichen  Geschtmndigkeitsunterschieden  zwischen  den 
Nachbargebieten  (den  sog.  StossweUen)  endlich  bleiben  und  so  Anlass 
zur  Erzeugung  von  Reibungswärme  geben,  ist  die  Behandlung  der 
StossweUen  ohne  Rücksicht  auf  die  Thermodynamik  nicht  möglich, 
sodass  hier  das  vorliegende  Referat  mit  den  entsprechenden  Referaten 
von  Bd.  V  (Thermodynamik  von  G,  H.  Bryan,  und  Technischer  Wärme- 
theorie von  W.  Schröter  und  L,  Frandü)  in  Beziehung  tritt. 

Dem  vorwiegend  physikalischen  Interesse,  das  die  StossweUen 
bieten,  steht  das  besondere  mathematische  Interesse  der  Beschleunigungs- 
weUen  gegenüber,  da  diese  in  engen  Zusammenhang  mit  der  Charakte- 
ristikentheorie der  partieUen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
und  den  sog.  Randwertaufgaben  bei  diesen  Gleichungen  treten  (vgl. 
hier  H  A  6,  JS.  v.  Weber  und  H  A  7  c,  A.  Sommerfeld),  Hierauf  wird 
im  vorliegenden  Referate  im  besonderen  im  FaUe  der  eindimensio- 
nalen unstetigen  Gasbewegung  eingegangen  (Nr.  6  und  7).  Vorab 
steht  die  Entwicklung  der  sog.  Eompatibilitätsbedingungen,  die  aus 
analytischen  Gründen  für  die  verschiedenen  Unstetigkeiten  gemeinsam 
geführt  wird. 


1)  G.  H.  Darwin^  The  tides  and  kindred  phenomena  in  the  solar  System, 
London  1890;  deutsch  von  A.  Pockds,  Leipzig  1902,  p.  61  ff. 
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1  •  Über  die  Möglichkeit  unstetiger  Bewegungen  in  kompressiblen 
idealen  Flüssigkeiten^.  Es  sei  in  einer  gegebenen,  änsseren  körper- 
lichen Kräften  unterworfenen  Gasmasse  der  Anfangszustand  (die 
Geschwindigkeitskomponenten  u,  v,  w  und  die  Dichte  q  als  Funk- 
tionen 7on  X,  y,  z  zur  Zeit  ^  =  0)  gegeben;  das  Gas  soll  sich  inner- 
halb eines  Gefässes  bewegen,  dessen  Form  sich  mit  der  Zeit  in  be- 
kannter Weise  ändern  kann,  dann  ist  die  Bewegung  des  Gases  durch 
folgende  Gleichungen  gegeben'): 

du Y        1  dp     Sv Y ^  dp      dw y        1  dp 

Ji  ~  '^dx^    Jt  ~  Jdy'     St  ~'^~~^d7 

aip     I     dJQU)     .     d(QV)     .     dJQW)  _^ 

dt  '^    dx    '^    dy    '^    dz    ~  ^ 

(2)  P  =  <PiQ)y 
und  an  der  Oberfläche: 

(3)  f(x,  y,  0,  t)  =  0. 

Gleichung  (2)  ist   die   von   der  BeschafiFenheit   des   Gases  abhängige 
Zustandsgieichung;  q>  und  /*  sind  gegebene  Funktionen  ihrer  Argumente. 
Da  w,  v,  w  und   q  für   /  =  0  bekannt,  so  sind  durch  die  Glei- 
chungen (1)  auch   die  Werte  von  jTy  tt)  jr  ^^  t  =  0  festgelegt; 

diese    müssen    an    der   Oberfläche   aber    auch   die   kinematische   Be- 
dingung  befriedigen,    welche    aus    Gleichung   (3)    durch    zweimalige 
Diffierentiation  nach  t  hervorgeht: 
rA\  df  du    .    df  9v    ,    df  Sw         -,  .. 

w         d'xJi  +  d^H  +  diJi-^^''^''^  ^^  ^'  y^  '^  ^)' 

d.  h.  es  wird  zur  Zeit  ^  =  0  an  der  Oberfläche  durch  (4)  auch  die 
Normalkomponente  der  Beschleunigung  gegeben.  Diese  wird  im  all- 
gemeinen nun  nicht  mit  dem  aus  der  Gleichung  (1)  gewonnenen 
Werte  übereinstimmen,  da  man  offenbar  sowohl  den  Anfangszustand 
als  auch  die  Bewegung  der  Gefässwände  unabhängig  von  einander  ganz 
beliebig  festsetzen  kann.  Es  widerspricht  daher  im  allgemeinen  Glei- 
chung (1)  der  Gleichung  (3),   d.  h.  es  können  tt»  t7;  tt  nicht  als 

stetige  Funktionen  von  x,  y,  js,  t  so  bestimmt  werden,  dass  die  Glei- 
chungen (1),  (2)  und  (3)  befriedigt  werden,  vielmehr  erleiden  sie  bei 
^  =  0  an  der  Oberfläche  einen  Sprung. 


2)  So  lange  die  Zustand sgleichung  der  Flüssigkeit  nicht  spezialisiert  wird, 
gelten  die  folgenden  Auseinandersetzungen  fQr  beliebige  ideale,  kompressible 
Flüssigkeiten;  der  Kürze  halber  werden  wir  jedoch  von  „Gasen**  sprechen. 

8)  Vgl.  rV  16,  Nr.  8  (Ä.E.H.Love),  p.  63  Formel  (1);  s.  daselbst  auch  die 
Erklärung  der  Bezeichnungen. 
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Würde  zufällig  der  Anfangsziistaud  so  gegeben  sein^  dass  an  der 
Oberfläche  T77  TT?  ti    zwar  keinen   Sprung   erleiden,    so   wäre   ein 

solcber  in  den  -tt,-,  -^,  -^j^  immer  noch  möglich;  die  letzteren  können 

nämlich  einerseits  auf  Grund  des  gegebenen  Anfangszustandes  aus  den 
nach  t  difi'erentiierten  Gleichungen  (1)  berechnet  werden,  müssen 
aber  auch  die  nach  t  differentiierte  Gleichung  (4)  befriedigen.  Ebenso 
kann  bei  zufällig  gewähltem  Anfangszustand  eine  Beschleunigung 
noch  höherer  Ordnung  unstetig  werden:  eine  Lösung,  deren  sämtliche 
Ableitungen  nach  t  stetig  sind,  giebt  es  im  allgemeinen  nicht. 

Befindet  sich  zur  Zeit  ^  =  0  die  ünstetigkeit  der  Beschleunigungs- 
komponenten an  der  Oberfläche  des  Gases,  so  werden  im  Verlaufe 
der  Zeit  im  allgemeinen  andere  Teilchen  mit  ünstetigkeit  behaftet 
sein;  diese  Ortsänderung  der  ünstetigkeit  mit  der  Zeit  wird  die  „Fort- 
pflanzung^'  derselben  genannt. 

Werden  also  im  allgemeinen  selbst  bei  stetigen  Anfangs-  und 
Randbedingungen  schon  ünstetigkeiten  in  einem  Gase  entstehen,  so 
geschieht  dies  um  so  mehr,  wenn  die  Anfangs-  oder  Randbedingungen 
selbst  unstetig  sind.  Dies  führt  zur  Behandlung  von  unstetigen  Be- 
wegungen, bei  welchen  bereits  in  den  Geschwindigkeitskomponenten 
und  in  der  Dichte  ünstetigkeiten  auftreten,  für  die  also  die  Glei- 
chungen (1)  selbst  nicht  mehr  gelten.  Riemann  hat  sogar  bewiesen, 
dass  solche  ünstetigkeiten  (Stosswellen)  auch  aus  ganz  stetigen  Anfangs- 
und Grenzbedingungen  entstehen  können*)  (vgl.  unten  Nr.  6). 

2.  Die  identischen  Bedingungen  und  die  kinematischen  Kom- 
patibilitätsbedingungen.  Wir  stellen  nun  zunächst  die  Bedingungen 
auf,  die  aus  der  Forderung  entstehen,  dass  die  ünstetigkeiten  im  Ver- 
laufe der  Bewegung  stets  auf  Flächen  verteilt  sein  sollen. 

Wir  bezeichnen  mit  Xy  y,  z  die  Koordinaten  eines  Flüssigkeits- 
teilchens zur  Zeit  t,  das  durch  die  Lagrange^ sehen  Parameter  charak- 
terisiert ist*^),  und  mit 

tif  (a,  fe,  c,  ^)  =  0 

4)  über  die  Fortpflanzung  ebener  Lufbwellen  von  endlicher  Schwingungs- 
weite: Gott.  Abhndl.  (math.  Klasse)  8  (1860),  p.  48  =  Werke,  Leipzig  1876,  p.  144 
(Lufbwellen).  Die  Möglichkeit,  dass  die  Dichte  eine  Ünstetigkeit  erleiden  kann, 
wurde  schon  von  G.  G.  Stokes  bemerkt,  jedoch  nicht  weiter  ausgeführt  (Phil. 
Mag.  33  (1848)  ==  Math,  und  Phys.  Papers  2,  p.  61);  S.  EamsJiaw  (London,  Phil. 
Trans.  150  (1860),  p.  188)  findet  dasselbe  Resultat. 

5)  Es  empfiehlt  sich,  die  Bedeutung  der  Parameter  nicht  zu  spezialisieren, 
da  im  Falle,  wo  ünstetigkeiten  auftreten,  a,  6,  c  nur  für  einen  Teil  des  Gases 
die  Anfangswerte  von  x^  y^  z  bedeuten. 
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im  Räume  a,  b,  c  die  Fläche  6,  auf  der  die  eyentuellen  Unsteidg- 
keiten  in  den  Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  a,  fe,  c,  t  sich  zu  jeder 
Zeit  t  befinden  und  zwar  sollen  diese  Ableitungen  beim  Durchsetzen 
der  Fläche  6  endliche  Sprünge  erleiden,  während,  wenn  wir  uns  mit 
a,  6,  c  beliebig  nahe  zur  Fläche  bewegen,  alles -«tetig  und  diflferentiier- 
bar  variieren  soll.  Die  Fläche  6  teüt  daher  in  jedem  Augenblicke 
den  Raum  a,  6,  c  in  zwei  Teile,  welche  wir  durch  die  Ziffern  1  und 
2  unterscheiden  wollen;  besitzt  eine  Grösse  ß  verschiedene  Grrenz- 
werte,  falls  wir  uns  über  den  Teil  1  oder  über  2  zu  demselben 
Punkte  der  Fläche  6  nähern,  so  seien  diese  Grenzwerte  mit  Ä^  und 
Äg  bezeichnet  und  nach  E,  B.  Christoffel  ^)  der  Sprung  ßj  —  ß^ 
mit  [ß]  bezeichnet. 

Ist  die  erste  unstetige  Ableitung  einer  der  Funktionen  x,  y,  z  von 
der  M*®"  Ordnung,  so  sagt  man,  die  Unstetigkeit  selbst  sei  w^®'  Ordnung. 

Die  Forderung  nun,  dass  die  Unstetigkeiten  in  cinein  bestimmten 
Augenblick  auf  einer  solchen  Fläche  <y  liegen,  giebt  —  in  der  Aus- 
drucksweise von  J.  Hadanmrd'^)  —  die  ide^itiscJien  Bedingungm. 

Unstetigkeiten  nulltcr  Ordnung  schliessen  wir  aus,  da  dies  die 
Spaltung  des  Massenpunktes,  welcher  durch  die  Parameter  a,  6,  c 
festgelegt  ist,  bedeuten  würde. 

Bei  Unstetigkeiten  erster  Ordnung  erhält  man  so  für  die  Sprünge 
der  Differentialquotienten  von  x,  y,  z  nach  a,  fe,  c 

(^)    kd]=^^^'  m-^oß,  m-^or> 

WO  a,  ß,  y  die  Richtungskosinus  der  Normalen  der  Fläche  ^  {a^  h,c)  =^  0 
sind  und  Aq,  /Hq,  Vq  drei  Proportionalitätsfaktoren  bedeuten,  die  als 
Komponenten  eines  Vektor  ^q  betrachtet  werden  können®).  Dazu 
treten  die  Sprünge  der  drei   Geschwindigkeitskomponenten 

(«)      K-m^  >^-m-  "-m- 

wo  ^1,  }i^,  Vj  als  Komponenten  eines  neuen  Vektors  ^^  gedeutet 
werden  können,    so  dass    die  Sprünge   der    12  Differentialquotienten 


«j 


6)  Ann.  di  mat.  (2)  8  (1877),  p.  94. 

7)  Le9on8,  p.  81. 

8)  Hadamard,  Le9on8,  p.  88.    6  bedeutet  Differentiation  im  System  der  un- 
abhängigen Variabein  (von  Lagrange)  a,  6,  c,  t. 
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von  X,  y,  g  nach  a,  b,  c  und  t  in  jedem  Punkte  der  gegebenen  Un- 
stetigkeitsfläche  durch  zwei  Vektoren  ^q  und  ^^  bestimmt  sind. 

Bei  Unstetigkeiten  höherer  Ordnung  unterscheiden  wir  die  Ab- 
leitungen nach  ihrem  Index,  d.  h.  nach  ihrer  Ordnung  in  t^ 

Es  gelten  ganz  allgemein  die  Beziehungen^^): 

f  r     ^^ 


0) 


(P  +  2  +  *"  +  *^  =  w;       Ä  =  0,  1,  2,  . . . ,  n). 

Sämtliche  Ableitungen  desselben  Index  k  sind  hiemach  darch  einen 

Vektor  ^^(A^,  ft^,  V;^)   bestimmt;  die  Sprünge  der  3(**  T  )  Differen- 

rentialquotienten  n^  Ordnung  von  x,  y,  z  werden  daher  durch  w  -f- 1 
Vektoren  bestimmt. 

Die  weitere  Forderung  nun^  dass  die  Unstetigkeit^  welche  in  einem 
gewissen  Augenblicke  t  sich  auf  einer  bestimmten  Fläche  befindet^ 
auch  in  den  nächsten  Augenblicken  sich  auf  einer  Fläche  befinden 
soll^  dass  sich  also  die  Unstetigkeit  im  Verlaufe  der  Zeit  ,^cht 
auflöse^^;  ergiebt  zwischen  den  Sprüngen  der  Differentialquotienten 
von  X,  y,  z  nach  a,  h,  c,  und  den  Sprüngen  der  Geschwindigkeiten 
bezw.  Beschleunigungen  die  sogenannten  kinematischen  Kompattbilitäts- 
bedingungen^^): 

Es  muss  nämlich  zwischen  je  zwei  Vektoren  ^^^i  und  ^j^  ftlr 
Ä  =  1,  2,  . . . ,  n  die  Beziehung 

(8)  $*  =  (-i)§t-te 

bestehen,   wo 

9)  Hadamard,  Le9on8,  p.  87. 

10)  Hadamard,  Le^ons,  p.  96;  fOr  unstetigkeiten  zweiter  Ordnung  schon 
bei  H,  Hugoniot,  Paris  C.  B.  101  (1885),  p.  1118  und  1229. 

11)  Für  unstetigkeiten  erster  Ordnung  wurden  die  kinematischen  Eompati- 
bilitätsbedingungen  von  E.  B.  Christoffel  (Ann.  di  mat.  (2)  8  (1877),  p.  82,  95 
u.  199)  angegeben,  der  sie  „phoronomische*^  Bedingungen  nennt.  H.  Hugoniot 
(Paris  C.  R.  181  (1885),  p.  794,  1118,  1229)  hat  die  kinematischen  Bedingungen 
zuerst  fOr  Unstetigkeiten  zweiter  Ordnung  aufgestellt.  Ganz  allgemein  finden 
sie  sich  bei  Hadamard  (Le^ons,  p.  108).  S.  auch  P.  Äppdl,  Trait^  de  mäcanique 
rationelle,  3,  p.  297  und  G.  C.  SousUw^  Moekau,  Math.  Sammlung  (russisch)  24 
(1908),  p.  57. 
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e  =  — 


9t 


V(^'+  fö)'+  ©' 


die  Fortpflanzungsgescliwiiidigkeit  der  ünstetigkeit  im  Räume  a,  b,  c 
bedeutet  (vgl.  Nr.  4),  d.  h.  also  alle  Vektoren  ^^^  ^^ ,  . . . ,  ^^  sind 
gleich-  oder  entgegengesetzt  gerichtet  und  das  Verhältnis  eines  jeden 
zu  dem  vorhergehenden  ist  gleich  der  negativ  genommenen  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der  ünstetigkeit. 

Zusammen  können  die  identischen  Bedingungen  mit  den  kine- 
matischen Kompatibilitatsbedingungen  durch  folgende  symbolische 
Gleichungen  dargestellt  werden: 

=  X„{ttda  +  ßdb  +  yde  —  Oäty, 


(9) 


r]rf<)"y 


=  yi^iada  -f-  ßdh  +  ydc  —  OdtY, 

=  v(ada  +  ßdb  -f  ydc  —  ddty , 

welche  identisch  in  da,  dby  de,  dt  erfüllt  sein  müssen. 

P.  DuJiem^^)  stellt  sich  noch  die  Aufgabe,  die  Fortpflanzungs- 
geschvöndigkeit  einer  ünstetigkeit  w*®'  Ordnung  durch  die  Sprünge 
der  unstetigen  Elemente  auszudrücken.  Es  sei  U  eine  solche  in  ihren 
Ableitungen  n^'  Ordnung  unstetige  Funktion  von  a,  b,  c,  t,  dann  ist, 
wenn  [17]=  V  gesetzt  wird, 

für  n=  1 


(10) 


für  n 


^M&T+Q'+QV(^X 


(11) 


fttr  n  =  2* 


(12) 


e»AF= 


Ö"AtF  = 


8t 


i  > 


d^'V 


dt 


n 


wo  A;^  die  A;-mal  angewandte  Operation  A  bedeutet;  endlich 
für  «  =  2*  -f-  1 

12)  Paris  C.  E.  181  (1901),  p.  1171. 
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Die  Formel  (11)  findet  sich  bereits  bei  Hugoniot^^),     Die  Ausdrücke 
für  d  sind  gegenüber  Drehung  der  Eoordinatenaxen  invariant. 

3.  Die  dynamischen  Kompatibilitätsbedingungen.  Wir  stellen 
den  Fall  der  Unstetigkeiten  in  den  Geschwindigkeitskomponenten  und 
der  Dichte  (Unstetigkeiten  erster  Ordnung)  voran.  Um  hier  diejenigen 
Funktionen  Qj  p,  ii,  Vy  w  auszuwählen^  denen  eine  physikalische  Be- 
deutung zugeschrieben  werden  kann^  greifen  wir  zu  den  Prinzipien 
der  Mechanik  zurück  und  fordern  ^  dass  diese  im  ganzen  Gase  überall 
auch  an  den  Unstetigkeitsstellen  erfüllt  sein  sollen;  auf  Grund  dieser 
Prinzipien  folgen  dann  für  die  stetigen  Stellen  die  gewohnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen^ während  für  die  Unstetigkeitsstellen  andere,  so- 
genannte dynamische  Kompatihilitätäbedingungen  bestehen  müssen. 

P.  Diihem^^)  machte  den  Versuch,  die  Bewegungsgleichungen  und 
die  Kompatibilitätsbedingungen  aus  dem  D^Älemberf  sehen  Prinzip  ab- 
zuleiten, seine  Beweisführung  ist  jedoch  nicht  einwandsfrei,  auch 
bekommt  er  nicht  die  dynamischen  Kompatibilitätsbedingungen.  In 
den  „Recherches"^^)  benützt  er  daher  zur  Aufstellung  derselben  eine  be- 
sondere Form  des  D^Älembet'f sehen  Prinzips,  in  welcher  er  für  den 
Fall,  dass  die  Geschwindigkeit  während  des  Zeitelementes  dt  eine 
endliche  Änderung  Mj  —  Mi  ,  v^  —  v^f  w?2  —  w^  erleidet,  an  Stelle  der 
Beschleunigungskoraponenten  die  (unendlichen)  Grössen 

u,  —  Ui        V,  —  Vi        w,  —  tPi 

dt      '        dt     '         di 
setzt. 

Das  Problem  kann  mit  Hülfe  des  Hamilton^ aehen  Prinzips  der  statio- 
nären Wirkung  ohne  besondere  weitere  Hypothesen  gelöst  werden**): 

Es  sei  gleich  ein  beliebiges  elastisches  Medium  gegeben;  U{x,  y,  js) 
sei  das  Potential  der  in  Xj  y,  z  auf  die  Volumeneinheit  wirkenden 
äusseren  Kräfte  und  W  die  „innere  Energie  der  Volumeneinheit"  oder 
„innere  Energiedichte";  sie  wird  eine  von  der  physikalischen  Be- 
schaffenheit  des   elastischen  Körpers    abhängige,   gegebene   Funktion 

der  9  Grössen: 

dx     öx     dx    dy  98_ 

da'    Jb^   de'    6ä'  "    '   de' 

Das  Hamilton'sehe  Prinzip    der   stationären  Wirkung   bei   gegebener 
Oberfläche  kann    dann    so  formuliert  werden: 
Es  soll  die  erste  Variation  des  Integrals 


13)  Paris  C.  R.  101^(1886),  p.  794. 

14)  Cours  (1891),  p.  60—98. 
16)  1.  B^r.  (1908),  p.  76. 

16)  G.  Zempl^n,  Math.  Ann.  61,  Heft  8  (1906). 


3.  Die  dynamischen  Kompatibilitätsbedingungen.  289 

h 

to 

verschwinden,  wenn  x,  y,  z  als  Funktionen  von  a,  b,  c,  t  so  variiert 

werden,  dass  ihre  Werte  für  t  =  t^  und   t=t^  unverändert  bleiben 

und  für  die  Oberfläche 

q)  (a,  h,  c)  =  0 
die  Gleichung  (3) 

f(^,  y,  ^,0  =  0 

zu  jeder  Zeit  t  erfüllt  sein  soll. 

An  Stelle  von  Qdxdydz  kann  g^dadhäc  geschrieben  werden 
(Eontinuitätsgleichung)  und  J  wird  in  ein  Integral  nach  a,  hy  c,  t 
übergehen,  q^  ist  hier  eine  gegebene  Funktion  von  a,  h,  c,  welche 
wieder  im  allgemeinen  nicht  den  Anfangs  wert  von  q  bedeutet^). 

Wir  nehmen  an,  wir  haben  x,  y,  z  diesen  Forderungen  ent- 
sprechend als  stetige  Funktionen  von  a,  ft,  c,  t  bestimmt,  ihre  ersten 
Ableitungen  nach  a,  6,  c  und  t  seien  jedoch  in  jedem  Augenblicke  t 

auf  der  Fläche  ö 

tia,  b,  Cy  t)  =  0 

im  Räume  a,  b,  c  unstetig. 

Aus  dem  Verschwinden  der  ersten  Variation  folgen  dann  für 
alle  Werte  von  a,  b,  Cy  t,  welche  der  Qleichung  ^  =  0  nicht  ge- 
nügen, die  gewöhnlichen  Bewegungsgleichungen', 

(14)     -9o(är?^  +  ä^j  +  ^(Po,-J+^(9o^yJ+^^ 

/6*z    ,   dU\    ,     dl      8W\    ,     8  (     dW\    .     S  I     8W\        ^ 

Für  die  Fläche  6  ergeben  sich  als  dynamische  KompatibilitätS' 
bedingungen: 

a,  ßy  y  sind  wieder  die  Richtungskosinus  der  nach  dem  Raumteile  2 


dx 


290       rV  19.    (?.  2jemplin,    Über  unstetige  Bewegungen  in  Flfissigkeiten. 

gerichteten  Normale  der  Fläche  6  im  Punkte  a^  b,  e  zur  Zeit  t  und 
0  die  ^^Fortpflanzungsgeschwindigkeit^'  der  Unstetigkeit  im  Baume 
a,  5,  c.  Zu  bemerken  ist  hierbei,  dass  die  innere  Energiedichte  W  in 
den  Gebieten  1  und  2  nicht  dieselbe  Funktion  der  Deformations- 
grossen sein  wird  (vgl.  Nr.  8). 

Im  Falle  eines  elastischen  Körpers^^)  werden 


9x, 


r,,   etc. 


^6  ^y« 

die  Spannungskomponenten;  die  Gleichungen  (15)  gehen  dann  in  die 
folgenden 


(16) 


aber. 


(17) 


Für  eine  ideale  Flüssigkeit  wird  W  eine  Funktion  der  Dilatation 

9x  ox  dx 

da  db  de 

9y  dy  dy 

da  db  de 

dg  dg  dg 

da  db  de 


Q 


allein.    Wählt  man  den  augenblicklichen  Zustand  des  Gebietes  1  als 

Anfangszustand  {x  =  a,  y  ^=^h  g  =  c  zur  Zeit  t\  bezeichnet  die  ent- 

dW 
sprechenden  Werte  von  q^  und  0  mit  q^  und  0^^^  und  setzt  —  p^  -^  =p, 

so  werden  jetzt  die  Gleichungen  (16)  mit  Bücksicht  auf  die  identischen 
Bedingungen  (10) 


(18) 


p,ö(.[|fl 


dz 


u^^^m 


[p]ß, 

\.p]y> 


wo  jetzt  a,  ß,  y   die  Richtru^kosmas  der  Fläche  sind,  auf  welcher 
die  von  der  Unstetigkeit  behafteten  Teilchen  zur  Zeit  t  liegen. 

Die  Gleichungen  (15)  bezw.  (16)  und  (18)  sind  die  sogenannten  Im- 
ptdsgleichungen,  welche  für  die  eindimensionale  Gasbewegung  Ton  B.Rie- 


18)  Beseichnnngen  nach  IV  14,  Nr.  19  (3f.  Abraham). 
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mann^^,  für  ideale  Flüssigkeiten  ganz  allgemein  von  E.B,  Christoffd^) 
und  für  unendlich  kleine  Bewegungen  elastischer  Körper  ebenfalls  von 
JB.  J8.  Christoffd^^)  aufgestellt  wurden. 

Im  Falle  einer  Unstetigkeit  erster  Ordnung  ergeben  also  die 
dynamischen  Eompatibilitätsbedingungen  eine  Beziehung  zwischen  den 
Sprüngen  in  der  Geschwindigkeit  und  dem  Druck  bezw.  der  Dichte 
oder  Dilatation,  welche  an  den  Stellen  gelten,  an  denen  die  Diffe- 
rentialgleichungen (1)  nicht  erfüllt  sind.  Im  Falle  von  unstetig- 
keiten  höherer  Ordnung  sind  diese  Bedingungen  identisch  erfüllt,  so 
dass  hier  das  Hamüton^sche  Prinzip  keine  besonderen  Bedingungen 
liefert. 

4.  FhysikaliBohe  Interpretation  der  Kompatibilitätsbedingungen. 
Die  in  den  Nrn.  2  und  3  gegebenen  analytischen  Beziehungen  zwischen 
den  unstetigen  Elementen  gestatten  eine  bequeme  physikalische  Aus- 
drucksweise: 

Es  seien  für  das  Gebiet  1,  in  welches  neben  dem  Gebiete  2  der 
Raum  in  einem  Augenblicke  t  durch  die  stetig  differentiierbare  Fläche 
i/;(a,  6,  c,  t)  =  0  geteilt  wird,  die  Koordinaten  der  Massenpunkte 
durch  das  stetig  differentiierbare  System  x^yy^,z^  von  Integralen  der 
Bewegungsgleichungen  gegeben,  für  das  Gebiet  2  durch  ein  gleiches 
System  x^,  y^,  z^\  auf  der  Fläche  ^(a,  ft,  c,  ()  =  0  seien  x^  =  x^^ 
y^  =  y^^  z^  =  z^^  während  es  Ableitungen  von  x^,  y„  z^  nach  a,  6, 
c,  t  geben  soll,  die  mit  den  entsprechenden  von  x^,  y^,  z^  in  dem 
nämlichen  Punkte  a,  6,  c  der  Fläche  ^{a,  h,  c,  t)  =  0  zur  Zeit  t 
nicht  übereinstimmen.  Die  identischen  und  kinematischen  Eompati- 
bilitätsbedingungen besagen  dann,  dass  im  nächsten  Augenblick  t-^-dt 
die  Bewegung  immer  noch  durch  die  beiden  Integralsysteme  x^,  f/^,  z^ 
und  x^y  y^y  z^  dargestellt  wird,  aber  nicht  mehr  füi*  die  Gebiete  1 
und  2,  sondern  für  die  durch  die  Nachbargrenzfläche 

t{ay  b,  c,  t-{-dt)  =  0 

gebildeten  Gebiete  1'  und  2',   d.  h.  die  eine  der  beiden  Bewegungen 

hat  sich  —  in  der  Ausdrucks  weise  H.  Hugoniofs^^)  —  in  die  andere 

fortgepfUmzt  und  beide  sind  im  Augenblick  t  mit  einander  kompatibel. 

Es   ist   aber   zu   berücksichtigen,   dass   die  Wahl  des  Anfangs- 


19)  Luftwellen,  Werke,  p.  164  (1860). 

20)  Ann.  di  mat.  (2)  8  (1877),  p.  86. 

21)  Ann.  di  mat.  (2)  8  (1877),  p.  197. 

22)  Hugoniot,  Paris  C.  B.  101  (1886),  p.  794.  Im  wesentlichen  befindet 
sich  der  BegrifP  der  Kompatibilität  schon  bei  Eiemann  (Lufbwellen,  Werke, 
p.  164—266). 
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zustandeS;  namentlicli  der  Entscheid  darüber^  in  welchem  der  Gebiete  1 
oder  2  a,  b,  c  die  Anfangswerte  von  x,  y,  z  bedeuten  sollen^  für  Un- 
stetigkeiten  erster  Ordnung  nicht  gleichgültig  ist,  vielmehr  zwischen 
den  die  Unstetigkeit  charakterisierenden  Grossen  6,  Aq,  /Iq,  v^  die 
Beziehungen*'): 

(19)  ^  =  1  +  V'^«  +  N^'^ß  +  W, 

(20)  *»      _  Mo      _  "o      _  1 


V*'  f«.^*'  -.'*^  i  +  V»«+*»,<*>P  +  n^*>y 
bestehen,  wo  die  oberen  Indices  darauf  hinweisen,  dass  als  Anfangs- 
zustand der  augenblickliche  Zustand  des  Bereiches  1  resp.  2  an- 
genommen wurde.  Indem  1  +  A^^^^a  -|-  iiQ^^^ß  +  V^V  gerade  die  Dila- 
tion ist,  die  in  Richtung  der  Normalen  von  <y  beim  Übergang  des  Zu- 
standes  1  in  den  Zustand  2  —  das  ganze  als  Deformation  eines  Mediums 
aufgefasst  —  erfolgt,  so  wird  (19)  durch  Einführung  der  Dichten  Q^ 
und  Q^  für  die  Gebiete  1  und  2 

(21)  Pi0('>  =  9.ö<»'"), 

oder  unter  Benutzung  der  dynamischen  und  kinematischen  Kompati- 
bilitätsbedingungen durch  Elimination  von  6(*) 

(22)  ö<^)  =  t/^.jzaT?^ 

(wenn  man  den  augenblicklichen  Zustand  des  Bereiches  1  als  Anfangs- 
zustand wählt),  oder  allgemein 

(23)  e  =  l/IKZKI  25Y 

Die  Abhängigkeit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  d  von  der 
Wahl  des  Anfangszustandes  lässt  es  oft  bequemer  erscheinen,  statt 
der  Fläche  ^(a,  b,  c,  0  =  0  die  Fläche  Z 

W{x,  y,  ^,0  =  0 
im  thatsächlichen  Raum  x^  y,  z  zu.  betrachten,  die  die  zur  Zeit  t  mit 
„Unstetigkeit"   behafteten  Massenteilchen   verbindet   und   deren   Ver- 
schiebungsgeschwindigkeit T 


1/©'+ ©'+ m 


23)  Hadamard,  Le9on8,  p.  107. 

24)  Biemann,  Lufbwellen,  p.  154;  für  die  dreidimensionale  Bewegung  bei 
Christoffel,  Ann.  di  mat.  (2)  8  (1877),  p.  84. 

25)  Für  das  eindimensionale  Problem  bei  Riemann,  Lufbwellen,  p.  164;  all- 
gemein bei  E.  Jouguet,  Paris  C.  R.  182  (1901),  p.  678. 
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unabhängig  von  der  Wahl  des  Anfangszustandes  nur  von  dem  augen- 
blicklichen Zustande  abhängt.  Man  nennt  die  Fläche  2]  eine  Welie, 
und  zwar  eine  Stossivelle,  sobald  die  Unstetigkeit  auf  6  erster  Ordnung 
ist,  Beschleunigungswelle  wenn  sie  zweiter  und  höherer  Ordnung  ist. 
Wählt  man  den  augenblicklichen  Zustand  des  Bereiches  1  als 
Anfangszustand  a,  b,  c,  so  fällt  die  Fläche  6  in  diesem  Augenblicke 
mit  £  zusammen,  jedoch  nicht  mehr  im  nächsten  Augenblicke  (nach 
Verlauf  der  Zeit  d^);  es  gilt  vielmehr  die  Beziehung: 

wo  V^  die  Komponente  der  Strömungsgeschwindigkeit  des  Gases 
im  Gebiete  1  in  Richtung  der  nach  2  gerichteten  Normalen  n  der 
Wellenfläche  bedeutet.  T  ist  daher  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
sich  die  Welle  im  Räume  in  Bezug  auf  unser  festes  Koordinaten- 
system fortbewegt,  während  0^^^  die  Geschwindigkeit  bedeutet,  mit 
welcher  sich  die  Welle  relativ  zur  Gasmasse  im  Gebiete  1  fortpflanzt. 
Der  spezielle  Fall  ö  =  0  entspricht  einer  Welle,  welche  sich  mit 
der  Strömungsgeschwindigkeit  des  Gases  im  Räume  fortbewegt;  diese 
sogenannte  stationäre  Welle  ist  mindestens  zweiter  Ordnung,  da  aus 

(24)  T=Ö<^)  +  F^=Ö(*)  +  ^., 

für  0W  =  O,   0W  =  O 

folgt. 

Man  unterscheidet  nun  die  Unstetigkeiten  nach  der  Richtung  des 
Vektors  ^q,  der  die  Richtung  der  Unstetigkeit  liefert,  in  longitudinale, 
wenn  §o  senkrecht  zu  <y,  und  transversale,  wenn  ^^  tangential  zu 
derselben  steht.  Da  die  Richtung  der  Unstetigkeit  von  der  Wahl 
des  Anfangszustandes  unabhängig  ist,  spricht  man  auch  von  longi- 
tudinalen  und  transversalen  Wellen,  so  dass  man  als  Anfangszustand 
den  augenblicklichen  Zustand  wählt  und  den  Vektor  ^q  auf  die  Wellen- 
fläche 2J  bezieht. 

Im  übrigen  folgt  aus  der  Gleichung  (24)  für  Unstetigkeiten 
höherer  als  erster  Ordnung  auch,  dass  wegen  [FJ  =  0  Q^^)  =  d^^\ 
l^iX)  =  Ao<2)^  ^^(1)=  ^^(9)^  ^^(i)_,  y^(2)  ^ij-a.    Bei  solchen  Unstetigkeiten 

ergiebt  die  Definition  der  Dichte  (Gl.  17)  Qi  =  Q^,  und  Gleichung  (21) 
ist  dann  (bei  einer  Unstetigkeit  n**'  Ordnung)  ^^)  durch  die  andere 


(25) 


d"-Mog?5- 


=  {x^a  +  ^^ß  +  v,y)c^ß^r(-  ey 


(p  +  g-|-r  +  A  =  n  —  1) 


26)  Hadamard,  Le9on8,  p.  118. 
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zu  ersetzen^  aus  der  zusammen  mit  den  kinematischen  Eompatibilitats- 
bedingungen  und  den  rechts  und  links  von  der  ünstetigkeitsfläche 
geltenden  Grundgleichungen  der  Hydrodynamik  nebst  d^en  Ab- 
leitungen bis  zur  n  —  1*^  Ordnung  die  bekannte  Formel  von  P.  S. 
Laplace  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles 

(26)  ^  =  V^"), 

hervorgeht. 

Für  Gase  speziell  ergiebt  sich^  dass  sich  in  ihnen  neben  statio- 
nären transversalen  ünstetigkeiten  (6  =  0)  nur  longiiudinale  Wellen 
(0  =f=  0)  fortpflanzen  können^: 

i  =  ^  =  ^  =  ?!?L 
a  ß  y 

ist  die  Grösse  der  Unstetigkeit. 

Man  unterscheidet  auch  komprimierende  und  dücUierende  ünstetig- 
keiten^), je  nachdem  bei  einer  Bewegung,  bei  der  die  ünstetigkeiten 
über  die  Fläche  6  hin  aufgehoben  wären,  die  Massenteilchen  sich 
durchdringen  oder  von  einander  lostrennen  worden.  Komprimierende 
ünstetigkeiten  werden  auch  positive,  dilatierende  auch  negative  genannt*^). 
Riemann^^)  nennt  die  positiven  Wellen  erster  Ordnung  speziell  Ver- 
dichttmgsstösse. 

Der  Charakter  der  unstetigkeit,  d.  h.  ob  komprimierend  oder 
dilatierend,  ist  von  der  Wahl  des  Anfangszustandes  unabhängig. 

Bei  positiver  unstetigkeit  n^'  Ordnung  ergiebt  sich,  ohne  Rück- 
sicht darauf,  ob  Kompatibilität  herrscht  oder  nicht,  die  leicht  inter- 
pretierbare Beziehung: 


'm+'m^^m<'> 


während  für  eine  negative  unstetigkeit  das  Zeichen  >  gilt. 

Herrscht   Kompatibilität,    so    ergiebt   sich    für   eine   Welle   n*" 


27)  H.  Hugoniot,  Paris  C.  R.  101  (1885),  p.  1119;  das  Vorzeichen  von  6 
bestimmt  sich  immer  durch  die  Bedingungen  (9),  in  welchen  6  nur  linear  Tor- 
kommt.  Httgoniot  (ebd.  p.  1289)  beweist  die  Gültigkeit  der  Formel  (26)  auch 
für  den  Fall,  dass  p=  9(^1  a,  &,  c),  dass  also  z.  B.  das  Gas  im  Anfangsznstande 
nicht  gleicher  Temperatur  ist. 

28)  P.  Duhem,  Paris  C.  R.  182  (1901),  p.  1803. 

29)  Biemann,  Luftwellen,  p.  157. 
SO)  Hculatnard^  Le9on8,  p.  118. 

31)  Biemann,  Luftwellen,  p.  158.  Negative  Stosswellen,  Verdünnungsstösse, 
können  zwar  in  Gasen  hervorgerufen  werden,  sich  aber  in  ihnen  nicht  fort- 
pflanzen, da  sie  sich  sofort  auflösen.     VgL  weiter  unten  Nr.  8. 
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Ordnung  unter  Benutzung  der  Beziehung  (25)  für  h  =  n — 1:*^ 
eine  Welle  n*®'  Ordnung  ist  komprimierend  oder  dilatierend,  je 
nachdem    sie   sich   nach  jenem    Gebiete   fortpflanzt^   in  welchem   die 

n  —  !*•  Ableitung  von  log  —  nach  der  Zeit  die  grössere  oder  kleinere 

ist.  Eine  Welle  erster  Ordnung  ist  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem sie  sich  nach  dem  Gebiete  kleinerer  resp.  grösserer  Dichte  fort- 
pflanzt. 

6.  Analytische  Formulierung  des  Problems  der  unstetigen  insbes. 
eindimensionalen  Gasbewegung.  Seine  Beziehung  zur  Charakteri- 
stikentheorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung, unter  der  Annahme,  dass  die  entstehenden  ünstetigkeiten  im 
Sinne  Hugoniofs  kompatibel  sind,  wird  die  analytische  Formulierung 
des  Problems  der  unstetigen  Gasbewegung  nach  dem  Vorigen  —  bei 
gegebenem  Anfangszustand  des  Gases  und  gegebener  Bewegung  der 
Gefasswände  —  die  folgende  sein. 

Gesucht  werden  die  Funktionen: 

x^{a,  6,  c,  t),    y^{a,  fe,  c,  t),    z^{a,  b,  c,  t), 

x^{a,  b,  c,  t),    y^{a,  fe,  c,  t),    z^{a,  b,  c,  t) 
und 

t=z  0(a,  6,  c). 

Gegeben  sind  die  Werte  von  a;^,  y^,  z^]  x^,  y^y  z^  zur  Zeit  i  =  0 
imd  zwar  möge  der  Anfangszustand  im  Gebiete  1  gewählt  sein,  sodass 

(^i)o  =  öt,     (yi)o  =  ^     (^i)o  =  ^ 
ist;  ausserdem  ist  für  die  Oberfläche: 

y(a,  6,  c)  =  0    und    fp{(,x^)Q,  (^2)0,  (^2)0)  =  ^ 
die  Bedingung 

fiPu  Vu  ^i>  0  =  0     resp.    f(x^,  y„  z^,  t)  =  0 
vorgeschrieben. 

Für 

t  —  0(a,  6,  c)  >  0 
müssen  x^,  y^,  z^,  für 

t  —  0(a,  b,  c)  <  0 

müssen  a^,  y^,  z^  den  Zo^ran^ß'sch^n  Bewegungsgleichungen  genügen. 
Für  die  in  den  vorhergehenden  Nummern  mit 

^  (a,  fe,  c,  t)  =  0 
bezeichnete  Fläche 
t  -  *(o,  6,  c) 

82)  Hadamard,  Le90iiB,  p.  ISO. 
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müssen 

Xy  =  x^,    y^  =  y^y    z^  =  z^ 

sein  und  zwischen  den  Ableitungen  von  x^y  y^,  z^,  x^y  y^,  z^  die  dyna- 
mischen und  kinematischen  Kompatibilitätsbedingungen  bestehen^  welche 
die  zur  Bestimmung  von  ^{a,  b,  c)  nötigen  Differentialgleichungen 
liefern. 

Für  eine  Unstetigkeit  erster  Ordnung  werden  diese  Gleichungen 
für  0 

W  ^  y„  =  -  Po  [ä^J .    M  ^,-  I6  =  -  Po  Lä6 J '     W  i  *7J    =-90  LäFj  • 

Ahnliche  Bedingungen,  in  welchen  ebenfalls  nur  die  Ableitungen 
von  0  und  die  Sprünge  der  unstetigen  Elemente  vorkommen,  können 
auch  für  Wellen  höherer  Ordnvmg  aufgestellt  werden. 

Damit  ist  also  das  Problem  der  unstetigen  Gasbewegung  auf  die 
Lösung  zweier  Systeme  von  partiellen  Differentialgleichungen  zurück- 
geführt: die  gegebenen  Randbedingungen  (27)  beziehen  sich  dabei  auf 
eine  selbst  noch  nicht  bekannte  Fläche,  welche  durch  Differential- 
gleichungen definiert  wird,  in  welchen  die  Randwerte  der  Ableitungen 
beider  Systeme  von  gesuchten  Funktionen  vorkommen. 

In  dieser  Allgemeinheit  ist  das  Problem  bis  jetzt  nicht  in  Angriff 
genommen  worden,  wogegen  das  spezielle  Problem  der  eindimensionalen 
unstetigen    Gasbewegung   eine   eingehendere  Behandlung   erfahren  hat. 

Hier  ist  das  Problem  folgendes:  Das  Gas  wird  in  einem  Cylinder 
mit  festen  Seitenwänden  eingeschlossen  gedacht;  es  wird  vorausgesetzt, 
dass  die  Bewegung  nur  in  der  Richtung  der  Cylinderaxe  (a:-Axe)  er- 
folgt und  in  einem  bestimmten  Augenblick  in  jedem  Querschnitte 
senkrecht  zur  Cylinderaxe  die  Dichte  und  die  Geschwindigkeit  kon- 
stant seien.  Der  Anfangszustand  und  die  Bewegung  der  Cylinder- 
deckel  sind  gegeben.  Die  analytische  Formulierung  des  Problems  ist 
dainit  folgende: 

Es  sollen  x^(ay  t)y  x^(ay  t)  und  t=  0{a)  so  bestimmt  werden, 
dass, 

(28)  für<-<I.(«)>0    *;-^+-l^._X  =  0, 

(29)  mrt-<^{a)<0    ^'  +  ,^^-^  =  0. 

(30)  für  t  —  4>(o)  =  0        flJi  =  «ü 
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und  die  kinematischen  und   dynamischen  Kompatibilitätsbedingungen 
erfallt  sind,  die  fQr  Unstetigkeiten  erster  Ordnung 

für  Unstetigkeiten  zweiter  und  höherer  Ordnung  entsprechende  Glei- 
chungen liefern. 

Gegeben  sind  für 


(32) 


■x  =  f{a), 


(Erst  wenn  O  bestimmt  ist,  kann  man  entscheiden,  welche  der  Be- 
dingungen (32)  sich  auf  x^  und  welche  sich  auf  x^  beziehen.) 

Deutet  man  a  und  t  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  einer  Ebene, 
so  kommt  das  Problem  in  geometrischer  Ausdrucksweise  darauf  hinaus, 
zwei  Flächen  fl?i(a,  t)  und  x^{ay  t)  so  zu  bestimmen,  dass  sie  den 
Xo^an^e'schen  Gleichungen  genügen  und  im  übrigen  längs  einer 
Kurve,  deren  Projektion  in  der  a-^-Ebene  (t  =  <P(a))  aus  den  Kom- 
patibilitätsbedingungen zu  bestimmen  ist,  wohl  in  den  Ordinaten  x^ 
und  x^,  nicht  aber  in  aUen  ihren  Ableitungen  übereinstimmen,  sodass 
also  bei  Unstetigkeiten  erster  Ordnung  nur  die  Ordinaten,  bei  Un- 
stetigkeiten zweiter  Ordnung  Ordinaten  und  Tangentialebenen  längs  der 
genannten  Kurve  übereinstimmen  u.  s.  w. 

Diese  geometrische  Interpretation  lässt  auch  sofort  erkennen'^), 
wieso  die  Untersuchung  der  unstetigen  Bewegungen  (bei  Unstetigkeiten 
mindestens  zweiter  Ordnung)  in  enge  Beziehung  zur  Charakteristiken- 
theorie der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit 
zwei  unabhängigen  Veränderlichen  tritt,  indem  gerade  die  Charakte- 
ristiken solche  Kurven  im  Räume  sind,  dass  sich  längs  ihnen  zwei 
Integralflächen  der  Differentialgleichung  schneiden  und  berühren,  sodass, 
wenn  man  die  abwickelbare  Fläche,  deren  Rückkehrkante  die  Charak- 
teristik ist,  giebt,  mehrere  (und  zwar  unendlich  viele)  diese  abwickel- 
bare Fläche  längs  der  Rückkehrkante  berührende  Integralflächen  der 
Differentialgleichung  möglich  sind.  Die  Charakteristiken  werden  also 
gerade  die  Unstetigkeitslinien  zweiter  und  höherer  Ordnung. 

Speziell  bei  linearen  Differentialgleichungen  wird  die  Projektion 
der  Charakteristik  in  der  o-^- Ebene  unabhängig  von  der  jeweiligen 
Integralfläche,  sodass  man  häufig  auch  diese  Projektion  als  Charakte- 


83)  H.  Hugoniot,  J.  ^c.  polyt.  cah,  67  (1887),  p.  16  und  cah.  68  (1889),  p.  1; 
über  die  Theorie  der  Charakteristiken  partieller  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  vgl.  auch  11  A  6,  Nr.  48  (E.  v,Weber)  und  11  A  7  c,  Nr.  2  (Ä.  Sammerfeld), 

Snoyklop.  d.  mUb.  Wiwemsoh.    IV  t.  21 
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ristik  und  dementsprechend  die  Kurve  ^=  9{a)  als  Unstetigkeitslinie 
bezeichnet. 

Zu  einer  vorgelegten  linearen  Differentialgleichung 

(33)  ^  — +  2Bj^  +  Cj^=D(a,  «,  o;,  ^,  ^), 

WO  Äy  By  C  Funktionen  von  a  und  t  allein  sind,  wird  die  Gleichung 
der  Charakteristiken 

(34)  Cda^  —  2Bdadt  +  ^d^>  ==  0, 

sodass  es  also  zwei  Scharen  von  Charakteristiken  giebt,   deren  jede 
durch  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  bestimmt  ist. 

Die  Neigung  der  Tangente  jr-  an  die  Charakteristik  giebt  gerade 

die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Unstetigkeit,   die   im  übrigen 
auch 

=  + 


da 
ist.    Der  zwiefache  Wert  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  entspricht 
dem  Umstände  y  dass  sich  die  Unstetigkeit  in  zwei  entgegengesetzten 
Richtungen  fortpflanzen  kann. 

6.  Nähere  Ausführungen  ztim  Problem  der  eindimensionaleii 
unstetigen  Gasbewegung.  Auch  das  Problem  der  eindimensionalen 
unstetigen  Gasbewegung  ist  in  der  in  der  vorigen  Nr.  6  skizzierten 
Allgemeinheit  nicht  gelöst,  wohl  aber  sind  wichtige  Spezialfälle  näher 
untersucht. 

J.  Hddamard  ^)  behandelt  eingehend  den  Fall,  dass  die  Gas- 
teilchen nur  unendlich  kleine  Verschiebungen  gegenüber  ihren  Anfangs- 
lagen erleiden,  sodass  man 

a?  =  a  +  «^  (öt,  0 
und 

P  =  9o(V-Ä»^) 

setzen  kann,  wo  b  eine  sehr  kleine,  k  und  k^  endliche  Konstanten  be- 
deuten. Wirken  keine  äusseren  Kräfte,  so  ergiebt  sich  für  x^  und  x^ 
die  Gleichung  der  schwingenden  Saite  *^) 

Für  Unstetigkeiten  erster  Ordnung  folgt  für  O  aus  (31) 

d^ ,    £ 

da  ~±  ^  j 

sodass  die  Unstetigkeitslinien  gerade  Linien  werden;  sie  sind  es  aber 

34)  Leyons,  p.  147. 

8ö)  Vgl.  n  A  7c,  Nr.  18  {A,  Sammerfeld), 
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nur  solange  ünstetigkeitslinien,  als  man  die  Randwerte  so  wählt^  dass 

9  X  öx  /-«      .        .  Sx 

j-  und   -TT  am  Rande  unstetig  sind,   da  aus   der  Stetigkeit  von  j- 

und  5f  am  Rande,  diese  insbesondere  auch  in  den  Schnittpunkten  der 

eventuellen  ünstetigkeitsgeraden  mit  den  Eoordinatenaxen  a  und  t,  also 
auch  auf  den  Geraden  selbst  folgt '^). 

Für  ünsteHgJceiten  zweiter  Ordnung  ist  die  Gleichung  (31)  durch 
folgende  drei  zu  ersetzen: 


r8^x-\ d^  r  d^x  1 

Ua«J~  da  Vsadty 

r  a*g  1 d^  f— 1 


^ft"J 


sodass  wiederum: 


d^ ,    J^ 

da  ~±  * 


Hier  können  nunmehr  selbst  bei  stetigen  und  differentiierbaren  Rand- 
werten aus  den  Punkten  (0,  0)  und  (0,  1)  ünstetigkeitsgeraden  aus- 
gehen, wie  sich  auch  unmittelbar  aus  der  Charakteristikentheorie  er- 
giebt:  +  h  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  XJnstetigkeit,  d.  h. 
es  werden  an  beiden  Gylinderdeckeln  zur  Zeit  1^=0  Wellen  zweiter 
Ordnung  entstehen,  welche  sich  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  k 
in  entgegengesetzten  Richtungen  fortpflanzen. 

Innerhalb  der  Gebiete,  welche  durch  die  Ünstetigkeitsgeraden 
begrenzt  werden,  haben  x^  resp.  x^  als  Lösungen  der  Gleichung  der 
schwingenden  Saite  die  Form: 

F^{a  +  Tct)  +  F^{a  —  U), 

Damit  kann  das  Problem  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Reflexion  der 
Wellen  an  den  Gylinderdeckeln*^)  genau  nach  denselben  Prinzipien 
gelöst  werden,  nach  welchen  6r.  Monge ^)  das  Problem  der  schwingen- 
den Saite  löst. 

Den  Fall  der  endlichen  Verschiebungen  für  den  wnendlichen  Cylinder 
behandelte  zuerst  B.  Rietnann^^),  Er  benützt  die  Euier^nGhe  Form  der 
Grundgleichungen : 


36)  Hadamard  nimmt  von  vornherein  an,  die  Unstetigkeiten  seien  zweiter 
Ordnung. 

37)  Hadamard,  p.  147. 

38)  J.  äc   polyt.  cah.  15  (1809),  p.  118. 
89)  Lnftwellen,  p.  146. 
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du 


dlogQ 


(36) 


FT    +"    äi »»W-Fi-' 


a«' 


in  denen  j?  =  9(p)  und  q>'{Q)  =  ^  gesetzt  ist,  und  nimmt  den  An- 
fangszustand  stetig  in  g,  u  an.     Er  führt  nun  r  und  s 

2r  =  /-(p)  +  «,     2s  =  /-(p)-«, 


wo 


/■(e)  =  JWÖp)  «^  log  (• 


ist,  als  neue  abhängige  Variable   ein   und   folgert  aus   den   so  enV 
stehenden  Gleichungen 


(37) 


dt 


dx 


dasB  ein  bestimmter  Wert  von  r  zu  grösseren  Werten  von  x  (nach 

vorwärts)  mit  der  Geschwindigkeit  Yq/  (p)  -f-  ti,  ein  bestimmter  Wert 
von  s  zu  kleineren  Werten  von  x  (nach  rückwärts)  mit  der  Ge- 
schwindigkeit yqp'(p)  —  fi  zurückt. 

Wählt  man  den  Anfangszustand  speziell  so^  dass  ausserhalb  eines 
endlichen  durch  die  Ungleichheiten  Xi<ix<CX2  begrenzten  Gebietes  u 
und  Q  und  folglich  auch  r  und  s  konstant  sind  und  unterscheidet  man 
die  Grössen  durch  die  angehängten  Indices  1  und  2,  so  rückt  nach 
dem  eben  Gesagten  die  hintere  Gh*enze  x^  mit  der  Geschwindigkeit 

y^'CPi)  4"  **i  ^*^^  vorwärts,  die  vordere  Grenze  rc,  mit  der  Geschwin- 
digkeit VyXPi)  —  ^1  ^^^  rückwärts. 

In   der  o;  9 -Ebene   entspricht   diesem   Umstände   ein   konstantes 

Fortschreiten  eines  jeden  der  Punkte 
der  Kurve,  die  die  Verteüung  der 
Dichte  in  jedem  Augenblicke  repräsen- 
tiert. Da  9>'(p)  ^^  wachsendem  q  bei 
keinem  Gase  abnimmt,  so  wächst  die 
Geschwindigkeit  bei  wachsendem  q, 
sodass  Punkte  mit  grösseren  Ordi- 
naten  solche  mit  kleineren  schliess- 
lich einholen,  womit  die  Kurve  in 
dem  bezeichneten  Punkte  eine  senkrechte  Tangente  haben  wird,  d.  h. 

■^  wird  unendlich:   die  Dichte   erleidet   einen   endlichen  Sprung,  es 

vX 


Fig.  1. 
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entsteht  also  ein  Verdichtungsstoss^).     Fig.  1  zeigt  diese  Verhältnisse^ 

im  Falle  u  grösser  als  y^^fi),  cL h.  grösser  als  Schallgeschwindigkeit  ist. 

Riemann    beweist,    dass    unter    Voraussetzung    des    Boyle^sohen  > 
/??i£i  =  const.  j   oder  des  Poisson'schen  Gesetzes  l^^  =  const.)   bei 

beliebigem  stetigen  Anfangszustand  im  allgemeinen  solche  Verdichtungs- 
stösse  entstehen. 

Solange  keine  derartige  Verdichtungsstösse  entstehen,  führt  Riemann 
das  Problem  auf  die  Lösung  einer  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung zurück.  Er  wählt  zu  dem  Zweck  r  und  s  als  unabhängige 
Variabeln^  womit  er  für  x  und  t  folgende  lineare  Gleichungen  erhält: 

^{^—(^-W(fi))t)  ^      u log y^^) _ . \ 

dr  \    <21og9  /' 

sodass 

[x-{u  +  Wi9))  ^]dr  -[x-{u  —  'W(s))^]ds 

ein  vollständiges  Differential  wird,  dessen  Integral  w  der  partiellen 
Differentialgleichung 

genügt.     Dabei  ist 

eine  bekannte  Funktion  von  r  -{-  s. 

Die  Integration  der  Gleichung  (38)  gelingt  nun  für  jedes  Gebiet 
der  r5-£bene,   das   durch   eine   Kurve,   auf  der   die  Werte   von  Wy 

2~ ,  ^  gegeben  sind,  und  die  beiden  Geraden  r  =  const.,  s  =  const. 

begrenzt  wird,  durch  eine  Methode,  über  die  man  das  Nähere  in  dem 
Referate  über  Bandwertaufgaben  der  partiellen  Differentialgleichungen^^) 
(11  A  7  c,  A.  Sommerfeld)  vergleiche. 

Durchsichtiger  wird  der  üiemann'sche  Gedankengang,  wenn  man, 
wie  es  Hadama/rd^^)  thut,  von  der  Lagrange^schen  Form  der  Bewegungs- 
gleichungen ausgeht,  weil  hier  der  Zusammenhang  mit  der  Theorie 


40)  S.  Eamshaw,  London  Phil.  Trans.  160  (1860),  p.  138,   der  gleichzeitig 
mit  Riemann  das  Resultat  findet,  nennt  den  Verdichtungsstoss  eine  bore, 

41)  Diese  Gleichung  ist  bereits  von  Ä.  M.  Amph'e  aufgestellt,  aber  nicht 
integriert  worden  (J.  äc.  polyt.,  cah.  18  (1820),  p.  177). 

48)  Vgl.  n  A  7  c,  Nr.  8,  IL 
48)  Le9onB,  p.  162. 
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der  Charakteristiken  unmittelbarer  hervortritt.    Die  Ansgangsgleichong 
wird  in  diesem  FaU 


•  w  ;^  -  ^  © 


wo 


dx\^     dQ 


a 


m 

gesetzt  ist.  Durch  EinfÖhrung  von  -g^  =  u,  g—  =  <d  als  neuen  unab- 
hängigen^ e  ^^  ma  •■\'  ut  —  x  als  neuer  abhängigen  Variablen  (d.  h. 
Ausführung  der  sog.  Legendrt^sa^&n.  Transformation)  geht  (39)  in  die 
lineare  Gleichung: 

über,  die  nun  sofort  bezogen  auf  ihre  Charakteristiken**) 

u  '{•JySKjo)  d(o  =^^=^  const., 

u  —Jysi{(o)  dfi}  =  iy  =»  const 
als  neue  Koordinatenazen  in  die  (38)  entsprechende  Gleichung 

(«)  ax,  -  "•'  ^  - 1^)  - ».-) 

WO  m'  eine  gegebene  Funktion  von  5  —  '^  ist;  übergeht. 

Die  Lösungsmethode  von  (41)  ist  der  von  (38)  analog,  nur  hat 
man  zu  beachten,   dass  wenn  man  eine  Lösung  0  von  (41)  hat,  es 


44)  Vgl.  wegen  dieser  Zurückfühmng  von  (40)  auf  die  „Normalform**  (41) 
II  A  7  c,  Nr.  2  {A.  Sommerfeld). 

46)  Hadamard,  Lebens,  p.  168.  —  Für  9(9)  ==  cq"  geht  die  Gleichung  (41) 
in  die  sogen,  j^u^^sche  Gleichung: 


wo 

1  x  +  1 


ß 


2  X— 1 


ist,  über.    Diese  Gleichuog  hat  für  ganzzahlige  ß  das  allgemeine  Integral  von 
der  Form: 


wo  X  eine  beliebige  Funktion  von  £,  Y  eine  beliebige  Funktion  von  r\  bedeutet; 
ß  »  3  ergiebt  x  »»  1,40,  was  mit  praktisch  genügender  Genauigkeit  den  tat- 
sächlichen Verhältnissen  bei  Gasen  (x  «»  1,41)  entspricht  {Hadamard,  Le^ons, 
p.  168). 
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a-i 


a 


noch  eines  Beweises  bedarf,  dass  die  hieraus  berechneten  5—  =  a  und 

dz 

—  =s  ^  als  unabhängige  Variable  eines  Bewegungsvorgangs  wählbar 

sind  und  sie   auch  alle  Kombinationen,   für  die   ^  ^  0  ist^   wirklich 
annehmen**). 

?•  Fortsetzung:  Der  Hugoniot'sohe  Spezialfall  der  eindimen- 
sionalen unstetigen  Gasbewegung.  Die  in  voriger  Nr.  auseinander- 
gesetzte üimann'sche  Losungsmethode  behält  ihre  Gültigkeit  auch 
im  Falle  des  mdlichen  Cylinders  fiir  diejenigen  Teile  des  Cylinders, 
welche  von  den  an  den  Cylinderdeckeln 
entstehenden  Wellen  noch  nicht  erreicht  0 
sind.  In  der  That  kommt  in  diesem  Falle 
das  Problem  auf  die  Integration  von  (41) 
zurück y    unter    der   Voraussetzung,    dass 

z,^,^  längs  eines  Kurvenbogens  ge- 
geben sind,  der  selbst  keine  Wellenlinie 
ist  und  auch  von  keiner  der  beiden  Wellen- 
linien durch  den  Punkt,  für  den  man  die 
Lösung  sucht,  in  mehr  als  einem  Punkte 
geschnitten  wird.  Durch  Grenzübergang 
findet  man  dann  die  Lösung  auch  für  die 

Wellenlinien.  In  der  a^-Ebene  wird  dieser  Gültigkeitsbereich  (Fig.  2) 
durch  OAB  gegeben,  wenn  OA  und  BA  die  beiden  auf  den  Cylinder- 
deckeln zur  Zeit  t  =  0  entstehenden  Wellenlinien  sind. 

Die  Erledigung  des  allgemeinen  Problems  der  eindimensionalen 
Gasbewegung  würde  zunächst  die  Lösung  von  (39)  auch  für  die  Ge- 
biete Iq  und  I^  verlangen.     Indem  aber  durch  die  Randbedingungen 

für   a  =  0   und  a=  1    nur  x  und  u  gegeben  sind,   nicht  aber  j-, 

lässt  sich  für  diese  Gebiete  die  Legendre'sGke  Transformation  und 
damit  die  Zurückführung  von  Gleichung  (39)  auf  eine  lineare  partielle 
Differentialgleichung  nicht  ausführen.  Vielmehr  bleibt  das  analytische 
Problem,  die  Lösung  einer  nicht-linearen  partiellen  Differentialgleichung 
für  einen  Winkelraum  zu  bestimmen,  der  durch  eine  Wellenlinie  und 
eine  andere  Kurve  gegeben  wird,  auf  denen  jedesmal  die  Werte  der 
unbekannten  Funktion  x  gegeben  sind.  Bis  jetzt  giebt  es  für  diesen 
Fall  nur  Existenzbeweise  der  Lösung*^. 


Fig.  2. 


46)  Hadamard,  p.  172. 

47)  Note  von  E.  Ficofrd  in  G,  Darboux,  Theorie  des  sorfaces  4,  Paris  1896, 
p.  861—862. 
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Wäre  X  fiir  die  Gebiete  Iq  und  I^  bekannt^  so  konnte  es  ftir  das 
Gebiet  II  wiederum  durch  die  Riemann^sche  Methode  bestimmt  wer- 
den, da  diese  auch  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  dass  die  unbekannte 
Funktion  auf  zwei  sich  schneidenden  Charakteristiken  gegeben  ist^. 
Der  Bereich  //  ist  von  oben  wiederum  durch  zwei  Unstetigkeits- 
linien  begrenzt,  welche  durch  Reflexion  auf  den  Gylinderwänden  ent- 
stehen. Die  Bestimmung  der  Lösung  in  IIq  und  11^  ist  wieder  ein 
ähnliches  Problem  wie  die  Bestimmung  von  x  für  2q  und  I^. 

H,  Hugoniot^^)  hat  nun  die  Integralflächen  von  (39)  in  den  Ge- 
bieten Iq  und  I^  wenigstens  für  den  Fall  bestimmt,  dass  das  Gas  zur 
Zeit  ^  =  0  ruht.  Die  Integralfläche  im  Bereiche  I  ist  dann  durch 
die  Ebene  x  =  a  gegeben.  Die  Charakteristiken  in  der  a^- Ebene 
werden  die  geraden  Linien 

(42)  a  —  ya{m)t  =  0,    a  +  >/Ä(ö)^=l. 

Indem  die  Bestimmung  der  Integralfläche  z.  B.  für  das  Gebiet  I^  nach 
Nr.  5  auf  die  Bestimmung  einer  Fläche  hinausläuft^  die  von  der 
Ebene  x  =  a  längs  der  Charakteristik  a  —  ySl(cai)t  =  0  berührt  wird, 
ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Fläche,  da  längs  einer  jeden  der  zweiten 
Schar  von  Charakteristiken  der  Fläche  angehörigen  Charakteristik 

u  -f"  /}/^(ß>)dß> 

konstant  ist,  diese  Eonstante  aber  —  weil  alle  diese  Charakteristiken 
die  erstere  schneiden  — 

sein  muss, 

(43)  »  +JVW)  din  =JYä{p)  da>  |„^„ 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  wird  eine  Funktion  der  Dichte  allein^). 

Gleichuug  (43)  ist  die  Gleichung  einer  abwickelbaren  Fläche*^), 
welche  aus  den  Daten  des  Problems  vollständig  bestimmt  werden 
kann:  aus  jedem  Punkte   der  vorgeschriebenen  Kurve  a?  =  /Jj(<)   für 

48)  Vgl.  11 A  7c,  Nr.  8,  II  (Ä.  Sommerfeld)  und  Hadamard,  Le9on8,  p.  166;  um 
die  Integration  auszufuhren,  muss  man  immer  auf  die  Gleichung  (40)  resp.  (41)  in 
z  zurückgehen,  denn  Gleichung  (89)  ist  in  x  nicht  linear. 

49)  Paris  C.  R.  101  (1885),  p.  794  und  J.  ^c.  polyt.  cah.  58  (1889),  p.  5. 

50)  Der  Fall  der  eindimensionalen  Gasbewegung,  wo  die  Geschwindigkeit 
bloss  von  der  Dichte  abhängt,  ist  bei  Biemann -Weher,  Partielle  Differential- 
gleichungen d.  Physik  2,  p.  475  behandelt. 

51)  Eine  abwickelbare  Fläche  geht  durch  die  Legendre'sche  Transformation 
in  eine  Kurve  über  und  eben  darum  kann  die  Legendre'ache  Transformation  zur 
Vereinfachung  der  Integration  der  Grundgleichung  im  Gebiete  i^,  /|  nicht  be- 
nützt werden. 
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a  =  0  resp.  x  =  f^{t)  für  a  =  1  in  der  a^- Ebene  geht  eine  Er- 
zeugende der  Integralfläche  y  welche  der  Fortpflanzung  der  am  Cylinder- 
deckel  zu  jeder  Zeit  entstehenden  ünstetigkeit  zweiter  Ordnung  ent- 
spricht. Die  abwickelbare  Fläche  stellt  daher  die  Bewegung  dar, 
welche  durch  die  Gesamtheit  der  aus  der  vorgeschriebenen  Bewegung 
der  Cylinderdeckel  hervorgebrachten  Wellen  gebildet  wird.  Hugoniot 
hat  die  speziellen  Fälle  der  gleichmässig  beschleunigten  und  der 
harmonischen  Bewegung   der  Cylinderdeckel  eingehend  untersucht^*). 

Die  Hugoniof sehe  Lösung  verliert  ihre  Gültigkeit  auf  der  „Rück- 
kehrkante" der  abwickelbaren  Fläche:  auf  dieser  schneiden  sich  jeweils 
die  Nachbarerzeugenden  der  Fläche ,  sodass  sich  auf  dieser  Linie  die 
nach  einander  entstandenen  Wellen  überholen.  Die  Rückkehrkante 
wird  damit  der  Sitz  von  ünstetigkeiten*'),  deren  weitere  Verfolgung 
eine  grosse  Schwierigkeit  bietet,  indem  immer  die  im  Schnittpunkte 
zweier  Nachbarerzeugenden  entstehenden  Wellen  sich  der  im  Schnitt- 
punkte der  nächsten  beiden  Erzeugenden  entstehenden  Welle  überlagern. 
Hadamard^)  versucht  die  Lösung  des  Problems  mit  Anwendung  von 
Potenzreihen  zu  geben,  deren  Konvergenz  jedoch  nicht  bewiesen  ist 
und  nach  Hadamard  bedeutende  Schwierigkeiten  bietet. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  die  Rückkehrkante  der  abwickel- 
baren Fläche  ein  Punkt  wird,  sodass  sich  alle  längs  den  Erzeugenden 
fortpflanzenden  Wellen  in  einem  bestimmten  Augenblick  in  einem 
Punkte  treffen,  entsteht  hier  ein  einfacher  Verdichtungsstoss*^).  Aber 
auch  in  diesem  Falle,  wo  eine  einzige  Stosswelle  entsteht,  ist  die  Be- 
handlung des  Problems  noch  schwierig,  da  die  Gebiete,  in  welchen 
die  Funktionen  x^  und  x^  gesucht  werden,  nicht  wie  bei  den  Be- 
schleunigungswellen von  vornherein  bekannt  sind,  indem  sich  Stoss- 
wellen  im  allgemeinen  nicht  längs  Charakteristiken  fortpflanzen. 

Die  ^ei^on^'o^'sche  Lösung  verliert  natürlich  auch  in  jenem  Falle 
ihre  Gültigkeit,  in  welchem  die  sich  stetig  ändernde  Geschwindigkeit 
des  Cylinderdeckels  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  bereits  ent- 
standenen Beschleunigungswellen  übertriflPt,  so  dass  der  Cylinderdeckel 
selbst  die  Wellen  überholt;  ebenso  kann  bei  entsprechender  dilatieren- 
der  Bewegung  des  Cylinderdeckels  ein  Vakuum  in  unmittelbarer  Nähe 
des  Cylinderdeckels  entstehen. 

Wird  dem  Cylinderdeckel  plötzlich  eine  konstante  Geschwindig- 
keit erteilt,  so  lässt  sich  die  Bewegung,  welche  dann  in  einem  eben- 

52)  J.  äc.  polyt.  cah.  58  (1889),  p.  88,  46. 

63)  Vgl.  oben  Nr.  6. 

64)  Le90ii8,  p.  207. 

66)  Hugoniot,  J.  äc.  polyt.  cah.  58  (1889),  p.  62. 
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falls  anfangs  ruhenden  Gase  vor  sich  geht,  yoUkommen  auf  Grund 
der  dynamischen  und  kinematischen  Eompatibilitätsbedingungen  be- 
handeln"^*). 

8«  Sohluss:  Thermodynamisohe  Diskussion  im  Falle  von  StoBs- 
wellen.  Im  Anschluss  an  die  Aufstellung  der  Gleichungen,  welche 
im  Falle  einer  Unstetigkeit  erster  Ordnung  zwischen  den  unstetigen 
Elementen  und  der  Fortpflanzimgsgeschwindigkeit  der  Unstetigkeit 
bestehen,  behandelt  Riemann^'^)  die  Frage,  welche  Unstetigkeiten  sich 
zu  einer  gegebenen  Zeit  von  einer  gegebenen  Stelle  aus  bei  gegebenen 
Unstetigkeiten  fortpflanzen  können.  Er  findet,  dass  diese  Gleichungen 
(Kompatibilitätsbedingungen)  entweder  durch  zwei  von  der  Stelle  aus 
nach  entgegengesetzten  Seiten  laufende  Verdichtungsstösse,  oder  durch 
einen  vorwärtslaufenden,  oder  durch  einen  rückwärtslaufenden  befriedigt 
werden  können;  endlich  kann  es  eine  Lösung  ohne  Verdichtungsstoss 
geben,  sodass  die  Bewegung  nach  den  anfangs  aufgestellten  DifiPe- 
rentialgleichungen  erfolgt.  Es  verfolgt  dies  im  einzelnen  noch  weiter 
unter  Annahme  des  Boyle^schen  Gesetzes  für  die  Abhängigkeit  des 
Druckes  von  der  Dichte. 

Indes  ist  hier  zu  beachten,  dass  Rieniann^^)  bei  seinen  Ausfüh- 
rungen annimmt,  dass  der  Druck  immer  dieselbe  Funktion  q)  der 
Dichte  bleibt,  ihre  Form  also  durch  den  Durchgang  der  Unstetigkeit 
nicht  beeinfiusst  wird,  also  z.  B.  im  Falle  des  Poissoji^schen  Gesetzes 
p  =  Cq*  bei  adiabatischen  Erscheinungen  die  Konstante  C  vor  und 
nach  der  Unstetigkeit  dieselbe  bleibt.  Hugoniot^^)  machte  zuerst  auf 
das  Unberechtigte  dieser  Voraussetzung  aufmerksam. 

Wendet  man  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  dem  Gase 
von  aussen  keine  Wärme  zugeführt  wird  und  dass  auch  während  des 
Durchganges  der  Unstetigkeit  kein  Wärmeaustausch  der  benachbarten 
Teile  des  Gases  stattfindet,  auf  das  Gasvolumen,  welches  während  der 
Zeit  dt  durch  die  Unstetigkeitsfläche  hindurchfliesst  den  Energiesatz 
an  und  berücksichtigt,  dass  durch  die  plötzliche  Änderung  der  kine- 
tischen Energie  auch  die  innere  Energie  des  Gases  eine  plötzliche 
Änderung  ertährt,  so  erhält  man,  wenn  die  innere  Energie  der  Volumen 

einheit    des   Gases   =    -__     gesetzt  wird,  die  Gleichung: 
(44)        p^  Ui  —  i)j w,  =  ^^-^^  (pi  Ol  —  ft  (Dj)  +  9o  ö  -  — "^^  -  • 


56)  Vgl.  H.  Schert  und  H.  Hugoniot,  Paris  C.  R.  08  (1884),  p.  607. 

67)  Luftwellen,  p.  156;  Riemann- Weher  2,  p.  480. 

68)  Luftwellen,  p.  147. 

69)  J.  äc.  poljt.  cah.  68  (1889),  p.  80. 
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Durch  Berücksichtigung  der  Eompatibilitatsbedingungen  erhält 
man  hieraus: 

(45)  Y  (Pi  +  Pi)  (cJi  —  ©»)  =  TZTi  CPi  ^1  —  P2  ö«)- 

Nimmt  man  also  an,  dass  im  Gebiete  1  das  Pois^on'sche  Gesetz 
gilt,  so  wird,  da  bei  gegebenem  Druck  p^  durch  (45)  auch  a^  be- 
stimmt ist,  im  allgemeinen  nicht 

sein.  Vielmehr  muss  man,  um  der  Gleichung  (45)  zu  genügen,  die 
Zustandsgieichungen  des  Gases  vor  und  nach  dem  Durchgange  der 
ünstetigkeit  in  der  Form 

schreiben,  wo  C^,  C^  verschiedene  Konstanten  bedeuten,  wodurch  dem 
Umstände  Rechnung  getragen  ist,  dass  z.  B.  im  Falle  von  Verdich- 
tungsstössen  bei  dem  Durchgange  der  Ünstetigkeit  kinetische  Energie 
in  Wärmeenergie  übergeht,  was  eben  Riemann  nicht  berücksichtigt. 

Die  Poisscm'sdie  Gleichung  gilt  daher  nur  für  Stellen  des  Gases, 
an  denen  die  Geschwindigkeit  sich  stetig  ändert;  sie  wird  die  statische 
Adiabatizitätsgleichung  in  Gegensatz  zu  der  dynamischen  Adiabatizi- 
tätsgleichung  (45)  genannt^);  nach  ihr  entspricht  einer  plötzlichen 
Änderung  der  Dichte  eine  grössere  Änderung  des  Druckes  als  nach 
der  Poisson'Bchen  Gleichung. 

Lord  Bayleigh^^)  leitete  aus  dem  Umstände,  dass  in  gewissen 
Fällen  aus  den  ü^emann'schen  Formeln  ein  Verlust  an  Energie  zu  folgen 
scheint,  einen  Einwand  gegen  die  Theorie  Riemann* s  her.  H.  Weber  ^^ 
sucht  diesem  Einwände  mit  der  Bemerkung  zu  begegnen,  dass  bei 
plötzlicher  Geschwindigkeitsänderung  in  jedem  mechanischen  System 
ein  Energieverlust  auftritt,  und  zeigt,  dass  auf  Grund  der  Riemann- 
sehen  Annahme  in  der  That  z.  B.  für  den  Verdichtungsstoss  ein  Ver- 
lust an  mechanischer  Energie  auftritt.  Seine  befriedigende  Erledigung 
findet  aber  der  Einwand  RayleigV%  erst  durch  Heranziehung  der  thermo- 
djnamischen  Betrachtungen  Hugoniot'Sy  indem  hier  gezeigt  wird,  wieso 
der  Verlust  von  kinetischer  Energie  durch  ihren  Übergang  in  Wärme 
durch  die  Änderung  des  Zustandsgesetzes  vor  und  nach  der  Ünstetig- 
keit  erklärt  wird.     In  dieser  Weise  findet  sich  die  Frage  auch  bei 


60)  Hadamard^  Le9on8,  p.  192. 

61)  Theorj  of  Sound  2.  äd.  London  1896,  2,  p.  82. 

62)  Vgl.  Btemann- Weber,  Part.  Differentialgleichungen  2,  p.  489—499. 
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C,E.  Curry ^^),  E.  Stodola^)  und  R.  Prodl^%  benanaelt,  wo  jedoch 
Htigoniot  nirgends  erwähnt  wird. 

Die  Hugoniotsc^Q  thermodynamische  Diskussion  giebt  uns  gleich- 
zeitig auch  die  Mittel,  um  den  Beweis  zu  führen,  dass  sich  in  Gku9en 
nur  Verdichtungsstösse  aber  keine  Verdünrmngsstosse  fortpflanzen  können. 

Riema/nr^  hat  zwar  alle  möglichen  unstetigen  Anfangszustande 
durch  Annahme  von  Verdichtungsstössen  allein  erledigt*^.  Die  Bie- 
mann'sche  Lösung  ist  jedoch  nicht  die  einzig  mögliche  Lösung  des 
Systems  der  Eompatibilitätsbedingungen:  es  könnten  vielmehr  bei  den- 
selben Anfangszuständen  eventuell  auch  alle  diese  Bedingungen  er- 
füllende Verdünnungsstösse  auftreten  •^). 

Auch  ergiebt  sich  die  Unmöglichkeit  von  Yerdünnungsstössen 
keineswegs  aus  dem  Energiesatz:  aus  der  ^ti^onio^ 'sehen  Gleichung 
(44)  resp.  (45)  ergiebt  sich  für  einen  Verdichtungsstoss  (z.  B.  6  >  0, 
(Ol  >  o,)  eine  Erwärmung  des  Gases  auf  Kosten  seiner  kinetischen 
Energie,  für  einen  Verdünnungsstoss  (6  >  0,  ©i  <  o,)  die  umgekehrte 
Erscheinung:  ein  Zuwachs  von  kinetischer  Energie  begleitet  durch 
eine  Abkühlung  des  Gkwes*'). 

Die  Unmöglichkeit  der  Fortpflanzung  von  Yerdünnungsstössen 
ergiebt  sich  vielmehr  aus  dem  zweiten  Hauptsatz  der  Thermo- 
dynamik^). Ein  Verdichtungsstoss  ist  keine  rein  adiabatische  Er- 
scheinung, denn  obwohl  dem  Gase  von  cmssen  keine  Wärme  zugeführt 
wird,  giebt  es  doch  eine  endliche  Wärmemenge,  die  aus  kinetischer 
Energie  (etwa  durch  innere  Reibung  zwischen  den  mit  endlich  ver- 
schiedenen Geschwindigkeiten  fortschreitenden  Gasteilchen)  erzeugt 
wird.  Bei  dem  Durchgange  einer  Gasmasse  durch  die  Unstetigkeits- 
fläche  erföhrt  also  dieselbe  einen  Zuwachs  an  Entropie^^),  Die  um- 
gekehrte Erscheinung  —  ein  Verdünnungsstoss  —  also  der  Über- 
gang von  Reibungswärme  in  kinetische  Energie,  die  Abnahme  der 
Entropie  des  Gases,  ist  also  nach  dem  erwähnten  Hauptsatz  unmöglich. 


68)  Ann.  Phys.  Cham.  (8)  61  (1894),  p.  460. 

64)  Die  Dampfkurbinen  und  die  Aussichten  der  Wärmekraftmaschinen, 
3.  Aufl. ,  Berlin  1906,  p.  60. 

66)  Zeitschr.  für  das  gesamte  Turbinenwesen  1  (1904),  p.  161. 

66)  Hadamard,  Le9ons,  p.  194^199. 

67)  Die  TTeder^schen  Betrachtungen  ®')  sind  auf  die  ^iemann'sche  Annahme 
über  die  Form  der  Funktion  9(9)  gegründet  und  können  darum  die  Frage  nicht 
endgültig  erledigen. 

68)  (r.  Zemplen,  Paris  C.  B.  141  (1906),  p.  710;  durch  Heranziehung  des 
Potentials:  E.Jouguet,  Paris  C.  R.  182  (1901),  p.  678,  und  mit  Hilfe  der  Quasi- 
wellen (s.  unten  Nr.  14)  Paris  C.  B.  138  (1904),  p.  1686. 

69)  VgL  V  8,  Nr.  11—14  (Bryan), 
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Durch  den  Einwand  Hugoniot^s  kompliziert  sich  auch  das  Problem 
der  eindimensionalen  Gasbewegung  der  Nrn.  5,  6  u.  7,  da  nach  Durch- 
gang einer  Unstetigkeit  der  Druck  nicht  nur  eine  Funktion  von  cd, 
sondern  auch  von  a  wird. 

Hugoniof^^)  stellt  die  Gleichung  auf,  welche  für  diesen  Fall  an 
Stelle  von  (39)  tritt;  er  erhält  zwei  partielle  Differentialgleichungen 
vierter  Ordnung,  die  er  jedoch  irrtümlicherweise  auf  eine  einzige 
Gleichung  dritter  Ordnung'^)  zurückführt.  Die  Behandlung  dieser 
Gleichungen  wurde  bis  jetzt  noch  nicht  in  Angriff  genommen. 

9«  Allgemeinere  eindünensionale  Probleme  mistetiger  Gas- 
bewegnng.  Das  bisher  behandelte  Problem  der  eindimensionalen  Gas- 
bewegung, bei  der  die  Geschwindigkeit  und  die  Dichte  jeweils  längs 
Ebenen  konstant  war  und  sich  nur  in  Richtung  der  gemeinsamen 
Normalen  änderte,  wurde  von  E.  Lipschitz  in  der  Weise  verall- 
gemeinert^^), dass  er  statt  der  Ebenenschar  eine  im  Räume  feste 
Flächenschar  wählt,  bei  der  sich  Geschwindigkeit  imd  Dichte,  in  Rich- 
tung der  Normalen,  von  Fläche  zu  Fläche  ändern,  während  sie  für  die 
einzelne  Fläche  konstant  sind. 

Es  zeigt  sich,  dass  hierfür  nur  Scharen  von  Flächen  mit  kon- 
stanten Hauptkrümmungen  in  Betracht  kommen,  sodass  zu  dem  Fall 
paralleler  Ebenen  nur  noch  die  Fälle  konzentrischer  Kugeln  und  ko- 
axialer Kreiscjlinder  hinzutreten. 

ü.  Lipschitz  untersucht  nun  die  Fälle,  in  welchen  die  dies- 
bezüglichen Gleichungen  auf  lineare  zurückgeführt  werden  können; 
man  bedarf  hierzu  spezieller  Voraussetzungen  teils  über  die  Verteilung 
der  Dichte,  teils  über  die  äusseren  Kräfte. 

Die  Übertragung  der  i^i^mann'schen  Resultate  bezüglich  der  un- 
stetigen Bewegungen  ist  aber  bisher  nicht  versucht  worden,  obwohl  die 
Bestinmiung  der  Wellenflächen  zweiter  Ordnung,  wenigstens  in  den 
Fällen,  wo  die  Reduktion  auf  lineare  Gleichungen  gelingt,  keine 
Schwierigkeiten  bietet. 

Eine  andere  Verallgemeinerung  des  eindimensionalen  Riemanfir 
sehen  Problems  erhält  man,  wenn  man  die  Bewegxmg  eines  Gases  in 
einer  Röhre  mit  veränderlichem  Querschnitte  untersucht;  die  so  ent- 
stehende Bewegung  ist  zwar  streng  genommen  keineswegs  eindimen- 
sional (Dichte  und  Geschwindigkeit  sind  in  einem  Querschnitte  nicht 
konstant),  kann  jedoch  mit  gewisser  Annäherung  als  solche  betrachtet 
werden,   wenn  man   auf  je    einen   Querschnitt   bezogene  Mittelwerte 

70)  J.  (Sc.  polyt.  cah.  68  (1889),  p  93. 

71)  Hadamard,  Le90ii8,  p.  198. 

72)  J.  f.  Math.  100  (1887),  p.  89. 
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von  Dnick  und  Geschwindigkeit  einführt.  Das  Problem  ist  in  dieser 
Form  besonders  wichtig  wegen  seiner  Anwendung  auf  die  Dampf- 
strömung in  Turbinendüsen.  E,  Stodola  hat  Druckerscheinungen  in 
Turbinendüsen  beobachtet,  welche  auf  Riemcmn'sche  Yerdichtungs- 
stösse  bei  dem  Bewegungsvorgange  schliessen  lassen^'). 

£s  spielt  jedoch  hier  die  Wärme  eine  so  wesentliche  BoUe^  dass 
bezüglich  der  weiteren  Behandlung  des  Problems  auf  das  Referat  über 
technische  Wärmetheorie  (V  5,  Schröter-Prandtl)  verwiesen  werden  muss. 

10.  Zweidimensionale  Probleme  unstetiger  Gasbeweg^ong.  Gas- 
bewegungen^  bei  welchen  der  Zustand  in  jedem  Augenblicke  von  zwei 
Koordinaten  abhängt,  sind  bis  jetzt  ohne  Vernachlässigung  der  nicht- 
linearen Glieder  der  Etdef^schen  Bewegungsgleichungen  nur  erst  wenig 
untersucht  worden. 

Es  gehört  hierher  die  strenge  Behandlung  der  Bewegung  eines 
Gases  in  einem  Ereiscylinder,  wenn  man  ausser  der  Andenuur  des  Zu- 
Standes  in  Richtung  der  CylLderaxe  die  Änderung  in  Sung  der 
Radien  im  einzetoen  Querschnitt  berücksichtigt.  In  erster  Annähe- 
rung kann  man  dann  ähnlich  auch  Röhren  von  veränderUchem  kreis- 
förmigen Querschnitt  behandeln. 

L.  PrandÜ  ^^)  hat  so  die  Bewegung  untersucht^  welche  in  einem 
aus  einer  kreisförmigen  Öffiiung  ausfliessenden  Gasstrahl  vor  sich 
geht;  &lls  der  Überdruck  im  Kessel  grösser  ist  als  der,  welcher  ge- 
nügt, dem  Gase  Schallgeschwindigkeit  zu  erteilen.  Bei  solchem  Über- 
druck treten  relativ  zur  Ausflussöffnung  stehende  Dnstetigkeiten  (ab- 
wechselnde Verdünnungen  und  Verdichtungen)  '*)  auf,  welche  R,  Emden 
als  ebene  Schallwellen  betrachtete,  woraus  er  den  Schluss  zog,  dass 
der  Strahl  mit  Schallgeschwindigkeit  fliesse  und  überhaupt  eine  höhere 
mittlere  Geschwindigkeit  nie  annehmen  könne.  Haben  wir  hier  that- 
sächlich  mit  Stosswdlen  zu  thun,  so  strömt  das  Gas  relativ  zur  ün- 
stetigkeitsfläche  mit  der  Geschwindigkeit 


e 


—  Pi  9i 


und  da  bei  allen  Gasen 


78)  Die  Dampfturbinen,  p.  18. 

74)  Physik.  Zeitschr.  5  (1904),  p.  599. 

75)  Vgl.  jR.  Emden,  Über  AuBströmungserscheinungen  permanenter  GUse, 
Habilitationsschrift,  Leipzig  18tf9;  Ann.  Phys.  Chem.  (3)  69  (1899),  p.  264  u. 
426;  P.  Emden,  Diss.  Basel  1903. 
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so  folgt,  dass  solche  Unstetigkeiten  nur  dann  auftreten  können, 
wenn  die  Strömungsgeschwindigkeit  des  Gases  die  seinem  Zustande 
entsprechende  Schallgeschwindigkeit  übersteigt. 

L,  Prandä  giebt  für  den  Fall  stetiger  Bewegung  und  kleiner 
Wellenamplitude  eine  Lösung  der  Bewegungsgleichungen. 

Es  existiert  ein  Geschwindigkeitspotential  9p;   macht  man   für  q> 

den  Ansatz: 

q)  =s  ux  -{-  a  sin  ßx  f(r) 

(x,  r  Cylinderkoordinaten,  ü  Mittelwert  von  u),   so   erhält   man   für 

f(r)  die  Formel: 

f(r)  =  C,JOiar)  +  C,Y\ar), 

WO  J^  und  Y^  BesseTsche  Funktionen  sind;  a  und  ß  sind  dabei  durch 
die  Beziehung 


«^ul/S-i 


aneinandergeknüpft,  c  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles 
bei  dem  betreffenden  Zustand  des  Gases. 

Ist  d  der  mittlere  Strahldurchmesser,  so  wiederholt  sich  dieselbe 
Erscheinung  in  Intervallen 

(46)  X  =  const.  3  Y~*  —  ^  5 

X  wird  daher  die  „Wellenlänge^'  genannt;  da  X  nur  für  ü}y>c^  reell 
ist,  so  tritt  die  ganze  Erscheinung  nur  bei  Strömungen  über  Schall- 
geschwindigkeit auf. 

Eine  ähnliche  Formel  wie  (46)  gilt  auch  für  ein  Gas,  das  aus 
einem  länglichen  Schlitz  von  konstanter  Breite  ausfliesst.  Hier  hat 
L.  PrandÜ  die  Entstehung  und  Fortpflanzung  von  Unstetigkeiten 
wenigstens  qualitativ  verfolgt. 

Am  Rande  der  Öffnung  ÄÄ  (vgl.  Fig.  3)  erleidet  der  Druck  p 
eine  plötzliche  Änderung;  es  entsteht  daher  ein  Verdünmmgsstoss'^ 
derselbe  löst  sich  jedoch  sofort  in  zwei 
immer  weiter  von  einander  rückende  Ver- 
dünnungswellen zweiter  Ordnung  auf  (1,  2 
und  1',  2'  in  der  Figur  3);  treffen  diese 
Wellen  die  gegenüberliegende  Grenzfläche  des 
Gasstrahls  und  der  ruhenden  Atmosphäre,  so  ^ig,  3. 

werden  sie  als  Verdichtungsivellen  zweiter  Ord- 
nung (3,  4  imd  3',  4')  reflektiert,  welche  nun  immer  „steiler*'  werden 
und  infolge  Symmetrie  eben  im  Punkte,  wo   sie   die  ruhende  Atmo- 
sphärenwand treffen,  in  einen  Yerdichtungsstoss  übergehen,  der  jedoch 
sofort  beim  Entstehen  ab  Yerdünnungsstoss  reflektiert  wird;  von  da 
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an  wiederholt  sich  die  Erscheinung.  In  den  nicht-schraffierten  Feldern 
ist  die  Strömung  ungefähr  gleichförmig  und  geradlinige  in  den 
schraffierten  ungleichfönnig  und  krummlimg. 

Ist   der   Minimalwert   yon   u  =  Cy   so   fallt   1  mit  1',   2  mit  3^^ 

3   mit   2'   und  4   mit   4'   zusammen  und  es 
entsteht   die  Figur  4  mit  lauter  Feldern  ^   in 
e]-"^^'        denen  die  Strömung  ungleichförmig  und  krumm- 
linig ist. 

Obwohl  diese  Resultate  auf  kreisförmige 
Pig  4  Offiiungen  nicht  unmittelbar  übertn^en  werden 

können,  zeigen  die  mit  der  Interferenz  und 
Schlierenmethode  ausgeführten  Beobachtungen^^)  yon  Ausflusserschei- 
nungen bei  kreisförmigen  Öfinungen  eine  befriedigende  Überein- 
stimmung mit  diesen  theoretischen  Ergebnissen. 

11.  Dreidimensionale  Probleme  unstetiger  Gasbewegung  (Po- 
tential- und  Wirbelbewegung).  Bis  jetzt  sind  keine  speziellen  Fälle 
von  dreidimensionalen  Bewegungen  in  Bezug  auf  die  Entstehung  und 
Fortpflanzung  von  Unstetigkeiten  eingehend  untersucht  worden.  All- 
gemeine Bemerkungen  bezüglich  Potential-  und  Wirbelbewegung  findet 
man  bei  Hadamard'^'^): 

Ist  in  einem  Oase  wirbelfreie  Bewegung  vorhanden^  so  wird  die- 
selbe auch  nach  dem  Durchgänge  einer  Welle  zweiter  und  höherer 
Ordnung  wirbelfrei  bleiben,  während  eine  Stosswelle  im  allgemeinen 
Wirbel  hervorrufen  wird. 

Der  erste  Teil  der  Behauptung  folgt  daraus,  dass  die  Wirbel- 
komponenten bei  einer  longitudinalen  Unstetigkeit  mindestens  zweiter 
Ordnung  unverändert  bleiben  ^^  und  die  sich  in  G^en  fortpflanzenden 
Wellen  longitudinal  sind. 

Um  den  zweiten  Teil  zu  beweisen,  berechnet  Hadamard  die 
durch  die  Stosswelle  verursachte  Änderung  der  „Cirkulation'*^*) 

[udx  -{-  vdy  -\'  wdz) 

0 

auf  einer  geschlossenen  Linie. 

Auf  Orund  der  i^iemann'schen  Annahme  l>  =  9>(())  erhalt  er  für 
den  durch  die  Stosswelle  hervorgebrachten  Wirbel  5>  '»?;  5  i™  Punkte 
X,  y,  s  der  Unstetigkeitsfläche  oi 

76)  E.  Emden,  Ywasn,.  71).  S.  daselbst  nnd  im  Referate  über  technische 
Mechanik  Y  6  (ßchröier-PrandU)  die  weitere  Litteratur. 

77)  Le90n8,  p.  240,  868. 

78)  Vgl.  Hadamard,  Le9on8,  p.  116. 

79)  Vgl.  IV  16,  Nr.  la  [a.  E,  E.  Love). 
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dabei  ist  der  Zustand  des  Bereiches  1  als  Anfangszustand  betrachtet, 
^,  rj,  f^  sind  die  Komponenten  in  Bezug  auf  das  rechtwinklige  Axen- 
System  Z,  m,  n  mit  dem  Anfangspunkte  0  in  a?,  y,  0,  Ol  und  Om 
tangential  zur  Fläche  <y,  On  nach  dem  Bereiche  2  gerichtet.  77  ist 
durch  die  Gleichung 

(«)     IT-(/^).-(/n-'^&+^) 

gegeben.  Der  entstehende  Wirbel  ist  daher  als  Vektor  aufgefasst  immer 
tangential  zur  Stosswellenfläche  und  verschwindet  nur,  wenn  77  auf 
derselben  konstant  ist.  So  wird  z.  B.  bei  p  -=  Cq*  die  Bedingung 
für  das  Nichtentstehen  von  Wirbeln: 

-±^  (p,«+i  _  p,«+i)  -  |(f  -  '{)  -  i.Q,'-'  -  9/-»)  =  const. 

auf  6,  was  eine  ganz  besondere  Verteilung  der  Dichte  bedeutet. 

Auf  Grund  der  fliw^owio^'schen  Annahme  p^  =  9>i(Pi),  p^  =  9^2  (Pj) 

muss  in  Formel  (48)  J^^  und  J^^«>  anstatt  (/^\  und 
(   /       )    gesetzt  werden. 

Für  p^  =  C^Q^'' f  p^  =  CjPj*,  wo  nun  C^  und  Cj  Funktionen  von 
a,  h,  c,  t  sind,  erhält  man: 

*  (x-l)oV^i        dm         ^1        am/ 

l  e=        0 


(49) 


Während  jedoch  nach  der  Annahme  Riemann^a  die  durch  die 
StosswcUen  hervorgebrachten  Wirbel  nach  dem  Durchgange  der  Welle 
erhalten  bleiben,  erleiden  sie  auf  Grund  der  Hugoniofachen.  Annc^hme 
weitere  kontinuierliche  Änderungen,  da  p  jetzt  eine  Funktion  von  p, 

und  a,  6,  c  und  I  —  auf  einem  Kurvenbogen  zwischen  zwei  Punkten 

des  Gases  nicht  mehr  ein  vollständiges  Differential  ist. 

Es  ist  hiemach  der  Satz  von  Helmholtis  über  die  Erhaltung  der 
wirbelfreien  Bewegung  nur  mit  der  Einschränkung,  dass  keine  Stoss- 
wellen  entstehen,  gültig;  dieselben  können  aber  selbst  bei  ganz  stetigen 
Anfangszuständen  entstehen  und  so  Wirbel  hervorrufen. 

Bnojklop.  d.  math.  Wissenioh.    IV  2.  22 
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12.  Die  Bolle  der  Unsteügkeiten  in  der  Ballistik.  In  der 
Ballistik^  sowohl  in  der  äusseren  als  auch  in  der  inneren,  spielen  un- 
stetige Bewegungen  eine  wichtige  Bolle. 

a)  Äussere  Ballistik,  Hier  ruft  das  sich  in  der  Luft  bewegende 
Geschoss  in  derselben  eine  Bewegung  hervor,  bei  der  im  allgemeinen 
UnStetigkeiten  auftreten  und  die  genau  zu  verfolgen  fQr  das  Studium 
der  Luftbewegung  ebenso  wichtig  ist,  wie  fQr  das  der  Geschoss- 
bewegung. 

Bewegt  sich  das  Geschoss  mit  kleinerer  Geschwindigkeit  als  die 
des  Schalles  in  der  Atmosphäre  (ca.  330  m)  und  betrachtet  man  zur 
ersten  Orientierung  die  Bewegung  als  eindimensional,  so  entstehen  Ver- 
dichtungswellen  (2.  Ordnung),  welche  mit  wachsender  Zeit  ein  immer 
steileres  Dichtigkeitsgefälle  haben  werden,  im  Räume  a,  t,  x  durch  eine 
abwickelbare  Fläche  dargestellt  werden  können  und  auf  der  Rückkehr- 
kante derselben  in  einen  Yerdichtungsstoss  übergehen.  Im  drei- 
dimensionalen Räume  wird  die  Bewegung  wahrscheinlich  nicht  so 
einfach  und  es  ist  bis  jetzt  die  Fläche,  auf  der  sich  die  Yerdich- 
tungswellen    überholen,  nicht  experimentell  beobachtet  worden. 

Wird  die  Schallgeschwindigkeit  überschritten,  so  werden  die  ent- 
stehenden Yerdich tungswellen  vom  Geschosse  selbst  überholt,  es  wer- 
den daher  Yerdichtungsstösse  entstehen.  Yerdichtungsstösse,  welche 
sich  mit  dem  Geschosse  selbst  weiter  bewegen,  wurden  von  E,  Mach 
(1885)  zum  ersten  Male  beobachtet®®)  (Kopfwelle).  Zur  vollständigen 
theoretischen  Erklärung  der  Erscheinung  reichen  jedoch  die  bisherigen 
Untersuchungen  über  Luftwellen  nicht  aus. 

H,  Sehert  und  H.  Hugoniot^  fanden  für  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit einer  durch  eine  plötzlich  erteilte  Geschwindigkeit  V 
hervorgebrachte  Stosswelle  in  einem  ruhenden  Gase  von  der  kon- 
stanten Dichte  Pq,  Qq  im  Falle  des  eindimensionalen  Problems  unter 
Zugrundelegung  der  Hugoniot'Bchen  adiabatischen  Gleichung  (45): 


(50)  ö  =  4^r+]/(i±l)V+x?;-. 

0  hat  zwei  verschiedene  Werte  entsprechend  den  zwei  Wellen,  welche 
von  der  Fläche,  wo  die  Störung  eintritt,  in  zwei  verschiedenen  Rich- 
tungen auseinanderlaufen 

Das  würde  im  Falle  der  Geschossbewegung  ( V  Geschossgeschwin- 


80)  Die  Ergebnisse  der  experimentellen  Untersuchungen  über  durch  Oe- 
Bcbossbewegung  hervorgerufenen  Luftwellen  sind  samt  Litteratarang^be  bei  Crang 
(Ballistik  IV  18,  Nr.  la)  zusammengestellt;  vgl.  auch  8.  FinsterwcUder  (Aero- 
dynamik) IV  17,  Nr.  4. 


^ 


12.  Die  Bolle  der  Unstetigkeiteii  in  der  Ballistik.  815 

digkeit)  einen  Yerdichtungsstoss  an  der  Spitze  des  Geschosses  in  der 
Richtung  der  Geschossbewegong  und  hinter  dem  Geschosse  einen 
sofort  sich  auflösenden  Yerdünnungsstoss  mit  entgegengesetzter  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit ergeben.  In  Formel  (50)  gilt  das  positive 
Vorzeichen  der  Quadratwurzel  fOr  den  Yerdichtungsstoss. 
Ist 

7«>      ^Po 


(x-l)Po 


so  wird  nach  der  dynamischen  Eompatibilitatsbedingung  der  Druck  p 
hinter  dem  Geschosse  negativ,  das  Gas  wird  dem  Geschosse  nicht 
folgen,  es  entsteht  hinter  dem  Geschosse  ein  Yakuum;  für  x=^l,4 
würde  dies  bei  ca.  drei  und  halbfacher  Schallgeschwindigkeit  auftreten. 
Ö  ist  für  F  =  0  (unendlich  kleine  Gleichgewichtsstörung)  gleich 
der    Fortpflanzungsgeschwindigkeit    einer    Welle    zweiter    Ordnung; 

y 

0  wächst   mit  V  und  -^  konvergiert  für  F=  oo  zu  1.    Nach   den 

Experimenten  von  Mach  ist  jedoch  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  Kopfwelle  gleich  der  Geschossgeschwindigkeit  (was  hier  nur  bei 
V=  CO  der  Fall  ist),  der  Abstand  der  Kopfwelle  vom  Geschosse 
nimmt  aber  mit  der  Geschossgeschwindigkeit  zu.  Das  Geschoss  er- 
zeugt in  der  Tat  keine  Stosswellen  (die  Geschossgeschwindigkeit  wird 
nicht  „plötzlich^'  hervorgebracht),  sondern  eine  Reihe  von  Beschleu- 
nigungswellen, die  sich  in  gewisser  Entfernung  vom  Geschosse  über- 
holen und  eine  mit  dem  Geschosse  gleicher  Geschwindigkeit  sich  fort- 
pflanzende Stosswelle  bilden. 

Bezüglich  der  Geschossbewegung  ergiebt  sich  aus  der  Theorie 
der  Luftwellen  die  Berechnung  des  Luftwiderstandes,  welches  das 
Geschoss  erföhrt. 

Nimmt  man  auf  Grund  der  Erfahrung  0  =^V  imd  berechnet  aus 
den  Kompatibilitätsbedingungen  und  der  Gleichung  der  Adiabatizität 
bei  gegebenen  p^  (=  p^)^  a^  (=  ojq)  durch  Elimination  von  fi^  —  t«| 
und  (D,  die  Grösse  p,,  so  ergiebt  sich  aus  p^  — p^  ein  Maass  für  den 
Luftwiderstand  des  Geschosses®^). 

Die  Zahlenwerte  zeigen  fQr  die  dynamische  Adiabatizitätsgleichung 
eine  befriedigendere  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung  als  für  die 
statische. 

Das  Yerfahren  Vieüle^s  kann  dadurch  vervollständigt  werden,  dass 
man  nicht  p^  —  p^  als  Luftwiderstand  ansieht,  sondern  die  hinter  dem 
Geschosse  entstehende  Yerdünnungswelle  mit  in  Betracht  zieht    Hador 


81)  P.  VieiUe,  Memorial  des  poadres  et  salp^tres  10  (1900),  p.  266. 
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mard^^)  stellt  die  entsprechenden  Formeln  auf,  sie  zeigen  aber  eine 
schlechte  Übereinstimmnng  mit  der  Erfahrung. 

Es  ist  jedoch  klar,  dass  die  Ursachen  der  mangelhaften  Über- 
einstimmung im  unvollkommenen  Ausbau  der  Theorie^  aber  nicht  in 
ihren  Grundlagen  zu  suchen  sind^  denn  erstens  wird  die  Geschoss- 
bewegung in  grober  Annäherung  als  eindimensionales  Problem  be- 
handelt, zweitens  ist  selbst  unter  dieser  Voraussetzung  die  Frage  theo- 
retisch nicht  vollkommen  erledigt. 

b)  Innere  BallistiJc^^).  Bei  dem  Vorgange  der  Explosion  wird 
der  Raum,  welcher  zuvor  von  einem  Körper  (welcher  gewöhnlich 
unter  atmosphärischem  Drucke  steht)  erfiillt  war,  fast  momentan  von 
einem  Gase  von  sehr  hohem  Drucke  eingenommen,  es  entsteht  daher 
ein  Drucksprung,  eine  Unstetigkeit  erster  Ordnung,  welche  sich  nach 
den  oben  behandelten  Gesetzen  fortpflanzt.  Ohne  weiteres  können 
aber  die  Ergebnisse,  welche  sich  auf  die  Fortpflanzung  von  Stoss- 
wellen  in  homogenen  Gasen  beziehen,  nicht  auf  den  Vorgang  der 
Explosion  übertragen  werden,  wo  die  „Explosionswelle"  zwei  chemisch 
von  einander  verschiedene  Substanzen  von  einander  trennt;  bei  der 
Fortpflanzung  derselben  spielt  daher  nicht  nur  die  Ausgleichimg  des 
Druckunterschiedes  eine  Rolle,  sondern  auch  die  fortgesetzte  Ent- 
stehung neuer  Gasmengen  mit  bedeutendem  Drucke. 

Das  explosive  Praparat  wird,  wenn  es  ein  fester  Körper  ist, 
immer  in  Körnern  verteilt  im  Explosionsraume  gelagert,  so  dass 
zwischen  den  Körnern  Luft  unter  atmosphärischem  Drucke  vorhanden 
ist.  Die  durch  Entzündung  auf  einem  kleineren  Teile  des  Präparats 
entstandene  Stosswelle  pflanzt  sich  in  dem  Gase,  welches  sich  zwischen 
den  Körnern  befindet,  fort  und  wirkt  auslösend  auf  die  chemische 
Reaktion®*),  welche  durch  die  Stosswelle  mitgenommen  wird.  Die 
Explosion  geht  dadurch  viel  rascher  vor  sich,  als  man  es  nach  der 
„Verbrennungsgeschwindigkeit"  des  Präparats  allein  erwarten  würde  ^). 

Zuverlässige  quantitative  Untersuchungen  beziehen  sich  meistens 
auf  die  Explosion  von  Gasen. 


82)  Le9on8,  p.  206. 

88)  IV  18,  Nr.  7—12  (C.Orane);  im  vorliegenden  Artikel  werden  nur  die 
Arbeiten  erwähnt,  welche  die  berührte  Frage  vom  Standpunkte  der  Theorie  der 
WeUen  behandeln. 

84)  J.  vanH  Hoff,  Vorlesungen  über  theor.  und  phya.  Chemie,  I.  Chemische 
Dynamik,  Braunschweig  1898,  p.  247. 

86)  Zum  ersten  Male  haben  E.  Mach  und  /.  Sommer,  Wien.  Ber.  76*  (1877), 
p.  128,  die  Vermutung  ausgesprochen,  dass  bei  der  Explosion  die  Riemann'schen 
Wellen  zur  Geltung  kommen. 
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Die  Verbrennungsgeschwindigkeit  von  Gasen  wurde  von  Btmsen^ 
aas  der  Verbrennung  von  ausfliessenden  Gasen  bestimmt;  sie  beträgt 
bei  reinem  Knallgase  34  msec~  K  Bunsen  zog  aus  seinen  Versuchen 
den  SchlusS;  dass  bei  der  Explosion  die  Verbrennung  sprungweise 
vor  sich  gehe:  im  ersten  Stadium  steigt  die  Temperatur  z.  B.  des 
Kohlenoxydknallgases  auf  3000®  C,  enthält  jedoch  ^/s  ^ös  vorhandenen 
Knaügases  im  unverbrannten  Zustande,  beim  Abkühlen  bis  auf  2500«  C. 
erfolgt  eine  neue  Explosion,  bei  der  aber  wieder  nur  ein  Teil  des 
Gases  abbrennt  u.  s.  w.  M.  Berfhelot^'^)  und  Le  CMtelier^)  ziehen 
jedoch  aus  ihren  Versuchen  den  Schluss,  dass  die  ,,Explosion^'  mit 
viel  grösserer  Geschwindigkeit  als  die  „Verbrennimg"  vor  sich  geht. 
BerÜielot  nimmt  speziell  die  Explosionsgeschwindigkeit  für  jedes  Gas 
konstant  und  sucht  eine  Theorie  der  Explosion  mit  Hülfe  der  kine- 
tischen Gastheorie  zu  geben.  Mallard  und  Le  Chatdier^^)  untersuchten 
die  Bewegung  der  Flamme  der  Gase  auf  photographischem  Wege  und 
fanden,  dass  die  Bewegung  derselben  anfangs  gleichförmig,  dann  gleich- 
formig  beschleunigt  ist.  Dagegen  suchen  A.  v,  ÖUingen  und  Ä.  v,  Gemet  ^) 
ans  ihren  photographisehen  Untersuchungen  wieder  einen  Beweis  für 
die  Bunsen^sche  Theorie  der  Partialexplosionen  zu  liefern.  JS,  B.  Dixon  ®^) 
betrachtet  die  Explosionswellen  als  ein  Analogon  der  Schallwellen, 
während  bereits  P.  A,  Schuster  die  ütemann'sche  Theorie  der  Ver- 
dichtungsstösse  auf  die  Explosionswellen  zu  übertragen  sucht. 

P.  VieiUe^^  hat  dann  später  die  Frage  vom  Standpunkte  der 
Fortpflanzung  von  unstetigkeiten  wieder  aufgenommen.  Er  hat  die 
Geschwindigkeit  bestimmt,  mit  welcher  die  durch  Verbrennung  einer 
kleinen  Menge  explosiven  Präparats  entstandene  Welle  sich  in  der 
umgebenden  Atmosphäre  fortpflanzt.  Die  Versuche  ergeben  eine 
schöne  Bestätigung  der  Biemann^Qchen  Theorie,  denn  er  erhielt  bei 
kleinen  Überdrucken  (Schwarzpulver  bis  zur  Ladungsdichte  0,0006) 
merklich  konstante  Werte  für  Ö,  welche  wenig  von  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles  abwichen,  dann  begann  0  zu  wachsen 
und  erreichte  bei  der  Ladungsdichte  0,03  den  Betrag  1268  msec^ 
Die  allmählich  eintretende  Verbrennung  ruft  nämlich  Wellen  zweiter 


86)  Ann.  Phys.  Chem.  (1)  181  (1867),  p.  131. 

87)  Sur  la  force  des  mati^res  explosives  d'apr^s  la  thermo-chimie,  1,  Paris 
1888,  p.  118;  Paris  0.  B.  98  (1881),  p.  18. 

88)  Paris  C.  E.  93  (1881),  p.  146. 

89)  Ann.  des  mines  (8)  4  (1883),  p.  274. 

90)  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  88  (1888),  p.  586. 

91)  London  Phil.  Trans.  184a  (1898),  p.  97;  p.  161  Note  von  RA. Schuster. 

92)  Paris  C.  B.  126  (1898),  p.  31;  127  (1898),  p.  41;  129  (1899),  p.  1228. 
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Ordnimg  herror  und  so  lange  diese  sieh  maf  der  eiqperiinentell  be- 
obachteten Strecke  (bei  FidZfe  4  m)  nicht  Qberholen,  erhalt  man  f&r 
ihre  Fortpflansnng  die  Sdiallgeschwindi^eii^  erst  wenn  sie  sieh  ftber- 
holen,  wird  ihre  Greschwindigkeit  mit  dem  entstehenden  Überdmek 
zonehmen. 

VieiUe  ^)  benütxte  seine  Yersuche,  bei  denen  aach  der  Überdmek 
experimentell  bestimmt  wurde,  snr  Kontrolle  der  djnamiBchen  Adia- 
batizitatsgleichmig;  es  ergiebt  sieh  eine  bessere  Übereinstimmung  der 
Theorie  und  Erfiüirung  aus  der  Arpofiiio/*8chen  ab  ans  der  Poisso»- 
schen  Gleichung. 

Die  Versuche  VieiUe^s  bestätigen  jedoch  nur  das  Resultat,  dass 
der  durch  Sxplosion  entstandene  Überdruck  sich  als  eine  Unstetig- 
keit  in  der  umgebenden  Atmosphäre  fortpflanzt,  beweisen  aber  nicht, 
dass  die  Fortpflanzung  der  Welle  auch  im  explosiren  Präparat  selbst 
so  vor  sich  geht**). 

Diese  Frage  wurde  dann  tou  H.  Z>  ChaUiier^)  wieder  auf- 
genommen; er  rersucht  wenigstens  qualitatir  durch  photographische 
Registrierung  den  Vorgang  der  Explosion  zu  rerstehen.  Er  findet 
folgende  Resultate: 

1)  Die  Explosionswellen  sind  Jbfm^  mathematisch  strengen  ün- 
stetigkeiten  erster  Ordnung:  jedoch  findet  die  Dichtigkeitsandemng 
auf  einer  Strecke  statt,  die  weniger  als  1  cm  betrigt. 

2)  Die  Verdichtungsstosse  entstehen  gewohnlich  nur  eine  gewisse 
Zeit  nach  der  Entzündung  in  gewissen  Abstinden  tou  dem  Punkte 
wo  der  Vorgang  eingeleitet  wurde. 

3)  Es  entstehen  immer  zwei  aus  einander  laufende  Verdichtungs- 


4)  Die  Verdichtungsstosse  erleiden  an  den  Gefasswanden  Reflexion. 

5)  Zwei  sich  begegnende  Wellen  bringen  eine  Reihe  ihnen  nach* 
folgende  Wellen  herror. 

6)  Nach  dem  Durchgange  der  Welloi  führt  die  Gasmasse  eine 
oszillierende  Bewegung  aus. 

Neuerdings  hat  dann  auch  H.  B.  Dirtm  ^  ausfährlich  die  Ex- 
plosion von  Gasen  auf  photographischem  Wege  untersucht;  er  bestimmt 
aus  seinen  Versuchen  die  Geschwindigkeit  der  Explosionswellen  (Deto- 


93    Paris  C.  R.  ISO    1900 ,  p.  SS6. 

94'>  Einige  Verliehe  Vietüe's  worden  ailerding«  lach  lo  aiug«föhit^  dass 
das  explosiTe  Prlpazat  in  einer  Bdhi«  gieichmifffig  Texteilt 
95'.  Paris  C.  B.  ISO  i;i900 .  p.  1756;  ISl  (1900).  p.  SO. 
9S.  London  PIdL  Trans.  SOO  {i9Q%\  p.  Slö. 
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nationswellen)  sowohl  gleich  nach  der  Entstehung^  als  auch  nach 
Reflexion  an  den  Gefässwänden;  auch  hat  er  den  Zusammenstoss  von 
Detonationswellen  untersucht,  die  entstehen,  wenn  das  explosive  (ha 
an  zwei  Stellen  entzündet  wurde.  Auch  diese  Versuche  bestätigen 
die  Annahme,  dass  die  Explosionswellen  Yerdichtungsstösse  sind. 

Ausser  den  verschiedenen  genannten  Laboratoriumsversuchen  hat 
W.  Wulff  ^'^)  auf  dem  Schiessplatze  zu  CummersdorflF  mit  sehr  grossen 
Mengen  (je  1500  kg)  explosiver  Präparate  Versuche  ausgeführt  und 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  zeitliche  und  räumliche  Dichtig- 
keitsänderungen von  Schallwellen  experimentell  bestimmt.  Die  Re- 
sultate sind  mit  den  für  räumliche  Bewegungen  bekannten  mehr 
qualitativen  Ergebnissen  in  Übereinstimmung. 

Für  die  Lösung  des  inneren  ballistischen  Problems  sind  die  hier 
erwähnten  Fragen  von  entscheidender  Wichtigkeit,  dennoch  ist  bis 
jetzt  eine  befriedigende  Übertragung  der  Resultate  der  Theorie  der 
Unstetigkeiten  noch  nicht  gelimgen. 

13.  Unstetige  Bewegungen  in  inkompressiblen  idealen  (tropf- 
baren) Flüssigkeiten.  Die  Bewegungen  der  tropfbaren  Flüssigkeiten 
werden  gewöhnlich  unter  der  vereinfachenden  Annahme  behandelt^ 
dass  die  Dichte  q  räumlich  und  zeitlich  konstant^  also  p  von  q  un- 
abhängig ist.  In  einer  solchen  Flüssigkeit  werden  dann,  wenn  man 
ausserdem  von  der  Reibung  und  Kapillarität  absieht,  keine  longitudi- 
nalen  Unstetigkeiten  auftreten  können,  da  diese  immer  mit  einer  ün- 
Stetigkeit  der  Dichte  oder  einer  ihrer  Ableitungen  verbunden  sind, 
andererseits  werden  die.  transversalen  Unstetigkeiten  stationär  sein,  an 
den  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen  haften,  da  transversale  Wdlen  in 
Flüssigkeiten  nicht  möglich  sind. 

Solche  transversale  Unstetigkeiten  können  auch  0^'  Ordnung  sein, 
wenn  man  voraussetzen  will,  dass  die  Flüssigkeitsteilchen  über  einander 
gleiten.  Nach  H.  v,  HdmhoUz^)  tritt  das  Gleiten  immer  ein,  wenn 
die  hydrodynamischen  Oleichnngen  für  p  einen  negativen  Wert  er- 
geben würden  (bei  der  Bewegung  einer  Flüssigkeit  um  eine  eckige 
Wand).  Hadamard^)  beweist,  dass  das  Gleiten  aber  nur  in  diesem 
Falle  eintreten  kann,  denn  ist  in  einem  Augenblicke  in  der  Flüssig- 
keit keine  solche  Trennungsfläche  da,  so  wird,  wenn  der  Druck  positiv 
ist,  auch  keine  Trennungsfläche  im  Laufe  der  Zeit  entstehen. 


97)  Ann.  Phya.  Chem.  (8)  69  (1899),  p.  829. 

98)  Berl.  Monatsber.  1868,  p.  216.  —  Vgl.  IV  16,  Nr.  If.  (Ä,  E,  Love). 

99)  Le9on8,  p.  866. 
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Man  erhält  ein  treueres  Bild  der  thatsächlichen  Erscheinungen, 
wenn  man  die  tropfbaren  Flüssigkeiten  nicht  als  inkompressibel,  aber 
als  sehr  wenig  kompressibel  betrachtet  und 

setzt,  wo  A  eine  kleine  Eonstante  ist;  dann  ist  fiir  tropfbare  Flüssig- 
keiten dieselbe  Theorie  gültig  wie  fQr  Gase,  allerdings  mit  der  Ver- 
einfachung, daß  6  bei  allen  Unstetigkeiten  höherer  als  erster  Ordnung 
konstant  ist  und  daher  eine  Überholung  der  früher  entstandenen 
Wellen  durch  die  nachfolgenden  nicht  möglich  ist;  Yerdichtungsstösse 
werden  also  bei  den  tropfbaren  Flüssigkeiten  aus  stetigen  Anfangs- 
zuständen nicht  entstehen  und  es  werden  sich  also  lediglich  Schall- 
wellen in  denselben  fortpflanzen. 

14.  Unstetige  Bewegungen  in  zäJien  Flüssigkeiten.  Die  Ent- 
stehimg  und  Fortpflanzung  von  Unstetigkeiten  in  kompressiblen  zähen 
Flüssigkeiten  ist  von  P.  DuJiem  eingehend  untersucht  worden;  eine  zu- 
sammenfassende Darstellung  seiner  Untersuchungen  findet  sich  in 
seroen  „Recherches*'^®**). 

Er  behandelt  das  hydrodynamische  Problem  vom  allgemeinen 
Standpunkt  der  Thermodynamik  und  untersucht  die  mit  den  durch 
Reibung  und  Wärmeleitung  korrigierten  hydrodynamischen  Grund- 
gleichungen verträglichen  Unstetigkeiten*®^).  Er  nimmt  die  Gleichungen 
in  J^^M^'scher  Form  an,  betrachtet  dabei  die  beiden  Reibungskoeffi- 
zienten als  unabhängig  von  einander  *<>»)  und  ebenso  den  Wärmeleitungs- 
koeffizienten als  Funktion  der  Dichte  q  und  der  absoluten  Tempe- 
ratur T.  Für  die  Wärmeleitung  benützt  er  die  von  G.  Kirchhoff  ^^) 
aufgestellte  Gleichung  (von  Duhem  ,,r61ation  suppl^mentaire^  genannt). 

Das  sind  zusammen  mit  der  Zustandsgieichung  der  Gase  sechs 
Gleichungen  für  die  sechs  unbekannten  Grössen: 

tl,     V,     Wy    P,     Qy     T. 

Nun  leitet  Duhem  aus  dem  für  unstetige  Bewegungen  entsprechend 
verallgemeinerten  D'Älembert^seheii  Prinzip^)  die  Eompatibilitäts- 
bedingungen  ab,  welche  auf  einer  Unstetigkeitsfiäche  erster  Ordnung 
(Stosswellenfiäche)  erfüllt  sein  müssen.  Sie  gestalten  sich  verschieden 
je  nachdem  man  voraussetzt^  dass*®^): 

100)  S.  daselbst  auch  die  einschlägige  Litterator. 

101)  Recherche«,  p.  28. 

102)  Potsson,  J.  äc.  polyt.  cah.  20  (1829),  p.  174. 

108)  Vorlesungen  über  math.  Physik,  4:  W&rme,  Leipzig  1894,  p.  118. 
104)  Becherches,  p.  87. 
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a)  die  Komponenten  der  inneren  Reibung,  welche  bei  kleinen 
Deformationen  als  lineare  Funktionen  der  Deformationsgeschwindig- 
keiten angesehen  werden,  nickt  unendlich  werden,  wenn  die  Deforma- 
tionsgeschwindigkeiten ins  Unendliche  wachsen,  oder 

b)  die  lineare  Beziehung  zwischen  Reibungskräften  und  Defor- 
mationsgeschwindigkeit auch  auf  der  Unstetigkeitsfläche  besteht,  so 
dass  daselbst  beide  unendlich  gross  werden. 

Es  ergiebt  sich,  dass  nur  bei  der  Annahme  a)  eine  Fortpflanzung 
von  Stosswellen  möglich  ist,  bei  der  Annahme  b)  aber  nicht.  Duhem 
selbst  bezeichnet  jedoch  die  Annahme  a)  als  wenig  plausibel. 

Bei  Wellen  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  u^  Vy  w  werden  die 
Komponenten  der  inneren  Reibung  unstetig,  bei  Wellen  höherer  Ord- 
nung sind  dieselben  stetig;  fQr  BeschleunigungsweUen  ist  daher  eine 
Unterscheidung  der  Annahmen  a)  oder  b)  nicht  mehr  nötig. 

Duhem  erhält  folgende  Resultate  ^^*)  : 

1)  In  einer  inkompressiblen  und  die  Wärme  gut  leitenden  Flüssig- 
keit kann  keine  Unstetigkeitsfläche  existieren. 

2)  In  einer  kompressiblen  oder  schlecht  leitenden  können  nur 
stationäre  (an  den  Flüssigkeitsteilchen  haftende)  Unstetigkeitsflächen 
bestehen,  dieselben  sind  jedoch  verschiedener  Ordnung  in  Bezug  auf 
die  yerschiedenen  Elemente  der  Bewegung;  in  einer  kompressiblen 
und  gut  leitenden  Flüssigkeit  ist  eine  Unstetigkeitsfläche  die  in  p 
n*"  Ordnung  ist,  n  -f-  1*®'  Ordnung  in  i*,  t?,  «?  und  T,  in  einer  schlecht 
leitenden  Flüssigkeit  eine  Unstetigkeit  w**'  Ordnung  in  jp,  T,  w  -|-  1**' 
Ordnung  in  u,  v,  w. 

Diese  hauptsächlich  negativen  Resultate,  welche  mit  der  experi- 
mentellen Thatsache  der  Fortpflanzung  von  Schallwellen  nicht  in  Ein- 
klang stehen,  und  die  auch  dann  noch  mit  der  Erfahrung  in  keiner 
befriedigenden  Übereinstimmung  stehen,  wenn  man  zunächst  von  der 
Zähigkeit  absieht,  indem  sich  nämlich  für  0  einer  Beschleunigungs- 
welle  in   einer   reibungslosen   die   Wärme    beliebig    wenig  leitenden 

Flüssigkeit  die  Newton^sch»  Formel  Ö*  =  —  ^^•)  und  nur  für  eine  die 
Wärme  überhaupt  nicht  leitende  Flüssigkeit  die  mit  der  Erfahrung 
übereinstimmende  Gleichung  von  Laplaoe  (O^  =  x  —  j  ergiebt,  veran- 
lassten Duhem  zur  Aufstellung  seiner  Theorie  der  Quasiwellen  (quasi- 
ondes),  Duhem  setzt  voraus,  die  Wellen  seien  überhaupt  keine  eigent- 
lichen  Unstetigkeitsflächen,  bestanden  vielmehr  aus  je  zwei  Flächen 


106)  Becherches,  p.  162. 
106)  Recherches,  p.  178. 
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S^  und  8^,  deren  Abstand  sehr  klein  (=  e)  sei,  und  zwischen  denen 
die  Änderung  der  firüher  als  unstetig  betrachteten  Elemente  kontinuier- 
lich Yor  sich  gehe,  nur  sodass  ihre  Änderungsgeschwindigkeit  i^gross 
gegenüber  a"  wird. 

Für  die  Fortpflanzung  dieser  sogenannten  Quasiwellen  stellt  nun 
Duhem  Formeki  auf,  die  bis  zur  Grössenordnung  von  s  richtig  sind. 

Für  longitudinale  Wellen,  deren  Breite  s  klein  ist  gegenüber 
dem  Wärmeleitungskoeffizienten  k  (alles  in  c.  g.  s.  Einheiten)  der 
Flüssigkeit  gilt  die  J^6u;/on'sche,  für  longitudinale  Wellen,  wo  s  und 
k  von  derselben  Grössenordnung  sind,  die  Laplace^sche  Formel. 

Duhem  beweist  nun,  dass  das  Vorhandensein  einer  noch  so  ge- 
ringfügigen Zähigkeit  eine  untere  Grenze  für  s  festsetzt,  so  dass  für 
die  wirklichen  Flüssigkeiten  in  der  That  die  Laplac^sche  Formel  gilt. 

E.  Jouguet  ^®^)  hat  die  Theorie  der  Quasiwellen  auf  die  Explosions- 
wellen  übertragen  und  die  theoretisch  berechnete  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit derselben  mit  den  Experimenten  von  Berihdot^'^), 
VieiUe^^  und  Dixon^^)  verglichen. 

Die  ebene  Bewegung  inkompressibler  Flüssigkeiten  mit  sehr  kleiner 
Reibung  hat  L,  PrandÜ  untersucht  ^^).  Er  nimmt  die  Reibung  so 
klein,  dass  ihre  Wirkung  überall  da  vernachlässigt  werden  kann,  wo 
nicht  sehr  grosse  Deformationsgeschwindigkeiten  auftreten,  während 
sie  in  der  dünnen  Übergangsschicht  an  den  festen  Gefässwänden  wegen 
der  dort  auftretenden  grossen  Geschwindigkeitsunterschiede  zu  berück- 
sichtigen ist. 

Das  Hauptergebnis  seiner  Untersuchungen  ist  dann  dieses,  dass 
sich  in  bestimmten  Fällen  an  einer  durch  die  äusseren  Bedingungen 
gegebenen  Stelle  der  Flüssigkeitsstrom  von  der  Wand  ablöst.  Es 
schiebt  sich  eine  durch  die  Reibung  in  Rotation  versetzte  Flüssig- 
keitsschicht in  die  freie  Flüssigkeit  hinaus  und  spielt  daselbst  die- 
selbe Rolle,  wie  die  HelmhoWBCiiieji  Trennungsschichten.  Die  not- 
wendige Bedingung  für  das  Ablösen  des  Strahles  ist  eine  in  der 
Richtung  der  Strömung  längs  der  Wand  herrschende  Drucksteige- 
rung. 

BemerkenBwerfc  ist,  dass  bei  Veränderung  der  Reibnngskonstanten 
sich  lediglich  die  Dicke  der  Wirbelschicht  ändert,  alles  andere  jedoch 
konstant  bleibt,  sodass  beim  Übergange  zu  verschwindender  Reibnngs- 
konstanten  die  Strömungsfigur  immer  dieselbe  bleibt. 


107)  Paria  C.  R.  189  (1904),  p.  121  und  140  (1906),  p.  711. 

108)  Vgl.  Verhandlungen  des  8.  intern.  Mathematikerkongresses  zu  Heidel- 
berg, Leipzig  1906,  p.  484. 
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Als  Beispiele  hat  Prandü  die  Bewegang  der  Flüssigkeit  längs 
einer  in  dieselbe  hineinragenden  geradlinigen  und  längs  einer  kreis- 
förmigen Wand  behandelt  und  yergleicht  die  Ergebnisse  seiner  Theorie 
mit  qualitativen  Versuchen. 

ScUussbemerlning. 

Die  im  Vorstehenden  dargestellten  Methoden  zur  Beschreibung 
der  sich  in  Flüssigkeiten  fortpflanzenden  ünstetigkeiten  können  auch 
auf  andere  Gebiete  der  Physik  ausgedehnt  werden.  Fast  unmittelhar 
können  sie  auf  elektische  Körper  übertragen  werden;  es  sei  hier  nur 
der  Anwendung  auf  die  Bewegung  der  gespannten  Saite  und  allgemein 
auf  Wellenbewegung  in  elastischen  Körpern  gedacht;  im  übrigen  aber 
auf  die  einschlagen  Referate  über  Elastizität  weiter  unten  yerwiesen. 

Auch  in  der  Elektrizitätstheorie  ^  insbesondere  in  der  Elektro- 
dynamik bewegter  Körper  (Elektronentheorie)  spielt  die  Fortpflanzung 
von  Ünstetigkeiten  eine  wichtige  Bolle.  Das  Analogon  der  Schall- 
weUen  endlicher  Amplitude  sind  hier  die  elektromagnetischen  Wellen, 
welche  einer  ähnlichen  analytischen  Behandlung  zugänglich  sind. 
Ebenso  stehen  diese  Untersuchungen  zu  der  Wellenoptik  in  Beziehung. 
Hierüber  vergL  die  einschlägigen  Referate  in  Bd.  V. 


(Abgeschlossen  im   September    1906.^ 
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Inhaltsübersicht. 


I.  Einleitimc^. 


1.  Hauptarten  der  hydraulischen  Vorgänge. 

2.  Voraussetzungen  und  Grundbegriffe. 

a)  Das  Bemoulli*8che  Theorem. 

b)  Der  Satz  von  der  Bewegungsgrösse. 
8.   Ergänzende  Bemerkung. 

n.    Das  Strömen  Ton  Wasser  in  Bahren  und  Wasserlinfen  bei  stetiger 

Wandung. 

4.   Die  gleichförmige  (von  Zeit  und  Ort  unabhängige)  Strömung  in  Röhren  und 
Wasserläufen. 

a)  Grundlage  der  empirischen  Formeln. 

b)  Einige  der  wichtigsten  empirischen  Formeln. 

c)  Hilfsmittel  für  die  Ausrechnung.    Bestimmung  des  Gefälles.    Zusammen- 
hang Ton  Durchfluss  und  Wasserstand. 

d)  Die  Geschwindigkeitsverteilung  über  den  Querschnitt. 

e)  Die  Pulsationen  (Turbulenz). 

f)  Der  J,  Boussinesq* sehe  Ansatz  für  die  Reibung. 

5«   Die  stationäre  (von  der  Zeit  unabhängige)  Strömung,  insbesondere  in  Wasser- 
läufen mit  freiem  Spiegel. 

a)  Eintritt  und  Aufhören  der  gleichförmigen  Bewegung  in  Leitungen. 

b)  Die  Grundgleichung  für  die  stationäre  Strömung. 

c)  Integration   der  Staugleichung  für    einen   rechteckigen    Kanal    (einfache 
Stautheorie). 

d)  Die  Diskussion  der  Staugleichung  für  sehr  breite  ebene  Gerinne. 

e)  J.  Boussinesq^B  Behandlung  des   Stauproblems:   Staugleichung  bei  kon- 
stantem Sohlengefdile. 

f)  Fortsetzung:  Diskussion  der  Staugleichung. 

g)  Schluss:  Die  Staugleichung  bei  wechselndem  SohlengefUle. 
6.   Mit  der  Zeit  veränderliche  Strömung. 

a)  Die  Grundgleichungen  für  einen  sehr  breiten  rechteckigen  Kanal. 

b)  Fortpflanzung  von  kleinen  Anschwellungen  auf  fliessendem  Wasser. 

c)  Fortpflanzung  von  kleinen  Anschwellungen  auf  ruhendem  Wasser. 
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d)  Fortpflanzung  langer  Anschwellungen :  Staukurve  bei  bewegter  Wand  und 
„Dammbruchkurve". 

e)  Fortsetzung:  Ebbe  und  Flut  in  Strommündungen. 

f)  Hochwasserverlauf. 

g)  Hochwasservorhersage. 

m.  Das  Strömen  Ton  Wasser  in  Bohren  nnd  Wasserlftufen  bei  nnstetiger 

Wandong. 

7«   Rasche  Querschnitts-  und  Richtungsänderungen  bei  Röhren  und  Gerinnen. 

a)  Sohlenstufen  und  seitliche  Erweiterungen  bezw.  Verengungen  des  Bettes. 

b)  Rohrerweiterungen  und  -Verengungen. 

c)  Richtungsänderungen  von  Röhren  bezw.  Gerinnen. 

8.    Ausfluss  von  Wasser  aus  Gefässen. 

a)  Der  Geschwindigkeitskoeffizient  und  die  Eontraktion. 

b)  Der  Ausflusskoeffizient. 

c)  Der  Ausflussstrahl. 

d)  Bewegung  des  Wassers  innerhalb  des  sich  entleerenden  Gefässes. 

».   Überfall  über  ein  Wehr. 

a)  Der  Überfall  als  seitlicher  Ausfluss. 

b)  J.  Bousainesq^s  Behandlung  des  Überfallproblems. 

c)  Unvollkommener  Überfall.    Überfall  mit  Seitenkontraktion. 

lY.   Osoillatorische  Bewegung  des  Wassers. 

10«   Wellen,  insbesondere  in  Wasserl&ufen. 

a)  Einteilung  der  Wellen. 

b)  Dünung. 

c)  Durchdringung,  Zurückwerfung  und  Beugung  der  Wellen. 

d)  Das  Branden  der  Wellen. 

e)  Stehende  Wellen. 

f)  Die  Wirkung  des  Windes  auf  die  Wellenbildung. 

g)  Wanderwellen. 

11.  Schwingungen  des  Wassers  in  Röhren  und  Gefässen. 

12.  Der  Widderstoss. 

a)  in  Röhren. 

b)  bei  Vorhandensein  eines  Windkessels. 

V.   Grnndwasserbewegnng. 

18«    Vorbemerkung  über  die  Bewegung  des  Wassers  durch  enge  Röhren. 
14«   Bewegung  des  Wassers  durch  Sand. 
15.    Stationäre  Grundwasserbewegung. 

a)  in  i^umlicher  Behandlung. 

b)  als  Flächenproblem. 

16«   Mit  der  Zeit  veränderliche  Grondwasserströmnng. 

VI.  Anhang. 

17.   Einwirkung  des  Wassers  auf  das  Flussbett  und  den  Meeresboden. 
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Vorbemerkmig.  Die  praktische  Hydraulik  zeigt  ein  wesentlich, 
anderes  Gepräge  als  die  theoretische  Hydrodynamik.  Die  Dunkelheit^ 
in  welche  bisher  die  Gesetze  der  Flüssigkeitsreibung  gehüllt  sind^ 
einerseits  und  die  Verwickeltheit  vieler  Vor^nge  von  technischer 
Wichtigkeit  andererseits  bewirken ,  dass  das  Schwergewicht  vielfach 
in  Versuchsreihen  gelegt  werden  muss^  welche  nur  den  Sonderfall 
betreffen,  ohne  unsere  Einsicht  in  den  Zusammenhang  der  Erschei- 
nungen zu  vertiefen.  So  ist  die  praktische  Hydraulik  heute  noch 
vornehmlich  ein  Machtgebiet  der  Koeffizienten  und  ihre  Arbeits- 
methode vielfach  nur  eine  Interpolation  empirischer  Daten.  Dabei  ist 
festzuhalten,  dass  die  technischen  Aufgaben  nicht  gleich  den  physika- 
lischen vom  Forscher  frei  gewählt,  sondern  ihm  durch  das  praktische 
Bedürfiiis  aufgezwungen  werden.  Eine  theoretisch  unbefriedigende 
Lösung,  wenn  sie  nur  in  den  Grenzen,  innerhalb  welcher  die  Technik 
sie  verwendet,  sich  noch  brauchbar  zeigt,  ist  dann  immer  noch  besser 
als  gar  keine. 

Hierzu  tritt  als  ein  für  die  strenge  Forschung  ungünstiger  Um- 
stand der,  dass  bei  zahlreichen  Vorgängen  die  Beschaffenheit  der 
Wände  des  Wasserlaufes  von  massgebendem  Einflüsse  ist  und  die- 
selbe häufig  nicht  genau  genug  erkannt,  beschrieben  oder  hergestellt 
werden  kann.  Besonders  wird  auch  die  Verwendbarkeit  der  genauen 
Berechnung  dadurch  beeinträchtigt,  dass  die  Bewegungsweise  in  ge- 
wöhnlichen natürlichen  oder  selbst  künstlichen  Betten  und  in  Leitungen 
zahlenmässig  nicht  genügend  feststeht. 

Dieser  unfertige  Zustand  der  Hydraulik  bedingt  daher  auch  wesent- 
lich den  Charakter  des  vorliegenden  Berichtes.  Es  musste  das  Schwer- 
gewicht auf  die  jeweilige  Behandlung  der  Einzelprobleme  gelegt  und 
hier  gezeigt  werden,  wie  weit  man  durch  Verknüpfung  der  Erfah- 
rungszahlen mit  rationalen  Erwägungen  Erfolge  erzielt  hat.  Für  die 
Ausführung  bedeutet  dies  zum  Teil  ein  Hervortreten  nicht  mathema- 
tischer Überlegungen,  für   die  Anordnung  des  Stoffs,   dass  sie  den 
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äusseren  Naturerscheinungen  folgt  und  dass  einige  allgemeine  Gesetze 
in  loserem  Zusammenhange  der  geordneten  Darstellung  vorangestellt 
werden  mussten.  Vielfach  haben  selbst  Beobachtungen  an  und  für 
sich  Aufnahme  gefunden  und  sie  wurden  um  so  weniger  übergangen, 
als  gerade  sie  am  schwersten  zur  Kenntnis  des  Theoretikers  gelangen, 
und  doch  können  auch  sie  sein  Interesse  beanspruchen,  denn  wenn 
die  ausgearbeiteten  Ent Wickelungen  zeigen,  was  bereits  mit  mathe- 
matischer Hilfe  geleistet  worden  ist,  weisen  die  noch  unerklärten  Er- 
scheinungen auf  die  Probleme  hin,  die  noch  der  mathematischen  Thätig- 
keit  harren*). 

I.  Einleitnng. 

1.  Hauptarten  der  hydrauliBOhen  Vorgänge.  Stellt  man  die 
Grundwdsserbewegung  für  sich,  so  bildet  die  Bewegung  des  Wassers  in 
geschlossenen  Leitungen  oder  offenen  Gewässern  den  eigentlichen  Gegen- 
stand der  Hydraulik.  Je  nachdem  hierbei  ein  wirkliches  Fortfliessen  oder 
nur  ein  Schwingen  der  Wasserteilchen  um  eine  Gleichgewichtslage  statt- 
findet, hat  man  es  mit  einer  Strämungs-  oder  WeHetibetcegung  zu  thun. 
Diese  Unterscheidung  gewinnt  dadurch  an  Bedeutung,  dass  bei  der 
Strömung  die  Reibung  des  Wassers  eine  wesentliche  Bolle  spielt, 
während  man  bei  Betrachtung  der  Wellen  auch  in  der  praktischen 
Hydraulik  das  Wasser  in  erster  Annäherung  als  reibungsfrei  ansehen 
darf  und  nur  selten  (z.  B.  bei  Besprechung  der  Brandung)  gezwungen 
ist^  die  Reibung  zu  berücksichtigen.  Es  greift  daher  die  praktische 
Hydraulik  bei  Behandlung  der  Wellen  gewöhnlich  auch  auf  die  Ent- 
wickelungen  der  rationellen  Hydrodynamik  zurück,  die  sie  nur  in  ge- 
wissen Fällen  in  einer  ihr  bequemen  Form  neu  darstellt^). 

Die  Bezugnahme  auf  die  rationelle  Hydrodynamik  fällt  bei  den 
Strömungsbetrachtungen  im  allgemeinen  fort  und  kann  nur  bei  den 
Verengen  wieder  angebracht  sein,  die  sich  auf  kurzen  Wegen,  z.  B. 
an  den  Stellen  plötzlicher  Geschwindigkeitsänderungen,  abspielen. 
Infolge  der  Kürze  der  Wege  tritt  bei  ihnen  nämlich  der  Arbeits- 
verbrauch  für   die  Reibung   gegenüber  jenem   für  die  Geschwindig- 


*)  Bei  der  Aasarbeitung  des  vorliegenden  Artikels,  insbesondere  der  Ab- 
teilungen I  nnd  n  wurde  der  Verfasser  von  Herrn  C.  H,  Mütter  in  höchst  dankens- 
werter Weise  unterstützt.  Ph.  Farehheimer. 

1)  Auch  im  vorliegenden  Berichte  kommt  dieser  Tatbestand  dadurch  zum 
Ausdruck,  dass  die  in  Nr.  10  gegebenen  Entwickelungen  zur  Wellenlehre  als 
Nachtrag  zu  der  Darstellung  in  dem  Referate  über  rationelle  Hydrodynamik 
(IV  16,  Ä.  E.  H.  Lave)  gemeint  sind. 
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keits Vermehrung  zurück.  Die  Strömungsprobleme  können  also  folge- 
richtig in  solche  bei  y^unsteHger^^  und  solche  bei  y^steliger  Wandungs- 
fläche^^  geschieden  werden.  Beide  Gruppen  erfahren  dann  noch  in 
üblicher  Weise  weitere  Gliederung  (gleichförmige,  stationäre  u.  s.  w. 
Bewegung). 

2«  VorauBsetzmigen  und  Gimndbegriffe.  Das  erstrebenswerte 
Ziel  wäre  eine  allgemeine  Theorie  reibender  Flüssigkeiten,  in  die  sich 
die  Lösungen  der  Einzelaufgaben  als  Beispiele  einordnen  würden. 
Aber  eine  solche  liegt  zur  Zeit  nicht  vor;  denn  die  von  der  ratio- 
nellen Hydrodynamik  gegebene  (vgl.  IV  15,  Nr.  13 — 18,  A.E.H.Love) 
leitet  zu  Folgerungen,  die  mit  der  Beobachtung  nicht  stimmen.  Aller- 
dings hat  man  seit  langem  versucht^),  die  von  C,  L,  Kavier  aufgestellten 
Gleichungen  für  reibende  Flüssigkeiten  zweckentsprechend  umzuge- 
stalten. Aber  fast  alle  diese  Versuche  unterliegen  berechtigten  Be- 
denken, und  nur  die  Theorie  von  J.  Boussinesq,  die  jedoch  weniger 
eine  mechanische  Erklärung  als  eine  Schilderung  des  mittleren  Be- 
wegungszustandes giebt,  vermag  als  solche  einigermassen  zu  befriedigen. 

Aber  die  hydraulische  Litteratur  ist  noch  weit  entfernt,  sich  den 
Boussinesq^^chem  Standpunkt  zu  eigen  gemacht  zu  haben,  so  dass  er 
um  so  weniger  im  vorliegenden  Berichte  in  den  Mittelpunkt  gerückt 
werden  konnte.  (Vgl.  daher  die  Boussinesq^^c^&n.  Entwickelungen  je- 
weils bei  der  Darstellung  der  Einzelprobleme.) 

2  a.  Das  Bemotüli'sohe  Theorem.  Dieser  Mangel  einer  all- 
gemeinen Theorie,  der  nach  dem  in  Nr.  1  Gesagten  insbesondere  für 
die  Behandlung  des  Strömens  innerhalb  stetiger  Wandung  hervor- 
treten muss,  wird  hier  bis  zu  einem  gewissen  Grade  durch  den  um- 
stand ausgeglichen,  dass  der  Bewegungszustand  schon  durch  die  Daten 
der  Aufgabe  annähernd  gegeben  ist.  Insbesondere  sind  die  Bahn- 
kurven der  Wasserteilchen  entweder  genügend  bekannt  (indem  man 


2)  Vgl.  das  zusammenfassende  Referat  von  B.  de  St.-Venant ,  Sur  Thydro- 
dynamiqne  des  cours  d'eau,  Paris  C.  B.  74  (1872),  p.  670,  649,  693  und  770, 
wo  eingehend  insbesondere  die  Ansätze  und  Entwickelungen  von  Kleitz  und 
M.  L6vy  kritisiert  werden.  Vgl.  auch  B.  de  St.-Venant,  Paris  C.  R.  74  (1872), 
p.  426  u.  1083  und  ebenso  die  nach  B.  de  8t'Venant'%  Tode  gedruckte  Abhand- 
lung aus  dem  gleichen  Jahre:  Des  diverses  manidres  de  poser  les  ^quations  du 
mouvement  variä  des  eaux  courantes,  Ann.  d.  ponts  et  chauss^es  (6)  13  (1887), 
p.  148 — 228.  Navier'B  Gleichungen  (Paris,  Mäm.  de  Facadämie  1823  ^  6  (1827) 
p.  414)  haben  in  seiner  Schreibweise  für  das  Innere  der  Flüssigkeit  die  Form 

^      dp        (du  ,      du  .      du  .       du\        (d^u  ,  d^u  ,  d^u\ 
wozu  noch  die  entsprechenden  Randbedingungen  treten. 

Enoyklop.  d.  math.  WlMentoh.   IV  fl.  28 
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eben  annimmt,  dass  diese  sich  im  grossen  Ganzen  parallel  der  Axe 
des  Rohres  bezw.  des  Wasserlaufes  bewegen)  oder  yollkommen  gleich- 
gültig, so  dass  es  nur  auf  die  Bestimmung  der  absoluten  Geschwindig- 
keit ankommt  Letztere  kann  dann  in  einfacher  Weise  mit  Hilfe  der 
Energiegleichung  berechnet  werden. 

In  der  Tat  gilt  unter  Beschränkung  auf  stationäre  Bewegungs- 
Yorgänge  (und  mit  nicht  stationären  hat  man  es  seltener  zu  thun) 
zunächst  f&r  reibungsfreie'  der  Schwere  unterworfene  Flüssigkeiten,  för 
jeden  eineeinen  Stromfaden  die  Druckgleichung 

(1)  P'\r9Qe  +  -^QV^^  const. 

(vgl.  IV  15,  Nr.  10,  A,  E,  H.  Love),  wo  p  den  Druck  im  Pimkte  x,  y,  e 
(js  lotrecht  nach  oben  gemessen),  g  die  Beschleunigung  durch  die 
Schwere,  p  die  Dichte  und  F^  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
(=  ti*  -}-  ^*  +  ^^  bedeutet.  Man  schreibt  diese  Gleichung  in  der 
Hydraulik,  indem  man  das  Eigengewicht  y  =  gg  einfährt,  gewöhnlich 
in  der  Form 

(1')  f  +  *  +  ^'  =  co'^, 

in  der  man  ^  als  Geschunndigkeitshöhe  bezeichnet  und  -^  als  Druck- 
hohe,  nämlich  als  Höhenunterschied  zwischen  dem  betreffenden  Teil- 
chen und  dem  Spiegel  eines  bis  zu  ihm  eingetauchten  Rohres,  falls 
dieses  derart  geformt  und  gestellt  ist,  dass  das  in  ihm  enthaltene 
Wasser  vom  fiiessenden  weder  eine  Stoss-  noch  eine  Saugewirkung 

erfahrt.    Die  Summe  ~  +  sf  stellt  dann  die  Höhe  dieses  Tauchrohr- 

y 

spiegeis  über  der  Ebene  e  =^0  dar,  als  welche  man  z.  B.  den  Meeres- 
spiegel betrachten  kann.     Entschliesst  man  sich  p  neben  der  kineti- 

tischen  Energie  g—  und  der  potentiellen  Energie  yg  als  besondere 

Energieform  au&ufassen,  so  lässt  sich  das  BemouMi'sche  Theorem^, 
unter  welchem  Namen  die  Druckgleichung  (1)  in  der  Hydraulik  bekannt 
ist,  in  der  Form  aussprechen:  dass  für  das  einzelne  Wasserteilchen 
(bei  stationärer  Bewegung)  die  Oesamtenergie  konstant  ist. 

Das  BemouUi'sche  Theorem  ist  auf  eine  Wassermasse  von  end- 
lichem (Querschnitt  anwendbar,  wenn  die  einzelnen  Stromfäden  nur 
wenig  gegeneinander  geneigt  sind  und,  falls  die  Bahnkurven  gekrümmt 
sein  sollten,  wenn  ihre  Krümmung  doch  so  gering  ist,  dass  die  Flieh- 
kräfte in  erster  Annäherung  Yemachlässigt  werden  dürfen  (d.  h.  also 
im  Falle  yon  Bewegungsvorgängen  mit   „stetiger  Wandungsfläche'^. 


8)  2>.  BemoMi,  Hydrodynamica,  Argentorati  1788,  p.  11. 


2*  Voraussetzimgen  und  Grundbegriffe.  331 

Unter  diesen  Voraussetzungen  kann  man  nämlich  annehmen^  dass  der 
Druck  innerhalb  eines  jeden  zur  Strömungsrichtung  senkrechten  Quer- 
schnittes hydrostatisch  variiert.  Führt  man  dann  die  mittlere  Geschwin- 
digkeit  ü  eines  Querschnittes  F  durch  die  KonHnuitätsgleichung: 

(2)  Q  =  FU=conat 

ein,  in  der  ^=  i^  /  VdF  ist,  so  erhalt  man  das  Theorem  in  der 
ohne  Kenntnis  der  Einzelbahnen  yerwendbaren  Form 

(3)  a— +  ^  +  |-  =  const. 

Hier  ist  a  die  Korrektion,  die  erforderlich  wird,  weil  in  der  Formel  (3) 
das  Quadrat  der  mittleren  Geschwindigkeit  an  Stelle  des  Mittels 
der  Quadrate  der  wirklichen  Geschwindigkeiten  eingesetzt  wird. 
Es  ergiebt   sich,   dass   a  —    das  Verhältnis   der   lebendigen   Kräfte 

jjj^dF  —  nahezu   gleich  1  -f-  3i2  wird,   wo  1  -f-  ^   das  Ver- 

jj^dF  ist*). 

Bei  reibenden  Flüssigkeiten  bleibt  das  BemouUi'sche  Theorem  noch 
anwendbar,  wenn  man  den  Energieverlust ,  den  das  Wasser  bei  seiner 
Bewegung  erleidet,  als  sogenannten  Druckhöhenverlust  (Druckverlust^ 
Reibungshöhe,  perte  de  Charge,  loss  of  head,  perdita  di  carico)  in  der 
Formel  (3)  in  Rechnung  bringt.     J.  Weishach  fand  es  zweckmässig^ 

den   Druckhöhenverlust   in   der  Form   t^—.^)   also   eine  unbenannte 

Zahl  {;  als  Widerstandskoeffizienten  einzuführen,  womit  er  eigentlich 
aussprach,  dass  sich  die  innere  Reibung  in  Umfangsreibung  umsetze. 
Das  BemouUi^ sehe  Theorem  erhält  damit  die  Gestalt 

(4)  a^  +  Js  +  -^  +  t^  =  const. 

oder,  wenn  man  auch  die  anderen  (durch  äussere  Reibung,  Stoss  u.  s.  w.) 
heryorgerufenen  Druckhöhenyerluste  in  die  Formel  aufnimmt  und  im 
Sinne  der  Strömung  fortschreitet: 

4)  Versuche  yon  JET.  JSagin,  Paris,  M^m.  präs.  par.  diy.  say.  19  (1866),  p.  262 
gaben  bei  glatter  Wand  a  =  1,088,  bei  rauher  «»  1,122;  man  pflegt  im  Mittel 
ri  SB  0,087,  a  =  1,11  und  praktisch  daher  häufig  a  «>  1  zu  setzen.  Vgl.  U,  Masoni^ 
Napoli,  Atti  del  B.  Ist  d'incoraggiamento  (4)  11  (1898),  Nr.  2;  sowie  ldraalic% 
p.  81;  Ä,Flanumt,  Hydranliqne,  p.  88. 

6)  Über  EinfEIhrnng  anderer  Potenzen  yon  ü  als  der  zweiten  ygl.  besonders 
Nr.  4  b. 

28* 
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Es  ist  klar^  dass  man  bei  einem  solchen  Ansatz,  wie  schon  oben  bei 
Gl.  (3)y  auf  die  Einsicht  in  den  Bewegungs^organg  yerzichtet  und 
dann  nur  auf  Orund  von  Versuchen  f&r  jeden  Widerstandskoeffizienten 
entscheiden  kann,  ob  seine  Einführung  gestattet  ist  oder  ob  sein 
Wert  im  Gegenteile  innerhalb  des  in  Frage  stehenden  Anwendungs- 
bereiches zu  sehr  schwanken  würde. 

2  b.  Der  Satz  von  der  Bewegangsgrösse.  Ist  der  Energiesatz 
das  Haupthilfsmittel  zur  Behandlung  der  Strömung  bei  stetigen  Wand- 
flächen, so  ermöglicht  bei  ,,unstetigen''  der  Satz  von  der  Bewegungs- 
grösse  (Impulssatz)  z.  T.  sehr  gute  näherungsweise  Lösungen.  Man 
greift  auf  den  schon  in  Nr.  1  bemerkten  Umstand  zurück,  dass  in- 
folge der  raschen  Querschnittsänderung  die  innere  Reibung  für  das 
kleine  Stück  der  ,,ünstetigkeit''  yemachlässigbar  ist  und  führt  die 
äussere  Reibung  eyentuell  als  einen  Druckhöhen verlust  ein,  so  dass 
man  den  Impulssatz  in  der  bekannten  Fassung:  Die  zeitliche  Ände- 
rung des  Impulses  eines  beliebig  abgegrenzten  Massensystems  ist  gleich 
der  Summe  der  auf  jedes  Massenteilchen  wirkenden  Kräße,  vermindert 
um  die  Summe  der  auf  die  Oberfläche  wirkenden  Druckkräfte,  an^^ 
wenden  kann.  Seine  mathematische  Formulierung  findet  er  in  fol- 
genden drei  Eomponentengleichungen: 


(d 


(6) 


'-IT  =ffß  ^^^  -ffp  '^'  ß^^^ 
.^  =fff9ZäK-ffp  cos  rdF, 


wo  [X],  [F],  [Z]  die  Impulskomponenten,  X,  Z,  Z  die  Teilknlfke, 
dK  das  Volumen-,  dF  das  Oberflächenelement,  p  der  Druck  und  a,  j3,  y 
die  Winkel  der  Flächennormalen  mit  den  Eoordinatenaxen  sind.  Ge- 
wöhnlich erscheint  dieser  Satz  (als  JSorrüa'scher  Satz,  Formel  des 
Wassersprungs  u.  s.  w.)  bei  ebenen  Problemen  in  wesentlich  verein- 
fachter Form,  indem  hier  immer  nur  eine  Komponentengleichung 
benützt  wird.  Der  Satz  wird  gewöhnlich  in  der  Weise  gebraucht, 
dass  bei  bekannter  Anfangs-  und  Endgeschwindigkeit  eine  Angabe 
über  die  Druckdifferenz  zwischen  Anfang  und  Ende  hergeleitet  wird 
(hierüber  vgL  später). 

3«  Ergänzende  Bemerkung.  Die  beiden  genannten  Sätze  (Energie- 
und  Impulssatz)  gestatten  neben  der  stets  geltenden  Eontinuitäts- 
gleichung  im  allgemeinen  einen  ersten  befriedigenden  Ansatz  der 
Aufgabe,  indem  selten  mehr  als  zwei  Unbekannte  zu  bestimmen  sind, 
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wozu  gerade  die  beiden  Sätze  ausreichen.  Indes  kommt  es  doch  ge- 
legentlich Yor,  dass  eine  ihrer  Natur  nach  eindeutig  zu  lösende  Auf- 
gabe unbestimmt  bleibt^  indem  man  z.  B.  eine  Grösse  nicht  durch 
eine  Anfangs-  oder  Randbedingung  geben,  d.  h.  nicht  von  vorn- 
herein übersehen  kann,  von  welchen  Faktoren  sie  mechanisch  ab- 
hängt. In  solchen  Fällen  beschafft  man  sich  in  der  Hydraulik  die 
fehlende  dritte  Gleichung,  indem  man,  von  qualitativen  Überlegungen 
ausgehend,  eine  obere  oder  untere  Grenze  der  Unbekannten  sucht 
und  diese  als  Wert  der  Unbekannten  nimmt.  Ein  solcher  Fall  liegt 
z.  B.  beim  sogenannten  Belanger^ sehen  Prinjsip  vor,  das  zur  Ableitung 
der  Abflussmenge  über  ein  Wehr  herangezogen  wird  (vgl.  darüber 
Nr.  9  b,  p.  413).  Hier  tritt  das  Vorläufige  und  Unfertige  der  heutigen 
Hydraulik  vielleicht  am  augenfälligsten  hervor. 


n.  Das  Strömen  von  Wasser  in  Rohren  und  Wasserl&ufen 

bei  stetiger  Wandung* 

4.  Die  gleichförmige  (von  Zeit  und  Ort  unabhängige)  Strömung 

in  Bohren  und  Wasserläufen. 

4  a.  Grundlage  der  empirischen  Formeln.  Die  einfachste  Art 
der  Wasserbewegung  in  offenen  oder  geschlossenen  Gerinnen  ist  die 
gleichförmige  (mouvement  uniforme),  bei  welcher  sowohl  in  den  auf- 
einander folgenden  Querschnitten,  als  auch  in  demselben  Querschnitte 
zu  verschiedenen  Zeiten  an  allen  Punkten  desselben  Wasserfadens  die 
gleiche  Geschwindigkeit  herrscht.  Bei  der  gleichförmigen  Bewegung 
ist  also  die  Geschwindigkeitsvefteilung  in  allen  Querschnitten  die 
gleiche  und  die  kinetische  Energie  unabhängig  von  der  Zeit.  Es  ist 
daher  bei  ihr  die  gesamte  beschleunigende  Kraft  dem  verzögernden 
Reibungswiderstande  des  Bettes  gleich^,  oder  die  Druckhöhendifferenz 
gleich  dem  durch  die  äussere  Reibung  hervorgerufenen  Druckhöhen- 
verlust. 

Für  geschlossene  Leitungen  nimmt  danach  die  Druckgleichung  (4) 
bezw.  (5),  genommen  zwischen  den  Stellen  0  und  e  -{-  dz  der  Leitungs- 
axe,  bei  Einführung  eines  Widerstandskoefßzienten  ^  für  die  Längen- 
einheit, bei  entsprechender  Wahl  der  Vorzeichen  die  einfache  Form 

an  (worin  ds  das  Bogenelement  der  Rohraxe  ist).     Man  nennt  den 

6)  In  dieser  Form  zaerst  ausgesprochen  von  A.  Brahms,  Anfangsgrunde 
der  Deich-  und  Wasserbankanst,  2  Teile,  Anrieh  1764  u.  1757;  in  Teil  1,  p.  106. 
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Quotienten  , das  ChfaUe  J  (relative   G-efalle,   Druckgefalle 

oder   den  Gefällyerlnst^  perte  de  charge  par  unite  de  hmguewTy  hy- 
draidic  grade)'^. 

Bei  offenen  Wasserläufen  gilt,  weil  der  Dmck  an  der  Oberflache 
konstant  ist  und  nach  unten  hydrostatisch  wächst,  einfach  die  Be- 
ziehung 

Indem  man  als  ds  gewöhnlich  das  Bogenelement  der  Mittellinie  der 
Oberfläche  betrachtet,  versteht  man  bei  den  offenen  Läufen  unter  dem 

Gefalle  -p    schlechtweg  das  OberflächengefäUe  (perUe,  slope),  d.  h.  den 

Sinus  des  Neigungswinkels  jener  Linie  ^). 
Die  zufammenfassende  Formel 


(8)  '^=^1^    «^«'-     ^-Vz'^> 

die  in  der  zweiten  Form  nach  Multiplikation  mit  dem  Querschnitt  F 
den  Durchfluss  Q  giebt,  ist  die  Grundlage  für  eine  grosse  Reihe 
empirischer  Formeln,  von  denen  einige  in  Nr.  4  b  folgen  sollen. 

4  b.  Einige  der  wichtigsten  empirischen  Formeln.  Während 
die  meisten  dieser  Formeln  auf  eine  empirische  Bestimmung  des 
Widerstandskoeiflzienten  i^  hinauslaufen,  weicht  eine  andere  Formel- 
gruppe vom  Weisbach^schen  Widerstandsgesetz  ab,  indem  sie  eine 
andere  als  die  2.  Potenz  der  mittleren  Geschwindigkeit  in  das  Bei- 
bungsglied  einfährt*). 


d 


(f+') 


7)  Oft  bezeichnet  man  auch  das  Verhältnis   ^ ,  wo  dx  die  Pro- 

jektion  von  ds  auf  die  x-Axe  ist,  als  Gefälle,  ebenso  wie  man  auch  zuweilen 


a(P.  +  e  +  f)         d(^  +  z  +  Pi 


(im  Falle  stationärer  Bewegung)  — — — -^ ^—  oder  — — — -= ^  Ge- 
fälle nennt. 

d  s  dz 

8)  Auch  hier  wird  oft  -=—  statt  -=— ,  d.h.  die  Tangente  des  Neigungswinkels 

d  je  et  s 

an  Stelle  des  Sinus  gesetzt,  was  der  üngenauigkeit  aller  Formeln  sowie  der  ge- 
ringen Oberflächenneigung  wegen  im  allgemeinen  gestattet  ist. 

9)  Eine  ziemlich  vollständige  Zusammenstellung  der  vorgeschlagenen  emp. 
Formeln  siehe  bei  lli,  Christen,  Dsls  Gesetz  der  Translation  des  Wassers,  Leipzig 
1908,  p.  3 — 26.  Zur  Würdigung  dieser  Formeln  diene,  dass  mit  dem  Weltmann- 
fliügel  an  Flüssen  sorgfältig  durchgeführte  Dnrchflussbestimmungen  vom  Mittel 
mehrfacher  solcher  Messungen  bis  zu  6  Prozent  abweichen.     In  wie  weit  das 
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a)  Die  erste  brauchbare  Formel  für  Kanäle  zunächst  scheint  1776 
de  Chegy^^)  aufgestellt  zu  haben.    Man  schreibt  sie  heute  in  der  Form 

(9)  •'^=i^*    ^^®^    U=cyRJ. 

h  resp.  c  =  -y=  gilt  als  Konstante  ^^)  und  ü  ist  der  sogenannte  Proß- 

rctdius^^  (rayon  moyen,  mean  hydraulic  depih^  raggio  medio),  das  ist  der 

r»       1       durchflossener  Querschnitt      -nT_  i-j«         a        t.  ij         i» 

Bruch:   — r — r-r — jT—r -Es  Kommt  diese  Annahme  also  darauf 

benetzten  Umfang 

hinaus,  g^  =  -~-  zu  setzen,  womit  6  die  Dimension  einer  reziproken 

Beschleunigung  erhäJt. 

R,  de  Prony^^  änderte,  angeregt  durch  die  CoulomVschen  Rei- 
bungsyersuche,  das  Widerstandsgesetz  und  ging  von  der  Form 

(10)  j^^(^aU+hü') 

aus,  wobei  er  auf  Grund  zahlreicher  Versuche  für  B  in  m,  J7  in 
m  sec-^  welche  Masseinheiten  auch  aUen  folgenden  Angaben  zu  Grunde 
liegen, 

(für  oflfene  Läufe  /=  ~  (0,000044  tT   +  0,000309  £/«) 

(10-)  ^ 

[  für  Röhren  J  =  i  (0,00001 73  £/  +  0,000348  ü^) 

berechnete. 

ß)  Diesen  älteren  Formeln,  die  immer  noch  im  Gebrauch  sind, 
steht  eine  andere  gegenüber,  die  den  Einfluss  der  Rauhigkeit  auf  den 
Bewegungswiderstand  in  Rücksicht  ziehi  Ein  solcher  Einfluss  wurde 
für  Röhren  zuerst  von  H.  Darcy^^)^  für  Kanäle  von  ihm  ^'^)  und 
H,  Bazin^^)  festgestellt. 


Mittel  vom  wahren  Durchfluss  abweicht,    ist  unbekannt.    Genauere  Messungs- 
weiden sind  bei  kleinen  Gerinnen  anwendbar. 

10)  In  den  M^m.  de  la  classe  d.  sc.  de  Tlnst.  Paris  1818/15  (1818),  p.  261 
zitiert  P.  8.  Crirard  die  Mämoires  manuscrits  de  T^cole  d.  ponts  et  chaussäes  mit 
den  Worten:  „il  parait  que  vers  Tannäe  1776 M.  Chdzy  rechercha  le  premier...". 

11)  Man  nimmt  für  c  gewöhnlich  den  Wert  von  J.  A,  Eytelwein,  Handbuch 

der  Mechanik  fester  Körper,  2.  Aufl.,  Leipzig  1822,  p.  160  (c  —  60,9  m'sec""*). 

12)  Hiemach  ist  bei  Röhien  R  gleich  dem  haXben  Rohrhalbmesser. 

13)  B,  de  Prony,  Recherches  physico-math^matiques  sur  la  thäorie  du  mou- 
yement  des  eaux  courantes,  Paris  1804,  p.  70  u.  82. 

14)  Paris,  Mäm.  präs.  par  div.  sav.  16  (1868),  p.  222.  Ein  Gesetz  aber  fGLr 
die  allmähliche  Änderung  des  Rohrwiderstandes  lässt  sich,  wie  0.  Iben,  Druck- 
höhenyerlust,  Hamburg  1880,  p.  61,  aus  zahlreichen  Untersuchungen  nachweist, 
nicht  aufstellen. 
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H,  Darcj/s^'')  auch  heute  noch  viel  benutzte  Formeln  sind: 
für  neue  eiserne  ßussleitungen 
J-=  ^ (0,000507  +  '-^"^  IP) , 

für  einige  Zeit  benutzte  Gussleitungen 
[    J=^  (0,000507 +  2i?2^?7«), 


(11) 


während  A,  Frank^^,  nach  Analyse  zahlreicher  Versuche,  ihnen  die 
anderen  gegenüberstellt: 


(110 


für  neue  Gassrohre  J=^  (0,000512  +  "'Ti"')  U', 
für  alte  Gussrohre  J  =  |^  (o,000495  +  ^J^— )  ?7» . 


H.  Baein^*)  überzeugte  sich  vor  Aufstellung  seiner,  die  yer- 
schiedenen  Rauhigkeitsgrade  berücksichtigenden  Formel,  dass  in  ge- 
schlossenen Eastengerinnen  und  in  offenen,  gleich  breiten  aber  halb 
so  hohen  Gerinnen  bei  gleichem  GefaUe,  trotz  anderer  Geschwindig- 
keitsverteilung  dieselbe  mittlere  Geschwindigkeit  U  herrscht,  dass  die 
Luft  also  keinen  nennenswerten  Widerstand  bietet,  und  bei  Berech- 
nung des  Profilradius  nur  die  festen  Wände  zu  berücksichtigen  sind. 
Aber  die  heute  gebiSachlichste  Formel  ist  die  von  E.  Onnguül^  und 
W.  R.  ÄMÄer*),  weil  sie  sowohl  für  kleine  Gerinne  (bei  welchen  b 
abnimmt,  wenn  J  zunimmt),  als  auch  für  grosse  Flüsse  (bei  welchen 
b  mit  J  wächst)  passt.    Sie  lautet  (in  der  Form  {7»»  cYJRJ): 

28  +  1+°'«°"'^ 


n   '        / 


(12)  U=        ,     \,,,-     .   -V^, 


+  (28  + 


0,001 66\ 


ly/B 


16)  H.  Darcy,  Las  fontaines  publiqaes  de  la  ville  de  D^on,  Paris  1856,  p.867. 

16)  Paris,  Mäm.  pr^s.  par  div.  sav.  19  (1865),  p.  71  xl  f. 

17)  Paris,  M^m.  pr^s.  par  div.  say.  15  (1858),  p.  251. 

18)  A.  Frank,  Civiling.  (2)  27  (1881),  col.  209,  215.  Vgl.  daselbst  auch  die 
Besprechung  anderer  Formeln.  Ähnlich  gebaut  sind  die  Formeln  von  J.  Weit- 
hoch,  Lehrbuch  der  theoretischen  Mechanik,  Braunschweig  1845,  1,  p.  484  und 
H.  Lang  im  Taschenbuch  der  Hütte,  16.  Aufl.,  Berlin  1896,  I.  Abt.,  p.  240. 

19)  Paris,  Mäm.  pr^.  par  div.  sav.  19  (1865),  p.  162  u.  f.  Die  J?ajrm*Bche 
Formel  vgl.  ebenda  p.  180. 

20)  Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Archit.-Yer.  21  (1869),  p.  6  u.  46.  Eine 
andere  Formel  derselben  Ingenieure  ist  in  der  Allg.  Bauzeit.  85  (1870),  p.  150 
veröffentlicht  und  zumeist  unter  dem  Namen  KuUer'scke  Formel  für  die  Berech- 
nung städtischer  Siele  beliebt.  Tabellen  siehe  bei  W.  B.  Kutter,  Bewegung  d. 
Wassers  in  Kanälen  u.  Flüssen,  Berlin  1885. 
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WO  n  von  der  Rauhigkeit  abhängt  und  von  0,01  bei  gehobelten  Holz- 
wänden oder  glattem  Zementputz  bis  zu  0,06  beim  Lauf  über  gröbere 
Geschiebe  oder  Wasserpflanzen  ansteigt*^). 

Neuerdings  hat  sich  H,  Bazin^^)  für  einen  anderen,  als  seinen 
früheren  Ausdruck  entschieden.  Er  nimmt  an,  dass  bei  zunehmender 
Tiefe  die  Rauhigkeit  bedeutungslos  werde,  und  setzt 

(13)  U V-j/Fj, 

WO  sich  y  mit  der  Rauhigkeit  ändert  und  zwischen  0,06  und  1,75 
bewegt. 

Endlich  setzt  C.  Hessle^^)  für  alle  natürlichen  Flüsse 

ü  ^2b{i  +  \yR)yRj, 

y)  Statt  einen  mehrgliedrigen  Ausdruck  für  o  in  die  (2^  CAä^'sche 
Formel  einzuführen,  haben  sich  PA.  Gaudder^),  K.  R.  Bamemann^), 
C,  J.  N.  Lampe^^)y  G,  Hcyen^  und  andere  für  die  Form 

(14)  ü=kB^J^ 

entschieden,  worin  A,  (i,  v  aus  den  Versuchen  zu  gewinnende  Eon- 
stante sind.  Aus  den  Messungen  A.  Cunningham^s^)  am  Gangeskanale 
leitete  G.  Hagen^)  schliesslich 

Ü^=43,7JP/.J'/. 

ab,  welchem  Ausdruck  der  von  PA.  Forchheimer^)  für  Gerinne  von 
nur  einigen  mm  Tiefe  gefundene 


21)  Beispielsweise  bestimmte  man  an  der  preussischen  Elbe  (Bestimmungen 
von  Normalprofilen  f  d.  Elbe,  Magdeburg  1886,  p.  118)  n^  0,026  bis  0,031;  an 
der  Salzach  bei  Salzburg  (Jahrb.  d.  k.  k.  hydrograph.  Zentr. -Bureaus  7  (1899), 
Donaugebiet,  p.  298)  n  ^  0,0367.     Siehe  auch  Fussn.  43. 

22)  Ann.  d.  ponts  et  chauss^es  (7)  7*  (1897),  p.  66.  Hierzu  ein  Abacus  von 
M.  cPOcagne,  ibid.  (7)  8»  (1898),  p.  307. 

28)  Zeitschr.  f.  Gewässerkunde  2  (1899),  p.  31;  ähnlich  lautet  eine  Formel 
von  P.  E.  Härder,  Theorie  der  Bewegung  des  Wassers  in  Flüssen  und  Kanälen, 
Hamburg  1878. 

24)  Ann,  d.  ponts  et  chaussäes  (4)  16  (1868),  p.  229. 

26)  Civiling.  (2)  16  (1869),  col.  42. 

26)  C.  J,  JET.  Lampe,  Allgemeine  Bemerkungen  über  die  Bewegung  des 
Wassers  in  Bohren,  Danzig  1872,  p.  44  =^  Civiling.  (2)  19  (1873),  col.  80. 

27)  G.  Hagen,  Untersuchungen  über  die  gleichförmige  Bewegung  des 
Wassers,  Berlin  1876,  p.  87.     S.  auch  unten  die  Formel  von  B.  Siedek, 

28)  A.  Cunningham,  Hydraulic  ezperiments  atRoorkee  1874/6,  Boorkee  1881. 

29)  Zeitschr.  f.  Bauwesen  81  (1881),  col.  404. 

80)  Wien  Ber.  112  (1908),  p.  1706.    Nach  J.  Hermanek,  Zeitschr.  d.  österr. 
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ähnelt. 


IV  SO.   Fh.  Fanhheimer.    Hydraulik. 


Eine  besondere  Bedeutong  erlangte  die  Formel  (14)  durch  die 
Untersuchungen  von  0.  Reynolds^^).  Derselbe  schritt  in  Bleiröhren, 
welche  sich  fOr  die  theoretische  Untersuchung,  weil  sie  nicht  wie 
Ousseisenstrange  Fugen  enthalten,  besonders  eignen,  bis  zu  Tmsec"^ 
Oeschwindigkeit,  und  erhielt  bei  Auftragung  der  Logarithmen  Yon  J 
und  ü  (sobald  U  grösser  als  die  kritische  G-eschwindigkeit  war,  über 
die  unten  Nr.  13  und  auch  IV  15,  Nr.  17,  Ä.  E.  K  Lave  das  Nähere 
berichtet  ist)  gerade  Linien.  Es  zeigte  sich  also  J  einer  Potenz  von  ü 
proportional  und  zwar:  JT*»'**.     Femer  berechnete  0.  Beyfidlds^)  den 

Exponenten  —  aus  den  Darcy'schen  Versuchen  ^)  und  fand  folgende 
Werte: 


fGLr  Glas- 
röhren 

för  durch 
Lötung  ver- 
bünde Blei- 
röhren 

fär 

asphaltierte 

Schweiss- 

eisenröhren 

für  neue 
GoBBröbren 

fOr  Röhren 

mit  Sinter- 

absatz 

für  wieder 

gereinigte 

Röhren 

^  =  1,79 

=  1,79 

=  1,82 

=  1,88 

=  2 

=  1,91 

D,  FiUgerald^)   fand   bei   einem   Durchmesser   422  -=  1,22   die 

Form  (14)  bestätigt,  bei  EnoUenansatz  (tuberculated  pipe)  —  =  2,02 

und  2,03,  nach  der  Reinigung  =3  1^91. 

A,  Flamant^^)  empfiehlt  für  den  praktischen  Gebrauch,  nämlich 
für  alte,  aber  nicht  stark  versinterte  Röhren, 

/i-x  r        0,000281*/^ 

zu  setzen,  womit  er  zu  dem  Wert  v  =  y  zurückkehrt,   den  schon 
B.  Wdtmann^)  aus  L.  G.  du  BucU'b  Versuchen '^  abgeleitet  hatte. 


Ingen.-  n.  Archit.-Yer.  67  (1906),  p.  287,  bewegt  sich  11  zwischen  1  und  0,6  und 
nimmt  ab,  wenn  die  Tiefe  wächst. 

31)  Lond.  Phil.  Trans.  174  (1888),  p.  976  «  Papers  on  mechanical  and  physical 
subjects,  Cambridge  1900,  2,  p.  64. 

82)  Lond.  Phil.  Trans.  174  (1883),  p.  981  =  Papers  2,  p.  104. 

33)  Paris,  M^.  präs.  par  div.  sav.  16  (1868),  p.  162. 

34)  Amer.  Soc.  of  Civ.  Eng.  Trans.  36  (1896),  p.  268;  fOr  ft » |  in  Formel  (14) 
war  a  «  90,67  bezw.  68,19. 

36)  Ann.  d.  ponts  et  chaussäes  (7)  4  (1892),  p.  301  u.  346. 
36)  B.Woltmann,  Beiträge  zur  hydraulischen  Architektur  1,  Q^ttingen  1791, 
p.  166.    Auch  Weltmann  berechnete,  wie  0.  Reynolds  und  vor  letzterem  B.de 


J=  0,000536  ;i^,±7o/o 
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Übrigens  ist  nach  TJ.  Masoni^)  für  4  ü  ^  0,7  der  Druckverlust  etwa 
ly^mal  so  gross  als  Formel  (15)  angiebt.  Femer  fanden  kürzlich 
Ä,  V.  Saph  und  E.  H.  Schoder^^),  dass  bei  glattester  Leibung 

sei  und  bei  starkem  Knollenansatze  bis  zu  etwa 

e7-=  0,0016 -^^^, 

wachse  ^). 

d)  Abweichend  von  den  bisher  genannten  Formeln,  tritt  in  der  von 
Th.  Christen^^)  zunächst  nur  für  Röhren  und  künstliche  Gerinne  auf- 
gestellten, an  vielen  Versuchen  geprüften  Formel  neben  dem  benetzten 
Umfang  %  oder  der  Querschnittsfläche  F  und  einer  Bauhigkeitsziffer  k 
auch  die  Breite  B  selbständig  auf.  Er  setzt  nämlich,  an  seine  Ansicht 
über  die  Geschwindigkeitsverteilung  (siehe  unten  Nr.  4d)  anknüpfend, 

(16)  u  =^yj^  VBY^VRj=y^^yFj. 

Anderer  Art  ist  die  Abweichung,  zu  der  sich  B,  Siedek^^  ent- 
schloss.  Erwägend,  dass  in  der  Formel  (12)  von  GanguiUet  und 
KtUier,  wie  in  allen  ähnlichen,  die  Rauhigkeit  selbst  an  der  näm- 
lichen Stromstelle  mit  dem  Wasserstande  schwanken  kann^),  so  dass 
sie  sich  im  vorhinein  nur  ungenau  schätzen  lässt  und  dass  sie  bei 
natürlichen  geschiebeführenden  Flüssen,  die  ihr  Bett  selbst  aus- 
gestalten,  hiemach   eine   Funktion   des  Querschnittes  sein   müsse  ^), 

St.-Venant^  Ann.  des  mines  (4)  20  (1861),  p.  186,  die  Logarithmen  von  «7*  und  ü, 
wobei  er  zunächst  als  Mittelwert  v  ^  1,74  fand. 

37)  L.  G.  du  BtMt,  Principes  d'hydrauliqne ,  nouv.  ^d.  Paris  1786,  2,  p.  6. 

88)  Bollet.  del  coUegio  degli  ingegneri  e  arch.  di  Napoli  19  (1901). 

39)  Amer.  Sog.  of  Civ.  Eng.  Trans.  61  (1903),  p.  806. 

40)  Für  den  Druckverlust  in  genieteten  und  hölzernen  Leitungen  von 
grossem  Durchmesser  siehe  C.  B.  Marx,  C.  B.  Wing  und  L.  M.  Hoakina,  Amer. 
Sog.  of  Civ.  Eng.  Trans.  40  (1898),  p.  493  u.  612,  in  Schläuchen  J,  B.  Freeman, 
ebenda  21  (1889),  p.  338. 

41)  Translation  des  Wassers,  p.  39 ;  Zeitschr.  f.  Gewässerkunde  6  (1903/4),  p.  181. 

42)  Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.  68  (1901),  p.  397, 409, 446  u.  f. 
Siedek  verglich  seine  Formel  mit  dem  Ergebnis  von  637  Messnngen. 

43)  Karg,  Wochenblatt  f.  Baukunde  7  (1886),  p.  211  u.  222.  Nach  dem 
Jahrb.  des  k.  k.  hjdrogr.  Zentral-Bureaus  6  (1898),  Donaugebiet,  p.  306  gaben 
die  Messungen  in  der  Donau  bei  Stein  im  Juni  1898  n  »«  0,049  und  verminderte 
sich  n  mit  dem  Sinken  des  Wassers,  bis  es  im  November  nur  mehr  0,031  be- 
trug.   Siehe  auch  JET.  GraveU%L8^  Zeitschr.  f.  Gewässerkunde  1  (1898),  p.  196. 

44)  Diese  (Überlegung  kennzeichnet  B.  Siedek* %  Auffassung,  gegenüber  der 
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stellt  er  eiDen  von  jeder  Rauhigkeitsziffer  befreiten  Ausdruck  auf. 
Im  „normalen"  Flusse  von  der  Wasserspiegelbreite  B  ist  nach  ihm, 
weon  5  >  10  m, 

die   Tiefe    T^  =  YÖfillöB  —  0,125, 

das  Gefälle  J„  =  0,001022  —  0,0000222^, 

die  Geschwindigkeit   ü^  =  — ^L -, 

während  im  gegebenen  Fluss 


^    ^  ^  ^'  **'(«^+«^«)  "^     ^  «'' 

sei.  Hier  sind  A',  /t',  v  von  der  Tiefe  T  und  dem  Gefalle  J  abhängige 
Erfahrungsgrössen,  für  die  Siedek  eine  Tabelle  giebt.  Er  hat  diese 
später  geringfügig  verändert^*^)  und  seine  Formeln  auch  auf  natür- 
liche Gerinne  von  1  bis  10  m  Breite  ausgedehnt,  ja  sogar  solche  fär 
künstliche  Rinnsale  aufgestellt,  bei  welch  letzteren  er  aber  von  Ein- 
führung eines  von  der  Rauhigkeit  abhängigen  Koeffizienten  nicht 
Umgang  nehmen  konnte**). 

Andererseits  war  auch  Th,  Christen^'^  bestrebt,  die  Rauhigkeits- 
ziffer für  geschiebeführende  Flüsse  fortzuschaffen  und  hat  fßr  diese 
den  Ausdruck 

Z7=  6,307  ]p^f^ 
entwickelt. 

4  c*  Hilfsmittel  für  die  AuBreohnung.  Bestimmung  des  Qe^ 
f&lles.  Zusammenhang  von  Durohflnss  und  Wasserstand.  Die  An- 
wendung der  in  Nr.  4  b  angegebenen  Formeln  hat  für  Rohre  und 
künstliche  GFerinne  keine  weitere  Schwierigkeit  und  wird  praktisch 
dadurch  noch  wesentlich  erleichtert,  dass  zur  Lösung  von  Aufgaben 
wie  z.  B.  der  Ermittelung  eines  Siel-  oder  Rohrquerschnittes  bei  ge- 
gebenem Durchfluss  Q  und  Gefälle  J,  oder  der  Bestimmung  von  Q 
bezw.  J  aus  den  anderen  gegebenen  Grössen  Zahlentabellen  berechnet 


älteren,  die  im  Entfall  eines  wechselnden  Eoef&zienten  nur  das  Begnügen  mit 
einem  Mittelwert  sah. 

45)  B.  Siedek,  Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.  66  (1908),  p.  99  und 
67  (1905),  p.  61  u.  77.  Gegen  ihn  wendet  sich  p.  216  J.  Hermanek,  weicher 
ebenda  p.  242  eine  eigene  Formel  aufstellt. 

46)  R.  Siedek,  ebenda  66  (1908),  p.  119  u.  126. 

47)  2'h.  Cftristen,  Translation  des  Wassers,  p.  61. 
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oder  graphische  Darstellungen  gegeben  sind  (z.  B.  von  A,  JPrawi*®) 
und  K,  Bamneisier^^), 

Schwieriger  ist  die  Anwendung  der  Formeln  (9)  bis  (17)  bei  den 
natürliclien  Läufen,  weil  bei  ihnen  das  Gefälle  J  wegen  seiner  Un- 
gleichförmigkeit  schwer  festgestellt  werden  kann.  Man  erhält,  je 
nachdem  man  den  Höhenunterschied  näherer  oder  entfernterer  Punkte 
durch  deren  Entfernung  dividiert,  ein  anderes  Gefälle  J.  Nach  ü.  Sie- 
dek^s^)  Ansicht  hat  das  Gefälle  oberhalb  eines  Querprofiles  mehr 
Einfluss  auf  dessen  mittlere  Geschwindigkeit  U  als  das  unterhalb,  er 
betrachtet  daher  bei  10  m  oder  noch  mehr  Spiegelbreite  als  Gefälle 
J  jenes  der  Verbindungsgeraden  zweier  Oberflächenpunkte,  von  denen 
der  eine  zwei  Flussbreiten  stromauf,  der  andere  eine  Flussbreite  strom- 
ab vom  betreflFenden  Querprofil  liegt. 

Bestimmt  man  auf  Grund  mehrfacher  Messungen  an  gleicher 
Stelle  die  Koeffizienten  A,  /a  und  v  der  Formel  (14),  so  zeigt  sich, 
dass  sie  ebenso  wie  es  das  n  der  Ganguiilet'KuUer'achen  Formel  tat, 
in  Flüssen  in  Folge  Veränderungen  des  Flussbettes  stark  wechseln 
können;  beispielsweise  fand  sich  in  der  Donau ^^) 

1897  bei  Wien  0^=204  i?>,8»jro,67 

1898  bei  Stein    Cr=  1,37  i?>,7i  Jo,o9, 

Während  einer  Messung  können  A,  fi  und  v  selbstverständlich  als 
konstant  gelten  und  so  ist  der  von  Ä.  R.  Harlacher^^)  eingeführte,  an 
Formel  (14)  anklingende  Brauch  gerechtfertigt,  bei  Wassermessungen 
während  schwankenden  Wasserstandes  die  mittlere  Geschwindigkeit 
in  jeder  Lotrechten  proportional  A^  zu  setzen,  wobei  h  die  mit  der 
Zeit  veränderliche  Tiefe  bedeutet,  denselben  Wert  von  /t  für  den 
ganzen  Flussquerschnitt  (oder  doch  für  grössere  Teile  desselben)  an- 
zunehmen und  ihn  durch  zwei  Messungen  der  Geschwindigkeiten 
(also  des  Durchlaufes)  derselben  Lotrechten  bei  zwei  verschiedenen 
Wasserständen  zu  ermitteln '^•). 

48)  A.Frank,  Die  Berechnung  der  Kanäle  und  Bohrleitungen,  München  u. 
Leipzig  1886. 

49)  Zeitschr.  f.  Baukunde  7  (1884),  col.  11  u.  66.  Ein  graphisches  Ver- 
fahren giebt  KAlliUch,  österr.Wochenschr.  f.  d.  öflfentl.  Baudienst  11  (1906),  p.l37. 

50)  R.  Siedek,  Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.  66  (1903),  p.  104. 

61)  Jahrb.  des  k.  k.  hydrographischen  Zentralbureaus  6  (1898) ,  Donaugebiet, 
p.  808,  811  und  8  (1900),  Donaugebiet,  p.  803.  —  Im  Jahre  1900  entsprachen 
die  Messungen  bei  Stein  sogar  der  Formel  CT»  0,0669  i2o,85  j— o,3i. 

62)  A.  B.  HarUuiher,  Die  Messungen  an  der  Elbe  und  Donau,  Leipzig  1881, 
p.  80. 

68)  Beiträge  zur  Hydrographie  Österreichs  4  (1900):  Hochwasserkatastrophe 
des  Jahres  1899,  p.  149. 
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Dies  ist  indes  bei  grossen  Höhenänderungen  des  Spiegels  nicht 
mehr  zulässig.  Daher  bleibt  für  die  Feststellung  des  Zusammenhanges 
zwischen  Wasserstand  und  Durchlauf  Q,  wenn  man  grössere  Genauigkeit 
erreichen  will,  nichts  übrig,  als  mehrfache  Messungen  Torzunehmen 
und  auf  Grund  dieser  empirische  Formeln,  die  sehr  verschieden  ge- 
baut sein  können,  Tabellen  oder  gezeichnete  Kurven  auszuarbeiten. 
Beispielsweise  giebt  E.  ÄUard^)  für  die  Seine  in  Paris  die  Formel 
^=  48  -}-  209  A  +  5,8  Ä*,  worin  h  den  an  einem  bestimmten  Pegel 
gemessenen  Wasserstand  bedeutet;  C.  Ritter^)  giebt  hierfür  eine  Kurve 
und  J.  Botissinesq^)  empfiehlt  allgemein  die  Form  a  =  (»^(Ä  +  &i)*'^^ 
Ä.  R.  Harlacher^'^  fand  für  den  Wasserstand  h  an  der  Elbe  bei  Tetschen 

Q  =  78,09  (Ä  +  1,45)'»»58 

und  bei  höherem  Wasser 

ö  =  124,36  (Ä  +  l,45y»58S 

und  ähnliche  Formeln  fanden  bei  der  preussischen  Elbe  Anwendung. 
Nach  J,  Greve'B  Messungen '^®)  wächst  an  der  Weser  und  einiger  ihrer 
Nebenflüsse  die  mittlere  Geschwindigkeit  innerhalb  des  trapezförmigen 
Teiles  des  Querschnittes  längerer  gleichmässiger  Strecken  nach  dem 
Gesetze  U=  a^  -{-b^h,  wo  0^,61  Konstante  sind.  Übrigens  sind  di& 
Koeffizienten  bei  natürlichen  Flüssen  Veränderungen  unterworfen,  so- 
dass sich  beispielsweise  bei  Stein  für  die  Donau '^*)  im 

Aprü  und  Mai  1901         Q  =  1331,6  +  7,8ä  +  0,01  Ä« 

Juni  bis  Dezember  1901  Q  =  1279,6  +  7,7  A  +  0,01  Ä* 

fand;  der  Zusammenhang  von  Q  und  h  wird  besonders  dadurch  ge- 
trübt, dass  bewegliche  Sohlen  (also  der  Umriss)  sich  bei  höheren 
Wasserständen  mit  letzteren  umgestalten^). 

54)  Ann.  d.  ponts  et  chauss^eB  (6)  8  (1884)^  p.  625. 

55)  Ann.  d.  ponts  et  chanss^es  (7)  12  (1896),  p.  600.  Koch  andere  Angaben 
für  die  Seine,  sowie  zahlreiche  für  andere  Flüsse  veröffentlichte  Brease,  Ann.  d. 
ponts  et  chaussäes  (7)  7'  (1897),  p.  6. 

56)  Eauz  courantes,  p.  81 ;  siehe  auch  7.  Naztani,  Giom.  del  gen.  civ.  (4)  2^ 
(1882),  p.  321  u.  (4)  3  (1883),  p.  224  betr.  die  Tiber. 

57)  A.  B.  Harlacher,  Die  hydrometrischen  Arbeiten  in  der  Elbe  bei  Tetschen^ 
Prag  1883,  p.  26  und  Die  Bestimmung  von  Normal-Profilen  filr  die  Elbe,  Magde- 
burg 1885,  p.  88. 

58)  Verbandl.  d.  9.  intern.  Schiffahrts-Eongresses,  Düsseldorf  1902,  1.  Abt., 
15.  Mitteilung,  p.  80. 

59)  Jahrb.  des  k.  k.  hydrographischen  Zentralbureaus  9  (1901),  Donaugebiet, 
p.  828;  andere  Gleichungen  zweiten  Grades  fCLr  Donau  und  Inn  siehe  daselbst  6 
(1898),  p.  308;  8  (1900),  p.  800 f.;  9  (1901),  p.  826.  Daneben  benutzt  das  Zentral- 
bureau  auch  Kurven,  z.  B.  9  (1901),  Drangebiet^  p.  102. 

60)  Vgl.  z.  B.  W,  Lix^tin,  0  mechanizmie  riecznawo  ru^a,  Kasan  1895. 
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4d.     Die    Gesohwindigkeitsverteilnng    über   den   Quersohnitt. 

Die  praktisch  wichtigste  Frage,  die  nach  dem  Durchflusse,  machte, 
weil  es  vor  der  Erfindung  und  Verbesserung  des  TFottmann'schen  Flü- 
gels*^) keine  gute  Vorrichtung  zum  Messen  in  der  Tiefe  gab,  schon 
frühe  den  Wunsch  rege,  aus  der  mittels  Schwimmer  bestimmbaren 
mittleren  Oberflächengeschwindigkeit  die  mittlere  Querschnittsgeschwin- 
digkeit TJ  berechnen  zu  können,  also  die  Verteilung  der  Oeschwindig- 
keiten  über  den  Querschnitt  zu  erfahren.  Hierzu  kam  das  wissen- 
schaftliche Interesse  überhaupt,  und  später  die  Notwendigkeit,  eine 
Grundlage  für  die  Beantwortung  mancher  bei  der  ungleichförmigen 
Bewegung  auftauchenden  Fragen  zu  gewinnen.  Die  früheren  diesbe- 
züglichen Versuche^*)  sind  durch  die  heute  noch  massgebenden  von 
H,  Darcy  und  H,  Bdssin  überholt.  Von  ihren  Ergebnissen  seien,  schon 
wegen  der  Bestätigung,  die  die  Theorie  J,  Boussinesq's  durch  sie  er- 
fahrt, hier  zwei  mitgeteilt  •*). 

Zunächst  nimmt  nach  Bcusin 
in  breiten  rechteckigen  Kanälen 
(Fig.  1)  (bei  denen  der  Profilradius 
B  gleich  der  Tiefe  wird)  die  in  den 
Tiefen  z  herrschende  Geschwin- 
digkeit u  (in  allen  Lotrechten 
nahezu  gleich)  vom  Maximal- 
wert   M„.,    an    der    Oberfläche 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


bis  zum  Wert  Uq  an  der  Sohle  nach  der  parabolischen  Formel 
(18)  u  =  u^  —  2Qyjh 


_ 

Ä^ 


ab.     Weiter  gilt  für  halbkreisförmige  offene   (oder  kreisförmige  ge- 
schlossene) Gerinne  vom  Radius  r  (Fig.  2)  die  Beziehung 


(19) 


ti  =  M^  —  2l]/yJ^~, 


sodass  die  Geschwindigkeit  vom  Maximalwert  in  der  Mitte  nach  dem 
Rande   in   einer   kubischen  Parabel   bis   zu   u^   abnimmt.     Übrigens 

61)  B,  WoUmann,  Theorie  und  Gebrauch  des  hydrometrischen  Flügels,  Ham- 
burg 1790;  2.  Aufl.  1882.  Bezügl.  der  Verbesserungen  siehe  etwa  J.SMichting 
im  Handbuch  der  Ingenieurwissenschaflen  3,  1.  Abt.,  1.  Hftlfte,  8.  Aufl.  1892,  p.  149. 

62)  Vgl.  die  Lehrbücher,  u.  a.  Th.  Christen,  Translation  des  Wassers,  p.  81. 
Dieser  setzt  u :  tisM  ■=  (Ä  —  «)• :  Ä*  bezw.  =  (r  —  r)* :  r*. 

68)  Paris,  Mäm.  präs.  par  div.  sav.  19  (1866),  p.  280,  242.  Fflr  praktische 
Anwendungen,  bei  denen  man  es  nicht  mit  unendlich  breiten  Betten  zu  thun 
hat,  empfiehlt  Bcutm  p.  287  übrigens  Mm.  »  U '\' I^YRJ  zu  setzen;  ygl. 
Fussn.  92. 
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zeigten  neuere  Messungen  Bagin^B^)  in  einem  0^8  m  weiten  glatten 
Zementrohr  (dessen  Reibungskoeffizient  c  =  ööToö  ^^)  Abweichungen 
Yon  der  kubischen  Parabel,  welche  ihn  zu  der  Formel 

(20)         M  =  tw  -  29,5]/|  ■  J .  [  1  -")/l  -  0,95  (f  )*) 

fährten. 

Gleichwohl  dürfen  auch  diese  Basnn'sn^eji  Formeln  för  die  Ge- 
schwindigkeitsTerteilung;  besonders  bei  natürlichen  Wasserläufen,  nur 
als  näherungsweise  gültig  angesehen  werden,  einerseits  weil  sie  ein 
Gleiten  am  Umfange  annehmen  {u^  =|=  0),  ein  solches  aber  nach  den 
Versuchen  von  M,  Couette^^)  und  anderen  nicht  stattfindet,  anderer- 
seits, weil,  wie  schon  i.Xmewes*^  wusste  und  u.  a.  auch  H.Bazin^'^ 
bemerkte,  die  grösste  Geschwindigkeit  meist  unter  der  Oberfläche 
auftritt. 

Diese  Verlegung  des  Maximums  kann  nicht  immer  yon  den  Seiten- 
wänden herrühren  (die  bei  Aufstellung  der  Formeln  unberücksichtigt 
bleiben).  Denn  A.  A.  Humphreys  und  H.L.Abbot^)  fanden  bei  1  bis 
1,5  km  Flussbreite  —  im  Missisippi  —  die  grösste  Geschwindigkeit 
in  der  Tiefe,  jer  =  0,317  A;  und  wenn  auch  die  Einwirkung  des  Was- 
sers auf  die  Verbindungsschnur  der  von  ihnen  benutzten  Doppel- 
schwimmer ihre  Ergebnisse  fehlerhaft  gestaltet  haben  dürfte®^),  so 
konnte  dies  doch  nicht  das  Maximum  unter  die  Oberfläche  bringen, 
wenn  es  tatsächlich  in  ihr  aufgetreten  wäre. 

Zur  Erklärung  der  Erscheinung  ist  yielfach  an  den  Luftwider- 
stand gedacht  worden,  aber  —  wenn  der  Wind  auch  nicht  ohne  Ein- 
fluss  ist  —  mit  Unrecht,  denn  sie  zeigt  sich  auch  bei  stromab  wehen- 


64)  Paris,  U4m.  pr^s.  par  diy.  sav.  82  (1902),  Nr.  6,  p.  4,  16,  17. 
66)  M,  CauetU,  Thöse  Paris  1890,  p.  62  =  Ann.  phys.  chim.  (6)  21  (1890), 
p.  491,  siehe  auch  Fussn.  88  n.  unten  Nr.  13. 

66)  L.  Ximenes,  Nuoye  sperienze  idraoliche,  Siena  1780,  p.  242. 

67)  Paris,  M^m.  prds.  par  div.  sav.  19  (1866),  p.  24.  Übrigens  bleibt  bei 
der  Verlegung  des  Maximums  das  Verhältnis  desselben  zur  mittleren  (Geschwin- 
digkeit, also  liniftx  :  U  ungeändert  (vgl.  H.  Bcusin,  Ann.  d.  ponts  et  chauss^s  (6) 
10  (1876),  p.  309  f.). 

68)  Ä.  A.  Humphreys  and  H.  L.  Äbbot,  Report  upon  the  physics  and  hydrau- 
lics  of  the  Missisippi  River,  Philadelphia  1861;  deutsche  Bearbeitung  von 
H.  Grebenau  u.  d.  T.  Theorie  der  Bewegung  des  Wassers  in  Flüssen  und  Kanälen, 
München  1867.  Im  Paranä  und  Uruguay  wäre  nach  J.  J.  lUvy,  Hydraulics  of 
great  rivers,  London  1874,  p.  116  allerdings  die  Geschwindigkeitskurve  eine  Ge- 
rade und  die  grösste  Geschwindigkeit  an  der  Oberfläche,  aber  lUvy  vereinigte 
in  verschiedenen  Lotrechten  vorgenommene  Messungen  zu  einer  Linie. 

69)  Vgl  H.  Baein,  Ann.  des  ponts  et  chauss^s  (6)  7  (1884),  p.  664  f. 
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dem  Winde.  G.  van  der  MenshmggJie'^^)  sieht  die  Ursache  in  der 
Spannung  der  Oberflächenhaut,  welch'  letztere  überdies  der  Ver- 
dunstung ausgesetzt  sei,  sodass  immer  neue  Teilchen  yon  ihr  aufge- 
nommen werden  müssen,  welche  dabei  ihre  kinetische  Energie  in 
potentielle  umwandeln.  Die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  in  der 
Nähe  der  Obei-fläche  dürfte  jedoch  daher  kommen,  dass  Wirbel  oder 
Spiralbewegungen  um  wagrechte  Axen  Teilchen  von  geringer  Ge- 
schwindigkeit von  der  Sohle  zur  Oberfläche  bringen''^).  In  der  That 
beobachtete  J,  B,  Francis''^),  dass  Kalkmilch,  die  er  nahe  an  der  Sohle 
ins  Wasser  gespritzt  hatte,  nach  Zurücklegung  einer  der  10- bis  30  fachen 
Tiefe  gleichen  Strecke  an  der  Oberfläche  erschien.  F,  P.  Stearns 
und  M.  MöUer'^^  nehmen  speziell  an,  dass  das  Wasser  in  jeder  Fluss- 
hälfte längs  des  Ufers  emporsteigt,  sich  dann  der  Mitte  nähert,  hier 
abwärts  taucht  und  an  der  Sohle  zum  Ufer  zurückkehrt.  Das  Trei- 
ben schwimmender  Gegenstände  gegen  den  Stromstrich  hin  und  die 
Bildung  einer  tiefen  Stromrinne  unter  letzterem  spricht  für  diese  An- 
schauung^*). Nach  C.  Eüefa  Mitteilungen^^),  dass  auf  dem  Ohio  bei 
fallendem  Wasser  die  Boote  von  selbst  im  Stromstrich  bleiben,  wäh- 
rend sie  bei  steigendem  abdriften  wollen,  würde  auch  die  Veränderung 
des  Wasserstandes  den 
Vorgang  beeinflussen.  Es 
bleibe  dahingestellt,  ob 
oder  wann  die  Doppel- 
spirale bewirken  müsste, 
dass  die  Geschwindigkeit  ^^'  ^' 

an     zwei     Querschnitts- 
punkten Maxima  aufweise.     Thatsächlich  liegt,  wenn  die  Sohle  nicht 
mehrere  Tiefpunkte  besitzt,  von  den  u„u^  der  lotrechten  Punktreihen, 
in  welchen  man  bei  praktischen  Messungen  die  u  zu  ermitteln  pflegt, 


70)  G.  van  der  Menshrugghe,  Compte  rendn  du  4"**  Congr^s  scientifique 
international  des  catholiques  1897,  Fribonrg  1898. 

71)  J.  Thomson,  Lond.  Roy.  Soc.  Proc.  28  (1878/9),  p.  120.  Siehe  auch 
22.  Hartmcmn,  Zur  Kenntnis  der  Wirbdbewegung,  Zeitschr.  f.  Gewässerkunde  5 
(1903),  p.  106. 

72)  J.  B,  Francis,  Amer.  Soc.  Civ.  Eng.  Trans.  7  (1878),  p.  118. 

73)  Amer.  Soc.  Civ.  Eng.  Trans.  12  (1888),  p.  881.  F.  P.  Stearns  beobachtete, 
dass  der  Spiegel  in  einem  Gerinne  bis  auf  beide  Uferstreifen  Luftblasen  trug. 
3f.  Möller,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  88  (1888),  col.  201. 

74)  In  Kurven  bewegt  sich  das  Wasser  nach  Boussinesq  in  einer  einzigen 
Spirale  (s.  unten  Anhang,  p.  467). 

75)  C.  Eilet  jun.,  The  Mistiiippi  «nd  Ohio  rivers  etc.,  Philadelphia  1868, 
p.  808. 

Enoyklop.  d.  math.  WUienieh.    IV  S.  24 
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4-2  ^^\^c/^^W\::/^^A'-^ 


das  grösste  gewöhnlich  am  tiefsten  und  unter  dem  Stomstrich.  Gegen 
die  Ufer  hin  rücken  die  u^„  also  höher^  und  in  der  Ufemahe  wachst 
die  Geschwindigkeit  yon  der  Sohle  gegen  den  Spiegel,  ohne  ein  Maxi- 
mum im  mathematischen  Sinn  zu  bieten.  Die  Verbindungslinien  der 
Punkte  gleicher  Geschwindigkeit  schliessen  sich,  wenn  auch  roh^  dem 
Umriss  an  (vgl.  Fig.  3).  Zahlreiche  Veröffentlichungen  dieser  sog.  Iso- 
tachen  liegen  vor'*). 

4e.   Die  Polsationen.    In  Nr.  4d  war  yon  bestimmten  Geschwin- 
digkeiten u  für  die  einzelnen  Stellen  des  Querschnitts  die  Rede.   That- 
sächlich   ist  jedoch    die  Geschwindigkeit   an  jedem   einzelnen    Quer- 
schnittspunkte einem  fortgesetzten  raschen  Wechsel 
unterworfen,  sodass  die  u  nur  Mittelwerte  über 
die  Zeit   darstellen.     Das  Hin-  und  Herwirbeln 

yj\^j\r.jyrs/\ArAy     ^®^  Massen,  welches  im  wesentlichen  die  Reibung 

veranlasst,  giebt  sich  durch  ein  Pulsieren  des 
Wassers  zu  erkennen.  Dieses  ist  in  derselben 
Lotrechten  an  der  Oberfläche  am  geringsten,  nahe 
an  der  Sohle  am  stärksten,  wächst  bei  gleicher 
Tiefeyom  Stromstrich  gegen  dieUfer  hin  und  nimmt 
in  einem  und  demselben  Querschnitt  mitzunehmen- 
der Geschwindigkeit  ab  ''^)  (vgl.  Fig.  4).  H.  Basnn  ^®) 
fand  überdies,  dass  die  Rauhigkeit  die  Pulsation 
steigert.  Er  leitete  aus  seinen  Versuchen  femer  ab, 
dass  die  Schwankung  des  Spiegels  einer  Dorcj^schen 
Fig.  4.  Röhre  sich  in  offenen  Gerinnen  proportional  mit 


76)  Z.  B.  bei  A.  B.  Harlacher,  Beiträge  zur  Hydrographie  Böhmens,  1.  Lief, 
Prag  1S72  {Elbe);  Ders.,  Die  hydrometrischen  Arbeiten  in  der  Elbe  bei  Tetschen, 
Prag  1S83;  Ders.,  Die  Messungen  in  der  Elbe  und  Donau,  Leipzig  1881;  H.  Gre- 
benau,  Internationale  Bheinstrommessung,  München  1873;  M.Honseü,  Der  Boden- 
see und  die  Tieferleg^g  seiner  Hochwasserstände,  Stuttgart  1879  (Bhein); 
W.  Plenkner,  Über  die  Bewegung  des  Wassers  in  natürlichen  Wasserläufen, 
Leipzig  1879  (Eger);  J.v.Wagner,  Hydrologische  Untersuchungen,  Braunschweig 
1881  {Elbe  u.  Weser);  Weyrich,  Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  28 
(1882),  col.  347  {Elbe);  L  Nazzani,  Giom.  del  genio  civ.  (4)  2  (1882),  p.  189,  229, 
293  {Tiber);  J.  Sdimid,  Hydrologische  Untersuchungen  im  Königreich  Bayern, 
1884  {Inn);  F.  Frese,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  31  (1887),  p.  699  {Leine); 
Beiträge  zur  Hydrographie  Österreichs  8.  Heft  1897  {Donau  xl  Donaukaital); 
H.  Botin,  Paris,  M^m.  pr^s.  par  diy.  sav.  19  (1865),  p.  182  {gescMossene  und  offene 
rechteckige,  sowie  offene  dreieckige,  trapezförmige  und  verwandte  Gerinne,  Halb' 
röhren);  B.  E.  Horton,  Amer.  Soc.  of  Civ.  Eng.  Trans.  46  (1901),  p.  83  {Strassen^ 
sieHe);  F.  P.  Stearns,  ebenda  12  (1888),  p.  324  {gemattertes  Gerinne), 

77)  Beiträge  zur  Hydrographie  Österreichs  3.  Heft  (1897),  p.  68;  Ä.B.Har^ 
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in  geschlossenen  Leitungen  proportional  mit 

/Umax  —  (J     ,      Ujomx  —  t«\ 

von  Punkt  zu  Punkt  desselben  Querschnitts  ändere.  Zugleich  nimmt 
er  an,  dass,  wenn  die  Geschwindigkeit  an  einem  Punkte  zwischen 
Uj  und  tij  spielt,  die  Spiegelschwankung  in  der  Darcy-Rohre  dem 
Produkt  u(ui  —  w^)  proportional  sei. 

4  f.  Der  Boussinesq^sohe  Ansatz  für  die  Beibung.  Das  Pul- 
sieren und  die  von  H,  JBajsin  beobachtete  Geschwindigkeitsverteilung 
über  den  Querschnitt  bei  gleichförmiger  Bewegung  führten  J.Boussi- 
nesq  zu  einer  Theorie^*),  die  in  ihren  Grundzügen  bereits  bei  Ä.  E.  H, 
Love  (IV  15,  Nr.  17)  angedeutet  ist.  J,Boussinesq  entwickelt  die  Vor- 
stellung, dass  die  Strömungsgeschwindigkeit  das  Mittel  aus  sich  fort- 
wahrend  ändernden  Pulsgeschwindigkeiten  sei;  er  nimmt  an,  dass  die 
JTavicr'schen  Gleichungen  (vgL  IV  15,  Nr.  18,  A,  E.  H.  Love)  nähe- 
rungsweise verwendbar  sind,  falls  man  nur  an  Stelle  eines  allenthalben 
gleichen,  einen  veränderlichen  ReibungskoefiBzienten  £  annimmt,  der 
bedeutend  den  inneren  EleibungskoefGizienten  ^der  laminaren  Bewegung, 
wie  sie  in  Haarröhrchen  vor  sich  geht,  übertrifft.  Diese  verstärkte 
Reibung  wird  durch  ein  fortwährendes  Durcheinandermischen  der 
Flüssigkeit,  also  ein  Austauschen  der  Geschwindigkeiten  bewirkt 
(ähnlich  wie  die  Gasreibung  nach  der  kinetischen  Gustheorie)  ^). 
Daher  giebt  dann  €  das  Maass  der  an  der  betreffenden  Stelle  herr- 
schenden, von  Stelle  zu  Stelle  sich  ändernden  yfTurbtdenjg^*,  Über  die 
Grösse  der  Turbulenz  lassen  sich  nun  gerade  aus  den  Bazin^sehen 
Versuchen  Schlüsse  ziehen,  für  die  andererseits  auch  von  vorneherein 
eine  gewisse  Wahrscheinlichkeit  spricht®*). 


locker,  Die  Messungen  in  der  Elbe  und  Donau,  Leipzig  1881,  p.  14;  J^.  Frete, 
Zeitschr.  d.  Yer.  deutsch.  Ing.  31  (1887),  p.  698. 

78)  H.  Bazin,  Ann.  des  ponts  et  chaussäes  (6)  14  (1887),  p.  196. 

79)  Essai  sur  la  thäorie  des  eauz  courantes;  Paris,  M^m.  pr^.  par  diy.  sav. 
23  (1877)  mit  Nachtrag  24  (1877)  und  Theorie  de  T^coulement,  Paris  1897. 

80)  Vgl.  die  Kritik  des  Boussinesg^schen  Ansatzes  bei  H.  A.  LorenUs,  Yer- 
slagen  der  Acad.  d.  Wetenschappen  te  Amsterdam  6  (1897),  p.  86;  und  in  dem 
Aufsatze  von  H.  Hahn,  O,  Herglotz  u.  K,  Schwarzschüd,  Über  das  Strömen  des 
Wassers  in  Röhren  und  Kanälen,  Zeitschr.  Math.  Fhjs.  61  (1904),  p.  411  ff. 

81)  «7*.  Botissinesq  nimmt  in  der  Darstellung  seinen  Ausgangspunkt  nicht 
von  den  H,  jBo^tn'schen  Versuchen,  sondern  wählt  den  Weg  über  die  plausiblen 
Annahmen,    indem  er  zeigt,    dass    sie    zu   Resultaten    führen,    die    mit    den 

24* 


848  IV  20.   PÄ.  Farchheimer.    Hydraulik. 

Beschränkt  man  sich  auf  die  beiden  Grenzfälle  eines  sehr  breiten 
offenen  Eastengerinnes  von  der  Tiefe  h  und  einer  kreisförmigen  Röhre 
oder  auch  halben  Röhre  vom  Radius  r  —  zwischen  denen  alle  anderen 
in  der  Praxis  vorkommenden  Fälle  eingeschlossen  werden  können  — 
so  ist  das  Resultat  der  Überlegungen®^): 

Für  sehr  breite  rechteckige  Gerinne  ist  die  Turbulenz  gleich  dem 
Produkt  aus  der  Tiefe  des  Kanals  ^  der  Quadratwurzel  aus  einem 
Rauhigkeitskoeffizienten  B  und  der  Randgeschwindigkeit  u^^^  sodass 

(21)  *  =  jy5-«oA, 

wo  wieder  y  =*  Qg  das  Eigengewicht  und  K  eine  von  der  Rauhigkeit 
der  Wand  unabhängige  individuelle  Konstante  des  Wassers  ist. 
Für  kreisförmige  Bohren  ist  die  entsprechende  Formel: 

(22)  ,=:^V5. „„.£.. IL, 

wo  hier  der  Faktor  —  hinzutritt^  um  das  Anwachsen  der  Turbulenz 
nach  der  Mitte  in  Rechnung  zu  bringen»*). 


Bcusin'schen  Versuchen  übereinstimmen.  H,  Hahn,  O,  Herglotz  n.  K.  Schwärt- 
Schild  dagegen  haben  die  Boussinesq'ache  Theorie  —  zunächst  nur  für  die  gleich- 
förmige Bewegung  —  in  der  ersteren  Weise  dargestellt. 

82)  Vgl.  insb.  auch  Baussinesq,  Theorie  1,  p.  49,  die  „demi^res  r^flexions 
touchant  Tagitation  tourbillonniare  et  les  lois  du  frottement  int^rieur^S 

83)  Eine  solche  mnss  man  trotz  der  entgegenstehenden  Versuche  annehmen. 
Es  ist  diese  Annahme  bis  zu  einem  gewissen  Grade  durch  den  umstand  be- 
rechtigt, dass  die  Geschwindigkeit  vom  Band  aus  in  einer  kurzen  Strecke  auf 
einen  beträchtlichen  Wert  ansteigt.  Vgl.  M.  Ccuette,  Th^e  Paris  1890,  p.  80  » 
Ann.  chim.  phys.  (6)  21  (1890),  p.  508.  Hiermit  steht  auch  H.  S.  Hele-Shato'B 
Ansicht  im  Einklang,  der  aus  gewissen  Beobachtungren  schloss,  dass  hart  an 
den  Wänden  die  Bewegung  eine  laminare  sei,  vgl.  Experiments  on  the  nature 
of  the  surface  resistance  in  pipes  and  on  ships.  Inst,  of  Naval  Architects,  Trans. 
89  (1897),  p.  145,  165  u.  Investis^ations  of  the  nature  of  surface  resistance  of 
water  on  stream  line  motion  under  certain  experimental  conditions,  ebd.  40  (1898), 
p.  21  u.  45.    Siehe  auch  unten  p.  448. 

84)  Über  die  Schwierigkeit,  dass  e  fClr  r  =  0  unendlich  wird,  vgl.  J.  Boussinaq, 

Th^rie  1,  p.  20.    Man   umgeht   sie  durch  Einführung    einer  Funktion  von  — 

r  ^ 

neben  — ,  die  für  r  ■»  0  endlich  bleibt. 


t+»(t) 
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Hierzu  kommt  als  Annahme 


r^^^^ 


tCi)dx 


(jvt%  dx)dz 


t^^djc 


Über  die  äussere  Eeibung 

(23)  F,  =  yB-  «0*. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  > 

ergeben  sich  nun  in  der  Tat  für    ^ 

die  gleichförmige  Bewegung  bei 

schwacher  Neigung  des  Gerinnes 

oder   Rohres   aus   der   einzig  in  Fig.  6. 

Betracht  kommenden  Gleichung: 

(24)  o=Z-i-f^  +  -i-|-(a|^) 
^     ^  Q  dx    ^    Q  dz\   dz/ 

und  den  Randbedingungen: 

du 
« g—  =  —  F^  an  den  festen  Wänden, 

g—  =  0  und  p  =  const.  an  der  freien  Oberfläche  (wo  jer  =  0  sei), 

die  von  den  Experimenten  her  bekannten  Formeln.  Führt  man  näm- 
lich als  X'Axe  die  Gerinne-Mittellinie  (oder  die  Rohraxe)  ein,  so  wird 
beispielsweise  aus  Gl.  f24)  unter  Einführung  der  Werte  von  s  für  das 
rechteckige  Gerinne: 

welche  Gleichung  zwischen  den  Grenzen  0,  0  nach  dz  integriert, 


(25) 


O  =  —j0  — 


VB         ,     du  T  e   du 

JST  ^  dz  Qg  dz 


giebt.    Für  z  =  h  giebt  die  letzte  Gleichung  Jh  ==  jBuq^]  wird  hieraus 
J  in  Gl.  (25)  eingesetzt  und  dann  zwischen  h  und  e  integriert,  so  folgt 


«=1  +  ^:1^ 


(i-Ä 


Ahnlich  lassen  sich  für  das  Verhältnis  ^^  u.  s.  w.,  femer  für  Röhren, 
die  in  folgender  Tabelle  zusammengestellten  Gleichungen  ableiten  ^^): 
für  Kastengerinne  für  Bohren  und  Halbrohren 

(26.)   ^_l  +  ?^(l_!l),     i_i  +  |iVä,(,_r;), 

(26b)    c-i  + 


K 

8  ' 


1      .    2K 


6    ' 


85)  /.  Bauuinesq,  Theorie  1,  p.  88,  84. 
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(26  c) 
(26  d) 


für  Kastengerinne 

'  ^^  2 


ü 


HL 


fwr  Bohren  und  Halbröhren 

'^ — ü — yr?)' 


ir~  ^  "♦"TT' 


1    + 


16    c 


86\ 


Yon  diesen  Gleichungen  stimmt  (26  c)  mit  den  in  Nr.  4d  gege- 
benen JBajerin'schen.  Die  Eonstante  K  lasst  sich  nach  ihr  aus  der  be- 
obachteten Oeschwindigkeitsyerteilnng  berechnen.  Auf  diesem  Wege 
fand  J,  BotASsinesq  K  f&r  Wasser  gleich  44,55  mV«  sec~  *.®^  B  wird 
dann  für  c  =  50  m'/*  sec""^  (welcher  Wert  mit  dem  von  Eytdwein  für 
Flüsse  angegebenen  nahezu  übereinstimmt)  =  0,00081  m^^sec*.  ^ 
Boussinesq  prüfte  auch,  ob  nach  Bajsin's  Versuchen  die  c  der  Gleichungen 

U  =r  cYBJ  für  rechteckige  und  halbkreisförmige,  gleich  rauhe  Ge- 
rinne,   tatsächlich   verschieden  sind.     Das   ist  der  Fall,   doch   zeigte 

sich  der  Unterschied  nicht  nur  =  -z 5-  =  tt  =  3  m*/*see"*,    wie 

6  3  16  ' 

es  nach  den  Gleichungen  (26  b)  sein  sollte,  sondern  etwa  =5mV«sec""^®*) 

Auch  den  neuesten  Messungen  von  H.  Baein  über  die  Geschwin- 

digkeitsverteilung    in   Röhren  (vgl.  Nr.  4d)   hat  Boussinesq^)  seine 

Theorie  angepasst  und  durch  höhere  Approximation  hier  £'=48,6m^^ 


-1 


OAP 


(27) 


and 


1 


+  IT  (1  +  0,0215), 


U 


16 


J^ ^    ,     12,96 

c  '       c 


gefanden  ^^).     Hieraus  folgt  bei  einer  Rauhigkeit,  die  bei  breiten  Ge- 
rinnen durch  6  = -^  =  0,0004  m""  ^  sec*    gekennzeichnet    wäre,    für 

c 

diese  bezw.  Halbröhren  und  Röhren: 

ü 

(28) 

,,      =  0,50. 


=  0,86  bezw.  =0,81, 


u„ 


-  .0-  =  0,58 


S6)  Nach  Gl.  (26  d)  nimmt mit  wachsender  Baohigkeit  ab.   Dies  ist  för 

Uauks 

Ströme  n.  a.  von  J.  Chreve,  Neunter  intern.  Schiffahrtskongress ,  Düsseldorf  1902, 
1.  Abt.  16.  Mitt.,  p.  31  bestätigt  worden.  Vgl.  auch  H.  Baein,  Ann.  des  ponts 
et  chanss^es  (5)  10  (1876),  p.  809  f. 

87)  Vgl.  /.  Boussinesq,  Theorie  1,  p.  36. 

88)  Vgl.  /.  Boussinesq,  Eaux  courantes,  p.  86. 

89)  Theorie  1,  p.  86. 

90)  Theorie  1,  p.  40. 

91)  Ebenda,  p.  46;  vgl.  auch  die  Daten  von  /.  B,Freeman  unten  p.  362. 
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In    glatten   Röhren   ist   grösser   als    in   rauhen  und  wurde  von 

H.  Bazin  in  seinem  Zementrohr  gleich  0,856,  von  Q.  S.  Williams, 
C,  W.  HuhbeU  und  G.  H,  Fenkdl  in  Gusseisensträngen  gleich  0,84  ge- 
fundene^). 

5.  Die  stationäre  (von  der  Zeit  unabhängige)  Strömung,  insbesondere 

in  Wasserläufen  mit  freiem  Spiegel. 

6  a.  Stationäre  Strömung  als  Übergang  zu  gleichförmiger  Be- 
wegung in  Leitungen.  Bei  der  stationären  Bewegung  ist  der  Ge- 
schwindigkeitszustand immer  noch  unabhängig  von  der  Zeit,  ändert  sich 
aber  von  Ort  zu  Ort.  Auf  eine  solche  Bewegungsart  ist  man  bis  vor 
kurzem  fast  nur  bei  offenen  Wasserläufen^*)  eingegangen,  bei  welchen 
die  Frage,  welchen  Spiegel  sie  unter  gegebenen  Bedingungen  annehmen, 
grosse  praktische  Wichtigkeit  hat  und  seit  J,  B.  Belanger  zu  einem 
der  Ausgangspunkte  der  wissenschaftlichen  Hydraulik  geworden  ist. 
Auch  die  verwandte  Frage  nach  dem  Eintritt  und  Aufhören  der 
gleichförmigen  Bewegung  wurde  zunächst  nur  bei  offenen  Läufen  be- 
handelt, bis  J,  Boussinesq^)  sie  auch  auf  geschlossene  Leitungen  aus- 
dehnte, nachdem  H.  Bazin^^)  an  einem  80  m  langen  Zementrohr  ein- 
schlägige Versuche  angestellt  hatte.  Von  diesen  Entwickelungen 
Botissinesq's^^)  werde  nur  kurz  mitgeteilt,  dass  nach  ihm  von  der 
Stelle  an,  in  welcher  die  am  Eintritt  in  eine  Röhre  eingeschnürte 
Strömung  bereits  wieder  den  ganzen  Querschnitt  ausfüllt,  noch  eine 
Strecke  von  30  Durchmessern  und  in  kastenförmigen  geschlossenen 
breiten  Gerinnen  von  der  Höhe  2A  noch  eine  Strecke  von  72  h  zur 
Herstellung  einer  merklichen  Gleichförmigkeit  der  Bewegung  erforder- 
lich ist. 

Dass  aber  auch  beim  Austritt  aus  einem  Rohre  eine  Änderung 
in  der  Geschwindigkeitsverteilung  erfolgt,  zeigt  ein  Vergleich  der 
Bazin^8chen  Messungen  mit  denen,  die  J,  R.  Freeman  in  den  Mittel- 
punktsabständen  r  in  einem  Strahl  vornahm,  der  aus  einem  2r  weiten 
Mundstück  eines  Feuerwehrstrahlrohres  austrat*').     Vgl.  die  folgende 


92)  Amer.  Sog.  of  Civ.  Eng.  Trans.  47  (1902),  p.  84,  64,  182. 

93)  Stationare  Bewegung  bei  wechsehidem  Rohrquerschnitt  findet  in  koni- 
schen Rohrteilen  statt;  sie  gelangt  in  Nr.  7  b  zur  Besprechung. 

94)  /.  Bouasinesq,  Theorie  2. 

95)  H.  Bazin,  M^m.  pr^s.  par  div.  sav.  32  (1902),  Nr.  6,  p.  14. 

96)  Vgl.  J.  Boussvnesq,  Theorie  2,  p.  64  n.  70. 

97)  H.  Bazin,  Paris  M^m.  präs.  par  div.  sav.  32  (1902),  Nr.  6,  p.  24   und 
J.  B.  Freeman,  Amer.  Soc.  of  Civ.  Eng.  Trans.  21  (1889),  p.  411. 
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Tabelle,  in  die  für  verschiedenes  ~  die  gemessenen  Werte  fQr  """7"  ^ 
nach  der  Formel  (20)  (Bazin)  und  J,  R.  Freeman  eingetragen  sind. 

~  =  0,174  0,522  0,783  0,904  0,974  0,991 

!!^^  (Bazin)  =  0,009  0,087  0,221  0,329  0,429  0,463 
„     (Freeman)  =  0,024  0,109  0,221  0,307  0,429  0,477 

5  b.  Die  Gmndgleiohiing  für  die  stationäre  Strömung.  In  der 
Praxis  kann  man  meist  die  lebendigen  Kräfte  yemachlässigen  und  mit 
genügender  Genauigkeit  zur  Kenntnis  des  Spiegels  (Staukurvr)  gelangen, 
wenn  allenthalben  der  Umriss  des  mehr  oder  weniger  hoch  ausfQllbaren 
Bettes  und  an  einer  Stelle  (z.  B.  oberhalb  eines  Stauwehres)  die  Höhe 
des  Wasserspiegel  gegeben  ist.  Man  bestimmt  nämlich  nach  einer 
der  Formeln  för  gleichförmige  Bewegung  —  z.  B.  der  Chejsy'B  —  zu- 
nächst das  Gefälle  J  der  untersten  Strecke,  kennt  dann  annähernd 
den  durchflossenen  Querschnitt  der  stromauf  folgenden,  sucht  J  für 
letztere,  und  fährt  auf  diese  Weise  fort.  Bei  Senkungskurven  muss 
man  in  ähnlicher  Weise  weiterschreiten.  Bei  unveränderlichem  Sohlen- 
gefälle und  zyb'ndrischem  Bett  fQhrt  dieses  Verfahren  auf  eine  Diffe- 
rentialgleichung, die  sich  unter  Umständen  lösen  lässt^^. 

Die  grundlegenden,  die  lebendigen  Kräfte  berücksichtigenden 
Gleichungen  für  die  stationäre  Bewegung  haben  unter  der  Annahme^ 
dass  sie  nicht  zu  sehr  von  der  gleichförmigen  Bewegung  abweicht 
(mouvement  permanent  gradudlement  varie)y  von  dem  BemonUt^ch&ix 
Theorem  ausgehend,  zuerst  J.  B,  Belanger ^^),  P.  VauÜiier^^)  und 
6r.  Coriolis^^^)  aufgestellt^®*).  Die  von  P.  VatUhier  etwas  modifizierte 
Bdanger^Bche  Gleichung^®*)  lautet: 


98)  Für  Betten  von  grosser  Breite  geben  /.  Dupuit,  Stades  sur  le  mouve- 
ment des  eauz,  Paris  1868,  p.  87  u.  297,  und  3t.  Bühlmann,  Hydromechanik, 
2.  Aufl.,  Hannover  1880,  p.  483,  für  Gerinne  von  parabolischem  Umriss  G,  ToXk- 
müt  im  Handbuch  der  Ingen.-Wiss.  3:  Wasserbau  1.  Abt.,  1.  Hälfte,  3.  Aufl. 
(1892),  p.  284  (s  a.  WochenbL  f.  Arch.  u.  Ing.  3  (1881),  p.  98,  106,  14)  Tabellen 
sur  i^erechnung  der  Staukurve. 

99)  J.  B.  Belanger,  Essai  sur  la  Solution  de  quelques  probl^mes  relatifs  au 
mouvement  permanent  des  eauz  courantes,  Paris  1828,  p.  10  u.  24. 

100)  Ann.  d.  ponts  et  chauss^es  1836,  2.  s^m.,  p.  862  f. 

101)  Ann.  d.  ponts  et  chausd^es  1886,  1.  s^m.,  p.  314  f. 

102)  VgL  zur  Geschichte  des  Problems  B.  de  St.-Venant,  Des  diverses  ma- 
ni^es  de  poser  les  t^quations  du  mouvement  vari^  des  eaux  courantes,  Ann.  d. 
ponts  et  chauss^es  (6)  13  (1887),  p.  148  f. 

103)  Bei  unreg^elmäSdigem  Bett  kann  auf  Grund  dieser  Gleichung  ähnlich 
wie  oben  auf  Grund  der  de  Chizy\  schrittweise  vorgegangen  werden. 
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(29)  j^^^f^  +  ^£, 

sie  ergiebt  sich  sofort  für  a  =  1  aus  der  auf  das  Längenelement  ds 

angewandten  Gleichung  (4).     Coriolis^^)  führte  zuerst  in  das   Glied 

du*,. 

^a~  ^^^  Koeffizienten  a  ein,   der  dadurch   begründet  ist,   dass   die 

Geschwindigkeiten  nicht  gleichförmig  über  den  Querschnitt  verteilt 
sind.  Dieser  Koeffizient  wurde  von  Coriölis  auf  Grund  zweier  ver- 
schiedener Annahmen  über  die  Geschwindigkeitsverteilung  zu  1,16  oder 
1,47   berechnet,  von  P.  Vcmßiier  aber  weit  kleiner  geschätzt  ^^).     In- 

dem  die  genannten  Autoren  dann  weiter  g  =  »^  setzten,  vernach- 
lässigten sie  die  Änderung,  welche  die  Umfangsreibung  dadurch  er- 
fährt, dass  die  Geschwindigkeit  anders  als  bei  gleichförmiger  Bewegung 
über  den  Querschnitt  verteilt  ist.  Diese  Änderung  hat  erst  J.  Boussinesq 
mit  Hülfe  seines  Ansatzes  der  turbulenten  Erscheinungen  zu  berück- 
sichtigen verstanden  (vgL  unten  Nr.  5e). 

Aus  Vauthier's  Gleichung  leitet  M.Bother^^) 

W  |-(i-7Ff)^('-T?) 

ab  (hierin  ist  i  das  Sohlengefälle,  %  der  benetzte  Umfang,  e  die  absolute 
Höhe  des  Spiegels,  y  dessen  Höhe  über  der  Sohle)  und  geht  strecken- 
weise vor,  indem  er  den  Bruch -v—  durch  Mittelwerte  ersetzt. 

'  9%     äy 

5  c.  Integration  der  Stauglelohung  für  einen  reohteokigen  Kanal 
(einfache  Stantheorie).  Die  Integration ^^^)  der  einfachen  Staugleichung: 


104)  Die  Notwendigkeit  eines  solchen  a  erkannten  übr^ens  schon  G.  V, 
PanceUt  und  /.  Ä.  Leshros,  Paris  M^m.  pr^s.  par  div.  sav.  8  (18.S2),  p.  407. 

105)  Über  die  neueren  Werte  H.Bazin'a  siehe  oben  Nr.  4d  und  5  a. 

106)  M.  Eother,  Zeitschr.  f.  Gewässerk.  2  (1899),  p.  274,  837. 

107)  Über  ein  Näherungsverfahren  ssur  Lösung  von  Gl.  (29)  bei  zylindrischem 
Bett,  bei  dem  der  Querschnitt  und  bei  gegebenem  Q  sonach  auch  U  nur  ron  der 
Wassertiefe  h  abhängt,  sodass  man  nach  Gl.  (9)  das  Gefälle  J  zwischen  je  zwei 
benachbarten  h  genügend  genau  ausrechnen  kann,  siehe  G.  ToIkmiU  im  Handb, 
d.  Ingenieurwissensch.  8,  1.  Abt.,  1.  HSlfte,  3.  Aufl.,  Leipzig  1892,  p.  236.  Bei 
nicht  zylindrischen  Betten  geht  A.  Fliegner,  Schweiz.  Bauzeitung  42  (1903),  p.  89 
nicht  unähnlich  vor.  Eine  Ausbildung  des  Verfahrens  durch  jET.  Walter  hat 
J.  Hermanek  als  unrichtig  nachgewiesen,  Zeitschr.  f.  Gewässerk.  6  (1903/4),  p.  92; 
6  (1904/5),  p.  186.  Für  trapezförmige  Querschnitte  verschiedenster  Seitenböschung 
hat  B.  de  St-Venant,  Ann,  des  mines  (4)  20  (1851),  p.  294  Tabellen  berechnet, 
welche  für  das  Verhältnis  y :  \  die  Erhebung  y  zur  ursprünglichen  Tiefe  h^  das 
zugehörige  is :  h^  angeben,  wobei  t  das  Sohlengefälle  und  s  die  Längenabstände 
vom  Punkte  bedeutet,  in  welchem  ys==8h  ist. 


l 
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(31)  «^=i^  +  4.l? 

] fmsrm  für  Kanäle  von  rechteckigem  Querschnitt 

leistete  bereits  J,  Dupuit  (allerdings  für 
a  =  1).  ^^®)   Die  Sohle  besitze  ein  gleicb- 
miPwtijaiM>jpy         massiges  Gefälle  i,  der  E^anal  durchweg 
Yig.  6.  <^ö  Lichtweite  ?,  und  der  ursprüngliche 

Abstand  h^  zwischen  Spiegel  und  Sohle 
werde  durch  den  Stau  auf  hQ-{-y  vergrössert  (Fig.  6).  Eine  Differential- 
gleichung für  y  folgt  nun  leicht;  wenn  man  beachtet,  dass 

B         iQ^o  +  y) 

ist,  dass  der  Durchfluss  Q  konstant  bleibt  und  dass  für  die  gleich- 
förmige Bewegung 

BJ    TTi _  ö«  =  ?JLViif!V 

also 

jji i^:ti%' IK^  •  V 


b{i  +  2Äo)-i*(Äo  +  yy     ^ii  +  2Äo)(Äo  +  y)' 

sein  muss.     Da  J=^i  —  ^,  wenn  s  die  Elanallänge  bezeichnet,  so 
wird  Gleichung  (31)  zu 

{M\     i       dy  _l  +  2ih,+  y)       h,U  lh,U  dy 

^""^^  ds  (K  +  yr      'l+^K  9h{l  +  2h,)(Ji,  +  yy'd8' 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist,  wenn  zur  Abkürzung 

m  =  1  —  ^  • ,  ,  ^,      und    3n  =  2  +  ,-r  ^,- 

gb     l  +  2hQ  *    l  +  2Äo 

gesetzt  wird,  bei  entsprechender  Wahl  des  Anfangspunktes  der  s 
(33)    «  =  y  +  A„  +  ^lognat^-,,p^|l^^-^ 

V8(4n—  8)        12  ^Ä^y8(4n— 3)J 

Für  sehr  Jr«fe  Gerinne,  also   Z  =  oo,   erhält  man  aus  (33)  bei 
Verschiebung  des  Anfangspunktes  die  Gleichung  von  J.J.  Ch,  Bresse^^^): 


108)  Vgl.  auch  die  Lehrbücher,  z.  B.  Ä,  Flamant,  Hjdraulique,  p.  260  und 
ü.  Masoni,  Idraulica,  p.  488.  /.  Boussinesq,  Eaux  courantes,  p.  112  —  siehe  auch 
unten  61.  (60)  —  hat  statt  dieses  Koeffizienten  a  einen  andern  a  «=1,11,  der  zwar 
seiner  Begründung,  aber  fast  gar  nicht  seinem  Werte  nach  von  dem  a  von 
Cariolis  abweicht. 

109)  /.  «T  Ch.  Bresse,  Cours  de  m^canique  appliqu^e,  2.  partie:  Hjdraulique, 
Paris  1860,  p.  221  (Bresse  setzt  hier  a  » i).  Vgl.  die  beiden  Figuren  7  und  8,  in 
welchen 


^ 
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w  'i-i.-{^-m'''"'HW^ 


^  arc  cotff  —~ — -  -\ =  \ 

i/3         ®  ys-Äo      sysj 


} 


wo  Ä  =  Äq  +  y  die  Wassertiefe  bedeutet.     Für  den  in  der  Klammer 
stellenden  Ausdruck 

J  —  log nat  -~ — ^r^ 7- arc cotg     ,.     -^ -\ -pz \=Wl^)-\ 

hat  Bresse  Tafeln  gegeben,  wodurch  seine   Formel  leicht  benutzbar 
wird"<>). 

Für  sehr  geringe  Stauhöhe  hat  u.  a.  J.  Dupuit^^^)  die  Gleichung 
(31)  vereinfacht  ^^*).  Er  findet  unter  bestimmten  Annahmen  zwischen 
zwei  Punkten  s^  und  s^ 

(35)  i(«i-s,)  =  %-lognat|, 

WO  hm  die  mittlere  Wassertiefe  der  in  Frage  kommenden  Strecke  be- 
deutet. 

Diese  Gleichung  gewährt  raschen  Überblick  über  die  Eigen- 
schaften der  Staukurven;  sie  zeigt  z.  B.,  dass  die  Staulänge  s^  —  s^ 
zwischen   zwei  Höben  y^  und  y^  dem  Sohlengefälle  i  annähernd   um- 


-^fr»' 


a  =  +  Äo  ( 1  —  r-ü)  I  ..  log  nat  -^=^ — %r* ■  r  arc  cotg  -^ — :  l 

und 

/•  =  ±  0,605  Ä.(l-^.) 

gesetzt  ist. 

110)  Auch  Ä.  Colding,  Kopenh.  Vidensk.  Skrifber  (6)  6  (1867),  p.  1  f .  und 
ebenda  (5)  9  (1873),  p.  141  f.  entwickelt  einen  (33)  entsprechenden  Ausdruck,  fCir 
den  er  gleichfalls  Tafeln  berechnet.  Zugleich  aber  behandelt  er  auch  den  Fall, 
dass  die  Sohle  in  der  Stromrichtung  ansteigt,  femer  in  gleicher  Vollständigkeit 
angenähert  die  Bewegung  in  parabolischen  Geriunen  und  kreisrunden  Röhren. 
Er  findet,  dass  der  freie  Wasserspiegel  je  nach  Durchfluss  und  Gefälle  in  breiten 
Eastengerinnen  6,  in  kreisrunden  Röhren  14  verschiedene  Formen  annehmen  kann. 
B.  Tolman,  Osterr.  Wochenschr.  f.  d.  öffentl.  Baudienst  11  (1905),  p.  405,  424 
prüfte  die  Formeln  von  Dupuit  (Eühlmann),  Bresse^  TolkmiU  (vier  Formeln)  und 
Fliegner  an  drei  Haltungen  der  Moldau  und  fand  die  mittleren  Fehler  ==  1,38; 
1,78;  2,05  bis  4,63;  5,64  cm.  Siehe  auch  (J.)  Dancktoerts,  Zeitschr.  f.  Archit.-  u. 
Ingenieurw.  (2)  8  (1908),  col.  257. 

111)  J.  Dupuit,  ätudes  th^oriques  et  pratiques  sur  le  mouvement  des  eauz 
courantes,  2.  ^d.,  Paris  1868,  p.  91. 

112)  Über  andere  einfache,  aber  allerdings  willkürliche  Theorien  siehe 
U.  Masoni,  Idraulica,  2.  ed.,  p.  509,  515. 
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•  

gekehrt  proportional  ist.  Auch  auf  den  wesentlichen  Einfluss^  den 
das  SohlengeföUe  auf  den  Charakter  der  Stauerscheinungen  hat^  ging 
Dupuit^^^)  ein,  der  das  entscheidende  i  =  0,0035  fend  (vgL  die  folg. 

Nr.  6d  und  Nr.  6f). 

5d.   Die  DiskoBsion  der  Staugleiohung  für  aehr  breite  ebene 

(Gerinne.     Für  diese  wird  der  Profilradius  B  gleich  der  Tiefe  h  und 

dh 
ds 

ccU^dh 

c'  g     ds 

Durch  Einführung  des  Durchflusses  der  Breiteneinheit  q  «==»  Uh,  der 
bei  gleichförmiger  Bewegung  herrschenden  Tiefe  h^  =  y    %-  ^^^  ^^^ 

Grösse  k=  y  -^  =  h^y geht  obige  Gleichung  in^die  leicht  dis- 
kutierbare 

(37)  ''•       '•^'       ^^"       '*^^^ 

über. 


die  Gleichung  (31),  wenn  J  durch  i  —  ^-  ersetzt  wird,  zu 
(36)  ^-       "^^^^        ^' 


'-«)* 


(»• -».')«-(»•-*•)  5; 


ds 


Fig.  7. 


-ymjreMeMjJttifdote 


Fig.  8. 

118)  DwgiyMJtf  ^tudes  tiiäoriques  et  pratiquea  snr  le  mouyement  des  eanx 
roiurantes,  2.  ^d.,  Paris  1868,  p.  88. 


5.  Die  stationäre  Strömung,  insbes.  in  Wasserlänfen  mit  freiem  Spiegel.    357 
Je  nachdem  Ä  <Äo>  ^'^'  ^  <  "^  (^ig-  '^)  ^^^r  ä;>Äq,  d.  h.  i>-^ 

Ob  C  Oh  V 

(Fig.  8)  ist,  erhält  man  zwei  verschiedene  dreiastige  Kurven,  deren 
Äste  durch  die  verschiedenen  Kombinationen  eines  stromabwärts 
immer  positiven  bezw.  immer  negativen  Differentialquotienten  und 
einer  Höhe  h  grösser  oder  kleiner  als  k  (also  IP  kleiner  oder  grösser 

bIb  g—j  charakterisiert  sind,  wie  es  die  vorstehenden  Figuren  andeuten. 

Jeder  Ast  einer  solchen  Kurve  kann,  mit  Ausnahme  der  Stellen 
grosser  Krümmung,  an  denen  die  Gleichung  (37)  nicht  mehr  gilt,  als 
Spiegel   einer  ungleichförmigen    statio- 


L 


nären  Bewegung  betrachtet  werden.   Die 

Äste,  für   die   h>lc,  hängen   von   den 

Bauten   im   Unterlauf  (z.  B.  Stauwehr, 

Stufe  in  der  Sohle),  jene,  für  die  Ä  <  &, 

von  den  Vorkehrungen  im  Oberlauf  (z.  B. 

Schützen,  zvQschen  deren  Unterkante  und  Fig.  9. 

der  Sohle  das  Wasser  aus  einem  Teich 

ins  Gerinne  fliesst)  ab.    Der  Gesamtwasserspiegel  zwischen  den  Ober- 

und  Unterlauf  bauten  setzt  sich  stets  aus  zwei  solchen  Ästen,  die  aber 

in    der   5- Richtung   gegen    einander   verschoben   sind,    zusammen ^^^). 

Liegen  die  Ober-  und  Unterlaufbauten  weit  genug  von  einander,  so 

fällt  der  eine  Ast  nahezu  mit  der  Asymptote  zusammen,  sodass  man 

die  Aufeinanderfolge  der  beiden  Äste  auch  als  Eintritt  oder  Aufhören 

der  gleichförmigen  Bewegung  auffassen  kann. 

Nach  Ä  de  St-Venant^^^)  bezeichnet  man  die  Wasserläufe,  für  die 

das  Sohlengefälle  i  <  -^  (Fig.  7),  als  Flüsse,  jene,  für  die  i  >  -^  (Fig.  8), 

als  Wüäbäche.  Bei  ersteren  bewirkt  ein  Hindernis  im  Unterbau  eine 
nach  oben  langsam  verlaufende  Staukurve,  bei  letzteren  einen  plötz- 
lichen Sprung  (den  sogenannten  B/don6'schen  Wassersprung  ^^*)),  wie  ihn 
G.  Bidone^^'^)  zuerst  beobachtet  und  J.  B,  Bdanger^^^)  berechnet  hat. 


114)  Zahlreiche  Beispiele  bei  E.  Boudin,  Ann.  des  travaux  pnbl.  de  Belgique 
20  (1861/62),  p.  397  ff.  Die  Senkungskurven  in  einer  230  m  langen  Flossrinne 
von  mehrfach  gebrochenem  Sohlengefälle  beobachtete  B.  Tolman,  Allgem.  Bau- 
Zeitung  69  (1904),  p.  107,  welcher  auch  das  Verhältnis  der  mittleren  Geschwin- 
digkeit zu  jener  an  der  Oberfläche  bestimmte  und  (p.  111)  durchschnittlich 
»  0,86  fand. 

115)  Ann.  des  mines  (4)  20  (1861),  p.  320  u.  Paris  C.  R.  71  (1870),  p.  194. 

116)  Bezüglich  des  Wasseisprunges  siehe  unten  p.  389. 

117)  Torino  Memorie  26  (1820),  p.  27  f. 

118)  J,  B.  Belanger,  Essai  sur  la  Solution  num^rique  de  quelques  problämes 
relatifs  an  mouvement  pennanent,  Paris  1828,  p.  81. 
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Botissinesq^^^)  macht  übrigens  darauf  aufmerksam^  dass  auf  der 
Strecke  zwischen  Wehr  und  Wassersprung,  d.  h.  also  f&r  ä  >  Ä  oder 

f7*<— -,  jeder  Wildbach  „still"  verläuft,  nämlich  unfähig  ist  sich 

zu  erheben,  jeder  Fluss  hingegen   zwischen  einem  Spannschütz  und 

oh 
dem  nachfolgenden  Wassersprung,   also  soweit  ä  <  i  d.  h.   ?7*  >  — 

ist,  „wild"  sei,  womit  man  auch  in  dem  Geschwindigkeitskriterium 
f7* ^  —  d.  h.  h^k  ein  Mittel  hat  zu  entscheiden,  ob  der  Wasser- 
spiegel „wild"  oder  „still"  verläuft. 

5e.  J.Boussinesq's  Behandlung  desStauproblemB:  Stangleiolinng 
bei  konstantem  Sohlengefälle.  Bei  Boiissinesq's^^)  Behandlung  des 
Stauproblems  treten  zwei  neue  Gedanken  auf,  die  eine  viel  bessere 
Theorie  desselben  ermöglichen.  Indem  er  von  den  durch  Einführung 
der  Turbulenz  modifizierten  Navier'schen  Gleichungen  (vgl.  Nr.  4f 
und  Fussnote  2)  ausgeht,  bringt  er  es  zuwege,  zunächst  die  durch  die 
Ungleichformigkeit  der  Strömung  veranlasste  Änderung  der  Umfangs- 
reibung  zu  bestimmen  (vgl.  Nr.  4f)  und  sodann  die  Krümmung  der 
Stromfäden  (die  er  nach  einem  einfachen  Gesetz  als  gegeneinander 
geneigt  annimmt)  derart  zu  berücksichtigen,  dass  ihm  auch  die  Dis- 
kussion  der  Stellen  starker  Krümmung,  die  bei  der  einfachen  Stau- 
theorie unmöglich  wäre,  gelang. 

a)  Was  zunächst  die  geänderte  Äussenreibung  betrifft,  so  sei  hier 
sein  Vorgang  an  dem  einfachen  Falle  wenig  gekrümmter  Stromfäden, 
also  gleichmässigen  —  und  wie  angenommen  werde  —  kleinen  Sohlen- 
geftUles  i  und  Spiegelgefälles  J  auseinandergesetzt.  In  diesem  Falle 
beschränken  sich  die  beiden  letzten  der  drei  ^at;ier'schen  Gleichungen 
(von  welchen  bei  zweidimensionalen  Problemen  die  zweite  überhaupt 
fortfällt)  auf  die  Aussage,  dass  der  Druck  innerhalb  eines  jeden  zur 
Stromrichtung  senkrechten  Querschnitts  hydrostatisch  variiert.  Zu- 
gleich  verwandelt   sich    die    erste    der   Gleichungen    unter  Yemach- 

lässigung  des  hier  von  höherer  Ordnung  kleinen  <^,  in 

/QQ\  du du   f        du  T  I     f  ^'** 

(38)  _=«_  +  ,^_„^j-+.^_, 

falls,  wie  üblich,  u  die  Geschwindigkeitskomponente  in  der  Längs- 
richtung s  der  Sohle  und  tv  jene  in  der  zur  Sohle  senkrechten   (der 


119)  «7^  Baumnesq,  Eaux  courantes,  p.  154. 
ISO)  /.  Boußsmesq,  Eaux  conrantes,  p.  102,  487. 
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geringen  Sohlenneigung  wegen  mit  der  Schwererichtung  zusammen- 
fallend gedachten)  Höhenrichtung  bedeutet.  Hierzu  treten  die  Rand- 
bedingungen (vgl.  jene  nach  Gl.  (24)) 


(89) 


f^  _  0,    p  -  0     »der  ftei»  0^^>, 
~x —  =  —  ySuQ^    an  der  Sohle, 


(woselbst  die  Geschwindigkeit  u^  herrscht). 

Unter  der  Annahme  eines  Gerinnes  von  sehr  grosser  Breite  mit 
der  Tiefe  h  wird  Gl.  (38)  durch  Einführung  des  zugehörigen  s  (vgL 
Gl,  (21))  zu 

oder  bei  Verwandlung  des  linken  Gliedes  unter  Berücksichtigung  der 
Kontinuitatsgleichung   (^ — |-  —  =  0 j  zur  folgenden: 

Die  letzte  Annahme  ist  die  über  die  gegenseitige  Neigung  der 
Stromfäden.     J.  Boussinesq^^^)  setzt  hier: 

^     ^  u         h     ds' 

d.  h.  er  setzt  voraus,  dass  sich 
alle    Tangenten    der    überein- 
ander   liegenden    Stromfaden-  Fig.  10. 
elemente  mit  der  des  auf  der- 
selben Lotrechten  befindlichen  Spiegelelementes  in  demselben  Punkte 
der  Sohle  treffen. 

Aus  der  entstehenden  Endgleichung 

lasst  sich  das  Verhältnis  —  und  hiermit  auch  —  ableiten,  womit  die 

gesuchte  Beziehung  der  mittleren  Geschwindigkeit  zur  Aussenreibung 
—  Buq^  gegeben  ist    Das  Prinzip  dieser  Ableitung  ist,  durch  Addition 


121)  Diese  Gleichung  bleibt  bestehen,  wenn  wie  in  der  Fortsetzung  p)  die 
g  von  der  Sohle  aufwärts  gemessen  werden. 
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und  Subtraktion  des  Mittelwertes  des  linken  Gliedes  die  Elimination 

des  Gefälles  zu  erleichtem  und  so  —  als  Funktion  von  t-  und  -j-  zu 

erhalten. 

Im  einzelnen  gestaltet  sich  die  Int^ration  folgendermassen: 

_V  ^|iül_  r^^^l—  r_L-L^  C  »^.lV^l    ^ 

gh'  d8\u,*       J  u,*h   }~'^'^  gh  daj  ^    h  ^   K  ^^o^g*> 

\  0  /  0 

oder  nach  da  von  0  bis  0  integriert: 


_u^dh  f(^_  Cj^^j\dz 
ghdsj  \u,*      J  u.'hj'^ 


/  ^  ,     1   dh   r  ^de\       t    VB  ,       du 

\  0  -^ 


An  der  Sohle,  also  fOr  js  =:h,  wird  hieraus: 

\  0  • 

durch  Einsetzen  des  Elammerausdruckes  in  die  vorhergehende  Gleichung 
resultiert 

0       \  0  / 

oder  wieder  nach  Multiplikation  mit  dz  zwischen  den  Grenzen  0  und 
Ä  integriert*"): 

U^'\    _M  ^ gyS/.        jg«\  K    dh  fdz  r(  u* rütl^l^ 

^^^^    u,        ^  %      V        h*)"yBg^8j    hj  [u,*      j/  V  hjh  ' 

Diese  Gleichung  löst  J,  Boussinesq  durch  successive  Approxima- 
tion.    Er  findet  in  erster  Annäherung: 

(44)    ^  =  i  +  £|^(i_|!) 

Hier  lasst  sich  leicht  die  mittlere  Geschwindigkeit  einfQhren,  sodass 
J.  Boussinesq  schliesslich  für  die  äussere  Reibung  zu  der  Formel 

122)  Eaox  coorantes,  p.  89.     Die  Ziffemwerie  Btehen  p.  111, 112,  267. 
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gefttlirt  wird,  wo  -|-  der  aus  der  gleichförmigen  Bewegung  bekannte 

Koeffizient  bekannt  und  ß  im  Mittel  =  0,088  (bei  unendlich  breitem 
rechteckigen  Querschnitt  allerdings  =  0,110)  ist. 

ß)  Gegenüber  der  unter  a)  gegebenen  Ableitung  der  Gleichung 
f&r  stationäre  Strömung  ist  Boussinesq's  Ableitung  der  genaueren  Stau- 
gleichung  durch  die  Annahme  kompliziert,  dass  auch  stärkere  Krüm- 
mungen der  Stromfäden  zulässig  sind.  Dies  läuft  darauf  hinaus, 
dass  der  Druck  in  dem  zur  Stromrichtung  senkrechten  Querschnitt 
nicht  mehr  hydrostatisch  verteilt  ist,  sodass  (wenn  die  e  nunmehr, 
da  der  Spiegel  gekrümmt  ist,  von  der  Sohle  aufwärts  gemessen  werden) 
von  den  beiden  Gleichungen 


(46) 


du  .  du                               1  dp  ,  e  d*u 

08  *  de  ^                     Q   08  ^  Q  oz* ' 

dto  .  dto                              1  dp  ,  e  d*u 

d8  *  dz  ^                Q  dz  *  Q  ds* 


auszugehen  ist.    Hier  lässt  sich  aber  unter  Annahme,  dass  das  Sohlen- 
gefalle  i  klein  sei,  und  unter  Berücksichtigung,   dass  auch  x-y  klein 

ist,  sowie  mit  Benutzung  der  Kontinuitätsgleichung   die  vereinfachte 

Form  ableiten: 

w 


(47) 


u*     u  1    dp    i^    8  d*u 

g  dz  '^  y   d8  "^    y  dz 

d- 
u*     u ^  1   dp 


t  ; 


g    ds  Y  dz 

zu  der  die  bekannten  Randbedingungen  treten. 

Indem  man  hier  dieselbe  Annahme  wie  unter  a)  für  die  Neigung 

der  Fäden  macht,  jetzt  also  unter  —  deren  Neigung  gegen  die  Sohle 
versteht,  erl^t  man: 


(48) 


g  h  d8~^         Y   ds'^  K  ^^o^gtf 
u*  z  d^h ^  1    dp 


g   h  ds*  y   dz 

Aus  der  zweiten   Gleichung  ergiebt  sich,    wenn   man,    um   die 
Int^ration  zu  ermöglichen,  u'  mit  TP  vertauscht,  zuiuLchst 

^-const.  +  Ä-^  +  y^.-^, 

dann  durch  Differentiation  und  Vernachlässigung  der  Produkte   mit 
^-y  ihrer  Kleinheit  wegen 

Bnoxklop.  d.  nukth.  Wiaaenaoh.    IV  i.  26 
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1    dp  ^dh    .    ü*  d^h  h*  —  z\ 
y   ds         d»    '     ^    ds*       2Ä 

Bei  Benutzung  dieses  Ausdrucks  liefert  die  erste  GL  (48)  nach   dz 
zwischen  0  und  Ä  integriert: 

(49)       y}nu,'^/  =  -Bu,-^-ih  + 


0 


(»-,^/-^')S 


Durch  Einführung  der  mittleren  Geschwindigkeit  TT  und  Berück- 
sichtigung,  dass  nach  der  früheren  Bezeichnung  (vgl  Nr.  2a)  |/«»rf. 

0 

==  (1  +  1^)  f7^  ist  (wo  1  +  ly  im  Mittel  =  1,023  und  bei  rechteckigem 
Querschnitt  von  unendlicher  Breite  =  1,018  ist),  wird  unter  Heran- 
ziehung des  unter  «)  gefundenen  Wertes  für  Bu^i 

(60)  »._S;_(*_l±^fE^)|^  +  »12.-.^«. 

Dies  ist  J.  Boussinesq's  Endgleichung  "*),  in  der  1  -}-  iy  -}-  /8  =  a' 
=  1,11   gesetzt  werden  kann  und  die   bei  Yemachlassigung  der  be- 

d.  h.  j-jj   sich   auf  die  alte  Gleichung 

(36)  reduziert,  der  gegenüber  aber  ihre  Ableitung  in  dem  Nachweis, 
dass  der  nunmehr  a  genannte  Koeffizient  ausser  von  der  ungleich- 
formigen  Verteilung  der  Geschwindigkeit  über  den  Querschnitt  noch 
von  der  modifizierten  Randreibung  abhängt,  einen  entschiedenen  Vor- 
zug besitzt. 


5  f.  Fortsetsnng:  DiBknssion  der  Stangleiohiing.  Der  GL  (50) 
kann  man  durch  Einführung  der  Tiefe,  welche  bei  gleichförmiger  Be- 
wegung herrscht^   Äo=1/-,-.,  (wo  g  =  Uh  ist)  und  der  Grösse 

die  der  Gl.  (37)  in  Nr.  6d  entsprechende  Form 

(51)  (A._V)»  =  (Ä»-*»)|J  +  ?;^^ 

geben. 

J. Baussinesq^^)  knüpft  seine  Ausführungen  an  die  Annahme,  dass 

128)  Gl.  (166)  der  Eaox  courantes.  Da(EaTizcoiirante8p.llO)  |?  =  2a  — 217  — 2 
ist,  gilt  aach  a'  =  2a  —  1  —  ij. 

124)  Eaux  courantes,  p.  194  ff. 


k 
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'0 


K 


ein   kleiner  Bruch   sei;   dann  kann   statt  des   letzten   Gliedes 


3  Ä~d^  gesetzt  werden,  wodurch  der  Ausdruck  (51)  in 

3gr    (.  _  Äo»\  _  3a;  /    g K\  ^    i    ^ 

übergeht  und  durch  Entwickelung  der  Klammern  nach  Potenzen  von 
~r  "  (bei  Beschrankung  auf  das  erste  Glied)  zu 

rf\9\         ^y    h  —  h^  _  3«;  /^ 1  j_  q  ^  —  M  ^  O-  ^ 

wird.     Boussinesq  fügt  noch  im  linken  Oliede  einen  Faktor 

hinzu,  der  der  Abhängigkeit  des  ^  Ton  der  Tiefe  Rechnung  tragen 
soll,  sodass  nach  ihm  die  Gleichung 

(53)  j:^_i«(i_^._3*^)|*-4ft-^^  =  o 

^     ^      d«'        Äq?  \  c*a »  \    f  ds        c^\^        \ 

gilt.  Er  zeigt  nun  weiter,  dass  unter  der  Annahme,  dass  i  wesent- 
lich kleiner  bezw.  grösser  als  -~—  sei,  wodurch  das  Glied  — 3    T  * 

yemachlässigbar  wird,  die  Wasserläufe  sich  in  zwei  GaMungen  scheiden, 
je  nachdem 

*<Ä(l-|-(Sr)     <^^^^    i<0,0033, 

*(l  +  ^(t«r)     ^^'^    ^•>0,0039 
ist. 

Im  ersten  Falle  geschieht  der  Übergang  van  der  ungleichförmigen 

ewr  gleichförmigen  Bewegung  durch  (mfeinanderfolgende  WeUen^^^) 
gleicher  Länge  aber  stromab  abnehmender  Höhe,  der  entgegengesetzte 
Übergang  ohne  WeUung.  J.  Boussinesq^^)  giebt  auch  eine  Methode 
an,  wie  man  die  Wellenlange  in  jedem  Einzelfalle  berechnen  kann. 

Im  zweiten  Falle  stellt  sich  die  gleichförmige  Bewegung  stromab 
allmählich  ein,  oder  hört  an  einer  Stelle  plötzlich  auf. 

Nach  dem  unter  Nr.  5d  Gesagten  sind  demnach  die  Wasserlaufe 
der  ersten  Gattung,  bei  denen  ein  Wehr  eine  sanfte  Stauung  hervor- 


i> 


126)  Solche  Wellen  kann  man  anmittelbar  nach  einem  Schütz  beobachten, 
wenn  dessen  Kante  ganz  unter  Wasser  liegt,  so  dass  der  Eintritt  dnrch  die  tief- 
liegende Spalte  unter  Überdruck  erfolgt. 

126)  Eaox  conrantes,  p.  200. 

26* 
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ruft,  als  Flüsse  (rivieres),  solche  der  zweiten,  bei  denen  ein  Sprung 
eintritt,  als  Wüdbäche  (torrents  rapides)  zu  bezeichnen. 

Für  zwischenliegende  Gefälle,  nämlich  für  i>^(l  —  ^(^  *) 

A  h.  >  0,0033  und  i  <J^(l  +  4-(J)*^*)  d.  h.  <  0,0039,   also   für 

i  nahezu  gleich  -f-T ,  darf  das  Glied  —  3    "7  ^  in  Gl.  (63)  nicht  mehr 

vernachlässigt  werden.  Boussinesq  zeigt,  dass  hier  der  Übergang  von 
der  gleichförmigen  in  die  ungleichförmige  Bewegung  nicht  in  einer 
stetigen  Hebung  der  Oberfläche  geschieht,  sondern  in  stufenförmig 
aufeinanderfolgenden  Wdien  von  zuneltmender  Länge,    Die  erste  dieser 


Wellen  hat  (bei  Vernachlässigung  der  Neigung  i  gegenüber 1) 

die  Form  einer  Einzel  welle  (vgl.  Nr.  6  c,  p.  373  und  auch  IV  16,  Nr.  6  h, 

Ä.  E.  H.  Love)y  die  sich  in  einem  Wasser  von  der  Tiefe  T/^  =  Äq  1/— 

fortpflanzt.  Man  kann  diese  dritte  E^tegorie  als  Achen  (torrents  de 
pente  moderee)  bezeichnen;  bei  ihnen  sind  die  Stromfäden  sowohl 
beim  Entstehen  wie  Aufhören  der  gleichförmigen  Bewegung  stark 
gekrümmt. 

Übrigens  entsprechen  die  von  Boussinesq  gegebenen  theoretischen 
Betrachtungen  durchaus  den  von  H,  Baein^^  und  P.  BoHeau^  ge- 
machten Beobachtungen. 

5  g.  SohlOBB:  Die  Stangleiohiing  bei  wechselndem  Sohlengefftlle. 
Hierfür  leitet  J.  Boussinesq^^  durch  eine  ähnliche  Betrachtung  wie 
in  Niv  5e  die  Gleichung 

(64)        »._5!_(»_|p.)-  +  i^-(Jg_ig) 

ab,  die  man  durch  Einsetzen  von  J  ^==i  —  -r-  mit  Annäherung  in 

(56)  ^=^  +  «55  2^-*  {T5?2^  +  Y^ä*-*) 

verwandeln  kann  und  aus  der  man  bei  bekanntem  SohlengefäUe  i  u.  s.w. 
das  Spiegelgefälle  findet. 

J.  Boussinesq  untersucht  eingehender  den  Fall,  dass  der  Boden 
eine  gewellte  Kurve  von  wiederkehrender  bezw.  ab-  oder  zunehmender 
Amplitude  beschreibe. 

Für  den  SonderfalP*^,  dass  bei  konstanter  Amplitude  die  Tiefe 

127)  Paris,  Mdm.  pr^s.  par  diy.  sav.  19  (1866),  p.  291. 

128)  P.  Boileau,  Trait^  de  la  mesore  den  eaux  coaraotes,  p.  42. 

129)  J,  Boussinesq,  Eaux  coorantes,  p.  192. 

130)  Ebenda,  p.  288. 


^ 
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an  allen  Stellen  dieselbe  «»  J7  bleibt  (d.  h,  J^^ai  und  {7«:const. 
ist),  wird  aus  GL  (55)  die  folgende: 

derrai  aUg^neines  Integral  mit  den  Integrationskonstanten  M  und  N 

lautet.    Für  eine  mittlere  Sohlenneigung 

(57)  •«  -  Ä 

wird  die  Sohle  eine  Sinuslinie,  deren  Ordinaten,  auf  die  mittlere  unter 
t^  geneigte  Schnittgerade  bezogen, 

sind  und  deren  Wellen  die  Länge 

besitzen. 

Bei  kleinerem  oder  grösserem  Gefalle  i^,  als  durch  die  letzte 
Formel  (57),  in  der  H  nunmehr  die  mittlere  Tiefe  bedeutet,  gegeben, 
eilen  die  Spiegelwellen  den  Sohlenwellen  voran  oder  bleiben  hinter 
ihnen   zurück,   und  zwar   findet  Boussinesq^^),   dass  für  i^  =»  0  die 

Voreilung   zwischen   0  und   -^   bezw.   —  und  ~  misst,  je  nachdem 

r— r-^^1   ist,  während  das  Maass,  um  welches   die   Spiegelwellen 
zurückbleiben,  bei   wachsendem  i^  im  allgemeinen  einer  zwischen  0 

8  SS 

und  —  bezw.  zwischen  —  und  ^  liegenden  Grenze  zustrebt,  je  nachdem 

g-7  -oF  >  1   gilt.     Das  Verhältnis  der  Spiegelamplitude  zur   Sohlen- 
amplitude ist  0,  wenn  i,„  =  0,   1  für  einen  Wert  von  t^,  der  im  all- 

9 


gemeinen  in  der  Nähe  von      ?  ,  li^gt,  erreicht  sein  Maximum  für  ein 


i^,  das  im  allgemeinen  ungefähr  -/  >  oder  0,0036  beträgt,  und  sinkt 


9 

dann  wieder  erst  rasch,  dann  langsam  bis  zu  im  Mittel  + wj 

l  +  12-g^ 

herab. 

Für  den  Fall  allmählich  ab-  bezw.  zunehmender  Sohlenamplitude 
gelten  ähnliche  Beziehungen. 

181)  Ebenda,  p.  281. 
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6.  lOt  der  Zeit  veränderliohe  Strömung. 

6  a.  Die  GrandgleiohTuigen  für  einen  sehr  breiten  reoht- 
eokigen  EanaL  J.  Baussinesq^  leitet  die  Gleichungen  f&r  die  mit  der 
Zeit  veränderliche  Strömung  für  einen  Wasserlanf  von  beliebigem, 
wenn  auch  nicht  plötzlich  wechselndem  Querschnitt  ab.  Hier  genüge 
die  Entwickelung  für  den  Sonderfall  eines  sehr  breiten,  rechteckigen 
Kanals. 

a)  Eine  erste  angenäherte  Gleichung  erhält  man  unter  der  An- 
nahme, dass  die  Bahnen  der  Teilchen  wenig  gekrümmt  seien,  dass 
also  der  Druck  p  in  jedem  Querschnitt  hydrostatisch  variiere.  Damit 
bleibt  als  wesentlich  von  den  3  modifizierten  ^ovier'schen  Gleichungen 
(vgl.  p.  329  und  359)  nur  die  erste: 

(58)  ^u=j(-^  +  Uj^  +  Wj^)=J+^-^hu,^, 

wo  J  wieder  das  Gefälle  bedeutet.     Als  Randbedingungen  gelten: 


(59) 


—  8S  0,  jp  —  const.  am  Spiegel  (jer  =  0) , 
I  ^W  ^^  "^  —  "^  ^0*   ^^   ^^^   Sohle   (jer  =  ä). 


Aus  der  von  jer »»  0  bis  A  integrierten  Gleichung  (58)  und  der  zweiten 
Randbedingung  folgt  sofort  für  u^  der  Ausdruck* 

(60)  ?f^j-.Lü', 

wenn  —  wie  im  Folgenden  —  der  Strich  bedeutet,  dass  der  Mittel- 
wert über  den  Querschnitt  genommen  wird. 

Der  Integrationsgedanke  von  Bottösinesq  ist  nun,  u^  als  Funktion 
der  mittleren  Geschwindigkeit  17 «»  ü  zu  bestimmen,  womit  sich  dann 
aus  Gleichung  (60)  eine  Beziehung  zwischen  J  und  U  ergiebb  Hierzu 
führt  auf  dem  Wege  der  schrittweisen  Approximation  der  Ansatz 

(61)        ^_i  +  ijrvB(i-|^)  +  ^-^i.(.), 

in  welchem  die  beiden  ersten  Summanden  rechts  die  Lösung  für  die 
gleichförmige  Bewegung  (siehe  Gleichung  26a)  bedeuten,  der  dritte 
der  von  der  Veränderlichkeit  herrührende  Zuwachs  sei.  Aus  (61) 
ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  von  (58)  und  (60) 


132)  Vgl.  Eaox  courantes,  p.  261  und  Theorie  2,  p.  7  a.  f. 


% 
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oder 

Dies  integriert  giebt,   da  gemäss  Gl.  (61)  am  Spiegel  ^—  und 
an  der  Sohle  F  =0  wird, 

^t gi 

Wenn  man  hier        ,,      durch   den  ihm    bei    der  gleichförmigen  Be- 
wegung  entsprechenden  Ausdruck  — ^     ersetzt,  folgt 

Einen  anderen  Mittelwert  f&r  F  giebt  die  Integration  von  (61)  bei 

1  K 

Berücksichtigung   der  Beziehung  (26  b)  c  ==»  -z=^  +  -^  ,  nämlich 

^^       Kh     "^ Kh-' 

Hiermit  ist  die  Beziehung 

-  =  cV^(lH -^ (t7.ö- W)} 

gewonnen,  aus  der  mit  Annäherung 

folgt.     Das  Einsetzen  von  Bu^^  =:  —^  in  den  Subtrahend  ergiebt 

oder  vermöge  Gleichung  (60) 

Die  Einführung  der  Koeffizienten  rj  und  «,"') 


188)  FOr   diese  Koeffizienten   sind    meist  dieselben  Werte    wie  bei  der 
gleichförmigen  Bewegung  zulässig,  a  >a  1,068  und  tj  »  0,028.    Allgemein  gilt 

für  breite  Läufe   ij  «  i-  /!^  _  iV    und    «  =  i  +  8»j  —  y »?  V^.     Vgl. 
J.  Boussinesq^  Eaux  courantes,  p.  112  und  Theorie  2,  p.  26. 
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gestattet  die  Mittelwerte  u'  and  (u^)'  als  Funktionen  von  ü  auszu- 
drücken^ womit  J.  Boussinesq  ^  als  Endgleichung  —  unter  Yemach- 

lässigung  der  Glieder  mit  g~  und  ^  —  nach  einigen  Umfor- 
mungen 

(64)   J-5.  +  (2.-l-,)f+H-ln|^_:=i=l3^|_J 

gewinnt. 

In  erster  Annäherung  ist  in    dieser   Gleichung   auch   noch   das 

Glied  mit   -^  zu   yernachlässigen.  •    Damit   wird    nach    ihr   das  Ge- 

fäUe  verbraucht:  ewr  Ubermndung  der  äusseren  Beibung  der  gleichr 
förmigen  Strömung  y  zur  Beschleunigung  der  Strömung  in  Richtung 
des  Stromes  (durch  Yergrösserung  der  mittleren  Geschwindig- 
keitshöhe) und  zur  Beschleunigung  der  Strömung  an  dem  jeweiligen 
Orte  mit  der  Zeit.  Zugleich  folgt,  dass  bei  gegebener  mittlerer 
Geschwindigkeit  U  das  Gefälle  J,  also  die  Beibung  am  um- 
fange  und   demnach  die  Umfangsgeschwindigkeit  Wo   um  so  grosser 

O  TT  P/T 

ausfällt,  je  grösser  -^  und  -^  sind,  dass  also  sowohl  beschleunigte 

Vorwärtsbewegung  wie  auch  steigender  Wasserstand  einen  Ausgleich 
der  Geschwindigkeit  im  Querschnitt  bewirken^.  J.  Botissinesq^^ 
bemerkt  auch,  dass  die  Brauchbarkeit  der  Formel  (64)  wesentlich 
darauf  beruht,  dass  bei  der  turbulenten  Bewegung ^'^)  die  Koeffi- 
zienten rj  und  a  —  1  klein  sind,  das  heisst,  dass  die  Geschwindigkeit 
innerhalb  desselben  Querschnitts  nicht  zu  sehr  wechselt,  wodurch 
auch  bei  ungleichförmiger  Strömung  die  Geschwindigkeitsverteilung 
über  den  Querschnitt  nahezu  dieselbe  wie  bei  der  gleichförmigen 
Strömung  sein  könne. 


184)  Vgl.  Throne  2,  p.  17. 

186)  Etwas  ähnliches  hat  bereits  J.  Dupuü^  Stades  sur  le  moaTement  des 
eaux,  Paris  1863,  p.  62,  ffir  die  stationäre  StrOmung  bemerkt,  bei  der,  wenn 
der  Wasserstand  einer  Flussstrecke  wechselt,  ohne  dass  sich  das  Gefälle  wesent- 
lich   ändert  —   von   Störungen    abgesehen  —   dem   BemouUV^chen   Theorem 

gemäss,  die  Geschwindigkeitshöhe  — -  jedes  Fadens  sich  längs  der  Strecke  um 

2^ 

ein  konstantes  Mass  ändern  mfisse,  d.  h.  also  die  Geschwindigkeiten  der  Ter- 
schiedenen  Fäden  bei  wachsender  Geschwindigkeit  ü  sich  einander  n&hem 
müssen.  In  der  Natur  tritt  jedoch  häufig  die  entgegengesetzte  Erscheinung  da- 
durch ein,  dass  die  heftigere  Strömung  das  feinere  Geschiebe  wegschleppt,  wo- 
durch das  Bett  rauher  wird,  und  nach  den  Formeln  (26)  die  Geschwindigkeits- 
unterschiede wachsen. 

186)  Theorie  2,  p.  19. 

187)  Im  Gegensatze  zur  laminaren  Bewegung. 
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ß)  In  »weiter  Annäherung  berücksichtigt  Boussinesq^^)  auch  die 
Krümmung  der  Wasserfäden.  Er  wird  damit  zu  einer  Theorie  der 
Stromnng  geführt,  die  in  demselben  Verhältnis  znr  vorhergehenden 
steht,  wie  seine  genauere  (vgl.  Nr.  5e)  zu  seiner  einfachen  Stautheorie. 
In  der  Tat  treten  auch  hier  zu  den  früher  geltenden  Gleichungen  (47) 
neue  Glieder  hinzu  —  die  über  die  Variation  des  Druckes  Auskunft 
geben  —  so  dass  als  Ausgangspunkt  die  beiden  Gleichungen: 


(65) 


. L  ?^  4-  _L  ?!** 


_1_  Jl^ 

99  de 


mit  den  entsprechenden  Randbedingungen  zu  gelten  haben. 

Die  Integration  wird  der  früheren  insofern  analog  geführt,  als 
wieder  die  Annahme  gemacht  wird,  dass  in  den  GUedeni,  in  denen 
die  Krümmung  zum  Ausdruck  kommt,  die  thatsächUche  Geschwindig- 
keit u  durch  die  mittlere   ü  ersetzt  werden  darf.     Damit  wird  u.  a. 

u  ~  Ä  \a«  "*■  CT  dt) 
und  die  Endgleichung '^^^)i 

.El 

(66)     jr=-^  +  (2«-l-iy)^  +  -^^ ^T'Tt 

in  der  im  letzten  Summand  der  rechten  Seite  die  Krümmung  da- 
durch ihren  Ausdruck  findet,  dass  nebst  dem  Krümmungsgliede  der 
Gl.  (50)  der  Stautheorie  noch  die  beiden  nachfolgenden  erscheinen. 

6  b.  Portpflanzong  von  kleinen  AnBohwellnngen  auf  fliessen- 
dem  Wasser.  Die  in  der  vorigen  Nummer  entwickelten  Gleichungen 
gestatten  eine  mit  den  Versuchen  gut  übereinstimmende  Behandlung 
der  Fortpflaneung  von  Meinen  Anschwellungen, 

a)  Die  Gleichung  (64)  ergiebt  einen  ersten  Aufschluss  über  den 
Portschritt  kleiner  Anschwellungen  in  breiten  Gerinnen  von  Ursprung- 

188)  Vgl.  Boussinesq,  Eaox  coorantes,  p.  299  ff.  (§  28). 

189)  VgL  ebenda,  p.  269,  Gl.  (267^*-X  p.  804,  Gl.  (276).   Die  Gleichung  (276) 

enthält  dort  noch  ein  Glied —  -=-^ ,  das  der  Sohlenkrümmung  Rechnung 

tr&gt,  ivfthrend  in  Gl.  (66)  der  Einfachheit  wegen  das  Sohlengef&lle  (wie  in 
Nr.  5  e,  Gl.  (60))  konstant  gesetst  ist^  was  anch  im  folgenden  stets  festgehalten  wird» 
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hA   clfiicfamiaQlFBr  Tiefe^^i.    Ist  ^  die  liefe   und   U  die  mitäeR 
S*Bä!wiiidigken   tot   der  AnsdiweUimg  —   «1»    d«   SoUoigcfiaie 

I  =  ^^    — «  wahrend  cfp&ter  die  Tiefe  H-r-  A  und  die  miftdere  6e- 

scbwiDdi^eit  U -^  r\   ist.    so    venruideh    sidi  —   ds   oftenlKr   das 

äpiee€dsef«Ik  J'»  f  — —  wird  —  unter  Terim  liTimigiing  der  hoberan 

PotecxeD  TOD   r^   imd  l.  «?wie   der  Produkte  von  -^  in   V^  nnd  L 
die  Gleichnng  .^  ■  in 

r*  f  f*  P        c^  §  M  et 

wätrand  die  Kontinuittt  i«  deiselben  AnnEberang 

€t  r#  r# 

oder 

^^  I      r»*  Betet       Sft^ 

to«s 

!  ^r,  ^      1  pt      r  pt 

fisdcBl. 

I^  Difiescutt&on  xon  -67    nadi  j;  nnd  fänftiinmc  der  Werte 
SBF    67  a    cie«t  die  «xleiciinni; 


«  ree^  0,  die  Losancen  der 


«  i 


r,  =  ^ä^r  s  —  mt~  -r^i  /  —  •!' 


£5  st  zs£kj?.  wie  Bmfwimtrti^  acsfUbit«  nnr  abwirt» 
oder   nnr  aaäceigeBde  Wel^ee  la   bctme^tec     F%r  dies«  c£h  daisn 


•  3         a  =  ^*  —  «f.      fx=— ^-?#  —  »f  =  — j        A: 
^  iR  essne  der  beidcB  FnnktkxKc  Jl  f.  ^lad  in 


fi   2t£ 
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U  =  ?«3i^^.cr4-xl/^   mit 

nS)     '  2(1  +  2»))  —      r    l  +  2ti 

X  =  1  +  -a  _  1  _  21,  +  [ ^ J     i^^l-g-g 

ist  das  obere  Zeichen  für  abwärtslaufende^  das  untere  für  aufsteigende 
Anschwellungen  zu  nehmen. 

Es  ist  damit  ausgesprochen,  dass  sich  Meine  Anschwellungen  der 
betrachteten  Art  bei  konstanter  Tiefe  H  des  Kanals  ohne  sich  umm- 
gestaiien  mit  der  unveränderlichen  Schnelligkeit  cd  über  das  Wasser  hinbreiten. 
Die  Versuche  von  H,  Bazin^^^)  bestätigen  dies  Ergebnis,  insbesondere 
die  Grösse  von  o,  die  sich  aus  (73)  leicht  berechnet,  wenn  H,  ü  und  die 
Maximalgeschwindigkeit  u^  des  Querschnitts  bekannt  sind,  indem  ^') 

gesetzt  werden  kann. 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  GL  (70),  dass  je  nachdem 

(74)  r^(l«^J-J»)l^'    oder    ^"^' 


auf  strömenden  Wasser  Anschwellungen  aufwärts  laufen  können  oder 
nicht.  Indem  (74)  gerade  das  Kriterium  für  den  unterschied  von 
Flüssen  und  Wildbächen  ^^')  giebt,  folgt,  dass  kleine  Anschwellungen 
nur  in  Flüssen  und  nicht  in  Wildbächen  stromauf  zu  wandern  ver- 
mögen. 

ß)  Zu  einer  weiteren  Annäherung  führt  die  Gleichung  (66). 
J,  Boussinesq^^)  leitet  hier  die  (68)  entsprechende  Gleichung  unter 
denselben  Voraussetzungen  ab,  setzt  aber  gleich  zur  Vereinfachung 
in  den  durch  Einführung  von  -ff  +  Ä  und  ü  -{-  U^  aus  (66)  ent- 
stehenden Ausdruck  die  eben  als  erste  Annäherung  gefundenen  Werte 

ein.    Damit  ergiebt  sich 

V^)  g^i -1-      1  +  ^n  dsdt  1  +  2T,  a«» 


141)  Vgl.  Paris  Mäm.  pr^s.  par  div.  sav.  19  (1866),  p.  496  f.  und  JET.  Basin, 
Paris  G.  B.  100  (1886),  p.  1492. 

142)  Vgl.  J.  Bausaineaq,  Eaox  conrantes,  p.  112  und  Theorie  2,  p.  26. 

143)  Vgl.  oben  p.  867  n.  868,  auch  J.  Baussinesq,  Eaox  conrantes,  p.  291. 

144)  Vgl.  J.  BaiMsinesq,  Eaux  conrantes,  p.  848  ff.  (§  29).   Die  Gleichung  (78) 
findet  sich  dort  p.  868  als  (289^i«). 


•^ 
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wo 


7„ gs 

iX  +  ^n) 

und 


H_ (2g-^i  — ^)  ü        8(a-^l)  — 61; 

«(«  — ?7)  l  +  2tj        «  "^         1  +  21J 


CD 


ist.  Da  bei  höherer  Annäherung  die  Form  des  Schwalles  nicht  mehr 
als  unveiunderlich  gelten  kann^  ist  dessen  Schnelligkeit  W  von  o  ver- 
schieden; wenn  unter  W  die  Schnelligkeit  der  Ortsanderung  jener 
Stromstelle  verstanden  wird^  bis  zu  welcher  der  Schwall  stets  den- 

selben  Inhalt  (Thds  bei    abwärtslaufender ,  Jhds   bei    aufsteigender 

,  OD 

Anschwellung)  besitzt.    Aus  der  Unveränderlichkeit  folgt 

0  =Aj  4s  —  hcS    bezw.  =J^ds  +  Ä® 

oder 

(76)  |-J  +  ^^  =  0 
oder,  wie  Boussinesq  schliesslich  findet 

/77N       _  1.    ,  a-U  /i  +  l  h    ,   l'H*d'h\\ 

(77)  ^  =  «,,l  +  ^-^^^^_^^(-^g+_^)    , 

/ U 

was   in   erster  Annäherung   —  für    J74:  ygH'=^  0,  i«— 1  —  3  —  , 

r=  1 ,    lii^ ^^  ^  —  in  die  Endgleichung 

m TT 

2(1+2,1) 

(78)  ^-ü=±WB(l-^^  +  §';$) 

übergeht.     D.  h.: 

Der  Überschuss  der  FortpflanrnngsschneUigkeit  des  Schwalles  über 
die  mitUere  StrömtmgsgeschtvindigJceit  des  Wassers  ist  in  erster  An- 
näherung  seinem  dbsoluten  Betrage  nach  gleich  dem  Produkt  aus  der 
Endgeschwindigkeit  YÖ^  ^^^  durch  die  halbe  Kanaltiefe  frei  faUen- 

den  Körpers   in  die  um  1  vermehrte 


i 


-€Oflf?-» 


Summe  aus  %  des   Verhältnisses  der 

^  *^*^       Überhöhung  h  zur  ursprünglichen  Tiefe 

und  Yß  des  durch  die  Überhöhung  ge- 
fl^ir^^Äfei  >  ima      ^i^  ^^  ^^^  j^  Oberflächenkrümr 

J mung    vervielfachten     Quadrates    der 

Fig.  11.  Tiefe  "'^). 


146)  H.L.P^urtid,  Recherches  snr  les  rivi^es  k  mar^,  Paris  1901,  p.  88, 
hat  die  Formel  (78)  durcli  Untersachung  der  Flutwelle  in  der  Gironde-Gkiroime 
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Die  Üherhöhtmg  h  ist  aus  (76)  durch  schrittweise  Approximation 
^u  bestimmen^  für  Ui  ergiebt  sich  unmittelbar 

hm  —  hU 


(79) 


U,= 


H  +  h    > 
indem  wegen  der  Kontinuität  (vgl.  Fig.  11) 

sein  muss**^). 

6  c.  Portpflanznng  Ton  kleinen,  AnBOhwellungen  auf  ruhendem 
Wasser.  Besonderen  Wert  haben  die  Formeln  der  vorigen  Nummer  für 
das  Studium  der  Fartpflcmzung  Meiner  Anschwellungen  auf  ruhendem 
Wasser.  Indem  es  hier  erlaubt  ist,  in  erster  Annäherung  die  (Ge- 
schwindigkeiten in  allen  Punkten  eines  Querschnittes  gleich  gross 
anzunehmen,  wird  in  Formel  (73)  a^l,  iy  =  0  neben  ?7=0, 
sodass  **^) 

(80)  CD  =  +  y^ 

gilt,  womit  es  leicht  wird,  zugleich  die  Bahn  jedes  einzelnen  Teil- 
chens zur  Zeit  t  zu  bestimmen.  Aus  6L  (78),  in  der  bereits  die 
vereinfachte  Annahme  a  =  1,  rj  =  0  gemacht  wurde,  geht  die  andere 

(81)  ^^  +  YiH(l  +  ^  +  ^'^) 

hervor,  die  J,  Baussinesq  einem  besonderen  Studium  unterwirft  ^^). 

Er  zeigt,  dass  das  Quadrat  der 
SchwerpnnktBgeschwindigkeit  eines 
Schwallabschnittes,  dessen  beide  End- 
tangenten gleich  geneigt  sind,  gleich 
dem  Produkte  aus  g  und  der  Summe 
der  Tiefe  H  und  der  dreifachen  Über- 
höhung des  Schwallschwerpunktes  über 
dem  Ruhespiegel  ist: 

(82)  (Jf)*  =  «/(5+3,), 

geprüft  und  bestätigt  gefanden;  dabei  war  aber  allerdings  das  letzte  (von  der 
Krümmung  herrCQirende)  Glied  verschwindend  klein  (s.  unten  Formel  81). 

146)  Vgl.  J.  Bouasinesq,  Eaux  courantes,  p.  359 — 861. 

147)  Dies  ist  die  Formel  von  J,  L.  Lckgrcmge,  M^canique  analjtique,  2.  partie, 
Section  11,  (§)  87  und  Berlin  M^m.  de  racadämie  rojale  1786  (erschienen  1788), 
p.  192  f.  Ihre  Prüfung  kann  ffir  gewaltige  Abmessungen  durch  die  Beobachtung 
seismischer  Seewellen  erfolgen,  vgL  J,  Boussineaq,  Paris  C.  B.  98  (1884),  p.  1261 ; 
a  Davison,  Phil.  Mag.  (6)  48  (1897),  p.  88. 

148)  Vgl.  dessen  Entwickelungen  in  §  80  seiner  Eaux  courantes,  p.  361 
—878;  auch  J.  de  math.  (8)  9  (1888),  p.  278. 


i(B^) 


Fig.  12. 
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femer  dass  17  und  demzufolge  auch  die  Schwerpunktsgeschwindigkeit 
nahezu  unyerändert  bleiben.  Dies  schliesst  aber  nicht  ein,  dass  die 
Anschwellung  ihre  Form  beibehält.  Sie  kann  sich  vielmehr  allmäh- 
lich abflachen  und  in  eine  Kette  Ton  Hebungen  und  Senkungen 
auflösen. 

Zugleich  ermöglicht  es  GL  (81)  die  yerschiedenen  Typen  von 
Anschwellungen  —  positive  und  negative ,  die  ,^onde  initiale^'  von 
H.  Bdzin^^^)  u.  s.  w.  — ,  wie  sie  insbesondere  von  Scott  Russell ^^) 
und  H.  Ikunn  experimentell  untersucht  worden  sind,  wenigstens 
qualitativ  zu  erklären  ^^^).  Für  die  Fortpflanzungsschnelligkeit  von 
Hebungen  ergiebt  sich  übrigens  sofort  auch  ein  Grössenwert,  wenn 
man  darauf  verzichtet,  die  Erscheinung  am  Wellenkopf  wiederzu- 
geben.    Indem  dann   nämlich    ein   wenig   gekrümmter  Schwall   über 

das  ruhende  Wasser  hinläuft,  ist  in  (81)  w-j  zu  vernachlässigen,  wo- 
mit sich 
(83)  ty*  =  i,(ff+-iA) 

zeigt. 

J^  Dieselbe  Formel  findet 

<;  B.  de  St-Venant^^^    ein- 

j  fach     durch     Anwendung 

Jhiui/Bj^* j%^  jp  ^  des   Impulssatzes   auf  die 

^^  zwischen  den  beiden  Quer- 


Pig  13  schnitten   H  und  H  +  h 

befindliche  Wassermasse 
(Fig.  13).  Denkt  man  sich  den  Schwall  durch  eine  dem  Wasser  er- 
teilte Gegenbewegnng  —  cd  zum  Stehen  gebracht,  so  ergiebt  sich 
in  der  That  gleich  für  rechteckigen  Querschnitt: 


(84) 


oder  unter  Vernachlässigung  von  ^^ 


2JJ 

Besonderes  Interesse   bietet   die  Diskussion  der  Gleichung  (81)^ 


149)  Paris,  M^m.  präs.  par  div.  sav.  19  (IS^),  p.  608  f.   Die  eisten  Versuche 
machte  bereits  O.  Bidone^  Tozino  Memorie  30  (1826),  p.  196  f. 

160)  Brit  Ass.  Rep.  7.  meeting  at  Liverpool  1837,  London  1888,  p.  417  £P.; 
14.  meeting  at  York  1844,  London  1846,  p.  311  ff. 

161)  /.  Bousainesq  giebt  in  §  88  der  Eauz  conrantes  den  Vergleich  seiner 
Formebi  mit  den  Ergebnissen  der  Versache. 

162)  Paris  C.  B.  71  (1870),  p.  186.   B.  de  St^-VenatU  giebt  dort  die  Ableitung 
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weDn  man  unter  Berücksichtigung  der  Krümmung  fordert^  dass  der  Schwall 
seine  Form  behalte.     Indem  man  —  wie  nötig  —  xjy  konstant,  etwa 

oder  angenähert 

(85)  ^'=^g(H  +  k,) 

setzt,  geht  aus  (79)  die  Gleichung 

hervor,  die  es  gestattet,  die  Form  der  Oberfläche  zu  bestimmen.  Es 
zeigt  sich,  dass  die  Anschwellung  symmetrisch  zum  Scheitelquerschnitt 
gesichtet  ist  tmd  asymptotisch  gegen  den  ursprünglichen  Spiegel  verläuft; 
\  ist  die  Ordinate  des  Gipfels,  sodass  sich  für  die  Schnelligkeit  die 
von  Scott  JBussdi"*)  experimentell  gefundene  Formel 


TS^ygiß+h,) 

ergiebt.  J,  Boussinesq,  der  zuerst  diese  Ableitung  gegeben  hat^^),  knüpft 
an  seine  Formeln  weitergehende  Untersuchungen  über  Bahnkiirven 
der  Teilchen,  Stabilität  u.  s.  w.  dieser  sogenannten  y^inzdwellef^  an  "*). 
Die  Einzelwelle  bildet  nicht  nur  die  Dauerform  des  Schwalles 
bei  wagerechter  Sohle,  sondern  wird  sogar  bei  geschlossenem  Bett 
vom  Bettende  unverändert  zurückgeworfen,  wie  Scott  Russell  ^^  be- 
merkte. Dieser  umstand  ist  insofern  von  besonderer  Bedeutung,  als 
er  gestattet,  Beobachtungen  an  Versuchströgen  von  massiger  Länge 
vorzunehmen. 

6d«  FortpfJangung  langer  AnBOhweUungen:  Stankurve  bei  be- 
wegter Wand  und  ,J)aninibraolikiirve**.  ,Jiange''  Anschwellungen 
bieten  insofern  besonderes  Interesse,  als  wichtige  Fälle  der  Praxis 
(Fortpflanzung  der  Ebbe  und  Flut  in  den  Strommündungen,  der  Hoch- 
wässer, in  vielen  Flussläufen),  zu  ihnen  gehören  und  als  sie  in  der 
Theorie  wegen  der  zu  vernachlässigenden  Krümmung,  Oberflächen- 
neigung und  Reibung  eine  eingehende  Behandlung  zulassen. 

fOr  ein  Fiussbett  Ton  beliebigem  Querschnitt  F  und  beliebiger  Breite  l.    Die 
Formel  (S4)  wird  dadurch 

158)  Brit.  Ass.  Rep.  7  (1887),  London  1838,  p.424;  14  (1844),  London  1845. 
Vgl.  auch  0.  Hersehd,  Amer.  Soc.  Civ.  Eng.  Trans.  4  (1875),  p.  194  und 
Ä.  E.  H,  Love,  IV  16,  Nr.  5  h,  p.  189.  Die  Ableitung  der  Formel  rührt  von 
G.  Green,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  6  (1887),  p.  467,  her. 

154)  J.  Boussinesgi,  J.  de  math.  (2)  17  (1872),  p.  55  f. 

165)  Vgl.  J.  Boussinesq,  Eauz  courantes,  p.  880  £P.  (§  81). 

156)  J.  Scott  Bussen,  Brit.  Ass.  Bep.  7  (1887),  London  1888,  p.  842. 
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Ein  Ansatz  f&r  ruhendes  Wasser^'')  ergiebt  sich  sofort  ans  der 
Verbindung  der  Formel  (81)  f&r  die  Schnelligkeit  eines  Schwalles: 

(81-)  s,  =  y^(l_l_|^) 

mit  der  Beziehung 

unter  Berücksichtigung  der  Kontinuitatsgleichung: 

(79-)  17,  =    °* 

Es  wird 


(86) 


H-\-h 


oder 

(87)  g-y^{i^^^t=.f{h), 

d.  h.  die  Deformation  des  Spiegels  erfolgt  so,  dass  sich  die  Erhdmng  h  des 
SchwaUes  über  den  ursprünglichen  Spiegd,  so  weit  dieselbe  Tiefe  H  vor- 

handen  war,  mit  der  nämlichen  SchneUigheii  YgHll  +  -^-^fortpfUmgt. 

Bei  "bewegtem  Wasser  erleiden  die  Gleichungen  eine  leichte  Ände- 
rung, indem  dann 

(780  Ts=u+vm{^  +  ^-s) 

zu  setzen  ist. 

Bei  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  -^  werden  die  beiden 

Gleichungen  (86)  und  (87)  mit  den  beiden  anderen: 

(88)  U,~2yg(H  +  h)-2y^ 

(89)  s  =  (3  V^(fl+lö  -  2Y^t  +  f(h) 
identisch,  (88)  und  (89)  gelten  also  f&r  Buhewasser. 

Ä,  Ritter^  wendet  die  letztere  Gleichung  zur  Untersuchung  der 
Staukurve  bei  bewegter  Wand  an.  Schiebt  eine  beschleunigt  vor- 
rückende Wand  das  Wasser  vor  sich  her,  so  gilt  (89)  f&r  die  Verande- 
rung  der  Oberfläche  und  zwar  betragt  nach  (89)  der  Unterschied  der 

Schnelligkeit  ^  von  Spiegelpunkten,  deren  Höhen  um  dh  verschieden 

sind,  SYgdh :  2yH -{-  h,   sodass,   wenn  a^  und  a^  die  Neigung  des 


157)  Vgl.  /.  Btmssinesq,  Eaaz  oourantes,  p.  411  ff.  (§  84). 

158)  Zeitschr.  Ver.  deutsch.  Ing.  86  (1892),  p.  948  ff.    Siehe  auch  M.  Maller, 
Zeitschr.  f.  Arok-  u.  Ing.-Wesen  (2)  1  (1896),  col.  475. 
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Spiegels  zwischen  diesen  Punkten  zu  Anfang  und  zu  Ende  der  Zeit  T 
bezeichnet,  der  wagerechte  Abstand,  der  zunächst  cotg  c^  •  dh  war, 
in  der  Zeit  T  in 

cotg  a^  '  dh  =  cotg  a^'  dh -r^-l=^.  Tdh 

übergeht,  also 

(90)  T  =  {  y^-^'  Mg  «X  -  cotg  a,) 

ist  (vgL  Fig.  14).  Die  Zeitdauer  emschen 
dem  ersten  Auftreten  einer  Flutwelle  in 
der  Hohe  H  -\-h  und  ihrem  Brechen, 
das  heisst  dem  Übergang  von  a^  in  90^, 
beträgt  nach  Formel  (90) 


2 


V 


S"+Ä 


cotg  a^ , 


Fig.  14. 


worin  man,  wenn  das  Brechen  zuerst  am 
Wellenf  uss  erfolgt,  A = 0  zu  setzen  hat  ^^®). 

A.  Ritter  ^^^)  beweist  ferner,  dass  wenn  die  ganze  Welle  gleich- 
zeitig brechen  soll,  die  Stauwand  mit  einer,  dem  Quadrate  der 
Wassertiefe  —  also  {H  +  hy  —  proportionalen  Beschleunigung  vor- 
rücken muss.  Hört  die  Beschleunigung  auf,  so  werde  das  Wasser 
über  die  bis  dahin  erreichte  Tiefe  H^  noch  um  ^H^  emporsteigen 
und  im  Augenblick  des  Brechens  die  Tiefe  ^H^  haben. 

Beim  Zurückweichen  einer  Stauwand  *^)  gilt,  wenn  auch  in 
diesem  Falle  die  Spi^elkrümmung  yemachlässigt  wird,  an  Stelle  von 
(88)  bei  Einführung  einer  von  der  ursprünglichen  Wand  aus  zu 
messenden  wagerechten  Abszisse  x  für  die  entstehende  Wasser- 
geschwindigkeit 

Daher  beträgt,  wie  die  Integration  lehrt,  bei  plötzlichem  Verschwinden 
einer  Wand  oder  bei  einem  Dammbruch  der  wagerechte  Weg  des 
obersten  Wasserteilchens,  welches  anfänglich  am  Eck  von  Spiegel 
und  Wand  lag,  weil  für  dasselbe  zugleich  die  jeweilige  Tiefe  unter 
dem  ursprünglichen  Spiegel 

sein  muss, 

(92)        :p=.y2fl-(2|/^--|/*-|^-arc8in}^. 

169)  Zeitschr.  Ver.  deutsch.  Ing.  36  (1892),  p.  962. 
160)  A.  Bitter,  ebenda. 

Enojklop.  d.  math.  WisMntoh.    IV  8.  26 
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Zugleich  bewegen  sich  die  nicht  mit  den  körperlichen  Wasserteilchen 
zu  verwechselnden  Punkte  des  Wassemmrisses  in  negativer^  wagerediter 
Richtung  gemäss  61.  (89)  mit  der  Schnelligkeit 

2YiH—3yg{H—h). 


y? 


Fig.  16. 

Wenn  das  oberste  Teilchen  auf  die  Sohle  gelangt  ist^  also  zur  Zeit 
— ;  befindet  sich  daher  der  in  der  Tiefe  h  liegende  Punkt  des 
Umrisses  oder  der  ,yDamtnbruchkurv€f*  in  der  Entfernung 

(93)  (2V^_3>^pr=^(l/^-|/^ 

▼om   gleich  hohen^  durch  (92)  bestimmten  Wegpunkte  ^   weil   dieser 

zur  Zeit!/ —  einen  Punkt  des  Umrisses  bildete  und  in  der  Tiefe  h 

lag.  Nach  (92)  und  (93)  ist  die  Ermittelung  der  Dammbruchkurre 
möglich.  Eine  weitere  Ausbildung  der  Betrachtung  unter  Rücksicht- 
nahme auf  die  Reibung  und  Gestalt  des  Abflussbettes  wäre  von 
wesentlichem  praktischen  Wert. 

6e«   FortsetBtmg:   Ebbe  und  Flut  in  Strommündimgen.     Die 

Anwendung  der  Formeln  (86)  und  (87)  auf  die  Fortpflanzung  von 
Ebbe  und  Flut  in  Strommündungen  wird  durch  die  Annahme 

ff+A  =  a(l  +  a'sin^')ftlrs  =  0 
yermitteli     Es  ergiebt  sich  leicht 


s=WH(i-^m(t- 


arc  sm 


H+h  —  a 


2H/  V        2«  aa 

wozu  dann  noch  zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeit 

tritt "»). 


)- 


f  • 

161)  Vgl.  J.  BiMssinesq,  Eaox  courantes,  p.  414.    Ähnliche  Aufgaben  sind 
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Dadurch,  dass  man  bei  dieser  Behandlungs weise  die  Reibung 
yemachlässigt,  die  Stromsohle  wagerecht  voraussetzt  und  eine  nicht 
ganz  zutreffende  Annahme  über  die  Schwankungen  des  Meeresspiegels 
macht;  wird  für  praktische  Fälle  die  Brauchbarkeit  der  Formeln  der- 
art beeinträchtigt,  dass  man  sich  meist  mit  Näherungsverfahren  be- 
helfen  muss^^^. 

So  benutzte  L,  Frcmmus^^^y  um  an  der  Weser  die  Flutkurven, 
d.  h.  also  die  Kurven,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  der  Zeit 
und  der  Höhe  des  Wasserspiegels  angeben,  für  das  geplante  Strom- 
bett zu  ermitteln,  die  einfache  Formel  'dS  =  YgiH  -{-  h^.  Indem  er 
die  Flutkurve  an  der  äussersten  Mündung  kannte,  zerlegte  er  sie  der 
Zeit  nach  in  Teile,  berechnete  für  jeden  Teil  die  Fortschrittsschnellig- 
keit V5  und  hieraus  die  Fortschrittsdauer  bis  zu  einem  benachbarten 
Flusspunkte  und  erhielt  durch  graphisches  Auftragen  die  Flutkurve 
der  letzteren  Stelle.  So  wurde  schrittweise  fortgefahren.  Doch  gab 
dies  nur  die  Flutkurven  der  Flutzeit,  während  deren  Ebbehälften  nur 
nach  Analogie  der  alten  Kurven  des  bestehenden  Stromes  entworfen 
werden  konnten. 

Im  übrigen  ergiebt  sich  fQr  die  Flutströmung  folgendes: 

Da  während  der  Ebbe  die  Flutmassen  wieder  abfliessen  müssen, 
liegt  im  oberen  Teil  von  Mündungsstrecken  nicht  nur  das  Hoch-, 
sondern  auch  das  Niedrigwasser  bei  Springflut  höher  als  bei  tauber 
Flut^^),  während  am  Meere  das  Niedrigwasser  bei  Springflut  be- 
sonders tief  sinkt.  Die  Spiegellinie  schliesst  sich  bei  Niedrigwasser 
der  Flusssohle  enger  als  bei  Hochwasser  an  und  die  Mitte  zwischen 
Hoch-  und  Niedrigwasser  liegt  bei  Springflut  höher  als  bei  tauber  ^®^). 

behandelt  von  M,  L4vy,  Le9ons  sur  la  thäorie  des  maräes  1,  Paris  1898.  Der- 
selbe findet  und  löst  unter  anderem  (p.  186)  die  DiJBTerentialgleichung  für  die 
Wasserbewegong  in  einem  wagerechten  Kanal,  der  einen  See  mit  rahigem 
Spiegel  mit  einem  flutenden  Meer  verbindet,  wobei  er  anninmit,  dass  die  Bei- 
bang der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  sei.  Andere  Berech- 
nungen M,  LSvy^a  gehören,  weil  bei  ihnen  die  Flutgesetze  stärker  in  den  Vorder- 
grund treten,  noch  mehr  in  das  geophysikalische  (Gebiet,  worüber  das  Beferat 
in  VI  1  über  Ebbe  and  Flut  zu  yergleichen  ist. 

162)  Als  ein  aUgemein  über  Strommündungen  orientierendes  Buch  sei  hier 
TT.  H.  Wheeler,  Tidal  rivers,  London  1898,  genannt. 

168)  L.  Franeiue,  Projekt  zur  Korrektion  der  Unterweser,  Leipzig  1882 
und  Handbuch  der  Ligenieorwissenschaften,  der  Wasserbau,  8.  Aufl.,  8.  Abt., 
Leipzig  1900,  p.  261. 

164)  M,  Camoy,  £tade  pratiqne  sur  les  mar^es  fluviales  et  le  mascaret, 
Paris  1881,  p.  122;  p.  282,  290  u. s.w. 

166)  David  Stevenson,  The  principles  and  practice  of  canal  and  river 
engineering,  8.  ed.,  Edinburgh  1886,  p.  95. 

26* 
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Die  absolute  ScheiteUiöhe  der  Flutwelle  nimmt  im  allgemeinen  von 
der  Mündung  bis  zur  Flutgrenze  ein  wenig  zu,  kann  aber  auch  ab- 
nehmen *®^. 

Das  Kentem^^'^  der  Ebbe-  bezw.  Flutströmung  erfolgt  später 
als  die  Erreichung  des  tiefsten  bezw.  höchsten  Wasserstandes  und 
die  Zeit  zwischen  dem  Höchststande  und  der  Flutumkehr  nimmt 
stromaufwärts  ab.  Betragt  die  Schnelligkeit  der  Flutwelle  co^  die 
mittlere  Flutströmungsgeschwindigkeit  u  und  die  Zeitdauer  der  Flut  Ty 
also  die  Länge  des  Wellenberges  Toy  so  wandert  das  Wasser  nach 
M.  Comoy  **®)  stromauf,  während  eine  Wellenstrecke  Tco  über  dasselbe 
hin  wegzieht,  also,  da  der  Geschwindigkeitsunterschied  cd  —  u  beträgt, 
nur  während  der  Zeit  Tco  :  (o  —  m).     Hierbei  legt  es  einen  Weg 

Tau 

CO  —  u 

zurück.  Diese  Formel  setzt  Parallelismus  der  Schichten  und  eine 
scharfe  Grenze  zwischen  Süss-  und  Seewasser  voraus.  Thatsächlich 
findet  aber  eine  Vermischung^*^)  statt,  wodurch  das  Süsswasser 
rascher  stromab  und  dafür  Seewasser  stromauf  befördert  wird.  Die 
bezüglichen  Vorzüge  verdienen  nähere  Erforschung. 

Bei  trichterförmigem  Flussschlauch  und  ansteigender  Sohle  wächst 
die  Wellenhöhe  nach  Scott  Russell^'^^)  nahezu  wie  der  reziproke  Wert 
der  Wurzel  aus  der  Breite.  Da  kann  es  geschehen,  dass  der  Scheitel 
den  Fuss  überholt  und  die  Welle  überfällt  und  eine  Sprungweite 
(Stürmer,  mascareiy  bore)  bildet.  Ems,  Seine  ^^^),  Garonne"^), 
Sevem*^^)  und  andere  Flüsse,  besonders  der  Tsientangkiang^^*)  zeigen 
diese  Erscheinung.  Aber  auch  das  Entgegengesetzte,  nämlich  Flut- 
strömung   oder   Stillstand   in    der   Tiefe   bei   Ebbeströmung   an    der 


166)  O.  V.  BogwUawaki  und  0.  Krümmel,  Handbuch  der  Oeeanographie  8, 
Stuttgart  1887,  p.  266;  auf  Grund  der  Daten  Comoy'a. 

167)  Ebenda  2,  p.  270  auf  Grund  von  Daten  von  Comoy  und  L.  Franzitis, 

168)  a.  a.  0.,  p.  171. 

169)  W.  C.  Unwin,  The  Engineer  66  (1888),  p.66;  R  W.  R  Birch/Umutes 
of  Proceedings  of  the  Instit.  of  Ciy.  Eng.  78  (1884),  p.  212;  B.  Latkam,  ebenda 
p.  222. 

170)  British  Association  Report,  7.  meeting  held  at  Liverpool  1887,  London 
1888,  p.  426.     Siehe  auch  oben  A.  BiUer^a  Gl.  (90). 

171)  H.  L.  Partiotf  Ann.  des  ponts  et  chaussäes  (4)  1  (1861),  p.  17; 
M.  Comoy ^  £tude  pratique  sur  les  mar^es  fluviales,  Paris  1881,  p.  180,  293, 
800,  819,  849;  Geographical  Journal  19  (1902),  p.  62. 

172)  W,  U.  MorCy  Report  on  the  Bore  of  the  Tsien-Tang-Eiang,  London 
1888;  ders.,  Further  Report,  London  1898,  auch  Annalen  der  Hydrogr.  u.  maritim. 
Meteorologie  24  (1896),  p.  466. 
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Oberfläche,  ist  schon  z.  B.  von  Bobert  Stevenson^'^^)^  P.  CdUmd^'^^)  und 
W.  R.  Browne^'^^)  beobachtet  worden. 

Bei  einer  mit  o  fortschreiten-  "*     ^ 

den  Sturzwelle  (Fig.  16)  ist  nach     -,--— -^ 

Jf.  JföTfer"*)  die  Geschwindigkeit       [  ^ 

Wj  des  Flutstromes    von    der   u^     "? 

des  überschäumenden  Wassers  un-    "f 

abhangig  und  gilt  für  die  relativen     "^      ^     *" 

Geschwindigkeiten  für  die  ruhend 

gedachte  Sprungwelle  wegen  der 

Gleichheit  der  ankommenden  und  abfliessenden  Menge 

(«1  +  cd)  Äj  =  (©  —  Wg)  Ä, 

oder 

(94)  o,  =  ^  +  (^  +  ^)^. 

Bei  H,  BazivCs  Versuchen  ^'^  brachen  sich  die  Flutwellen,  wenn 
\  nahezu  \  erreichte. 

6 f.  Hoohwasserverlaiif.  Bei  Anschwellungen,  wie  sie  Hoch- 
wässer hervorrufen,  wandert  in  Flussstrecken,  die  durchaus  denselben 
Querschnitt  besitzen,  der  Schwall  unter  fortgesetzter  Verlängerung 
und  Verflachung  stromab.  Seine  Umwandlung  geschieht  hierbei  recht 
langsam**^®),  weswegen  es  hier  nicht  wie  bei  den  Entwickelungen  in 
Nr.  6  c  bis  6  e  gestattet  wäre,  die  Reibung  zu  vernachlässigen,  während 
andererseits  bei  der  sehr  bedeutenden  Länge  eines  solchen  Schwalles 
in  erster  Annäherung  das  Spiegelgefälle  als  mit  dem  Sohlengefälle 
übereinstimmend,  also  für  die  Stromgeschwindigkeit  das  Gesetz  der 
gleichförmigen  Bewegung  als  giltig  angesehen  werden  darf  ^^^). 

Eine  erste  Beziehung  zwischen  der  FortschriUschnelligkeit  der  Anr 


178)  Damd  Stevenson,  The  principles  and  practice  of  canal  and  ri?er 
engineering,  8.  ed.,  1886,  p.  188,  148. 

174)  Allgemeine  ßauzeitung  29  (1864),  p.  108. 

175)  Min.  Proceed.  Inst.  Civ.  Engineers  66  (1881),  p.  20. 

176)  Zeitechr.  f.  Architektur  u.  Ing.-Wesen  (2)  2  (1897),  p.  204. 

177)  Paris,  Mäm.  präs.  par  div.  savants  19  (1865),  p.  622. 

178)  Vgl.  O.  ToJkmiU,  Grundlagen  der  Wasserbaukunst,  Berlin  1898, 
p.  129  f. 

179)  Vgl.  /.  Boussinesq,  Eauz  courantes,  p.  470,  wo  er  diese  Bewegung  als 
„quasi  permanent"  bezeichnet  Das  ist  auch  bei  den  Problemen  der  Fall,  welche 
der  Hochwasserverlauf  in  st&dtischen  Sielnetzen  bietet.  Einschlägige  Unter- 
suchungen stellte  O.  FantoU^  Le  acque  di  piena  nella  rete  delle  fognature  di 
Milane,  Milane  1904,  p.  99  f.  an. 
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Schwellungen  und  der  Fliessgeschwindigkeit  fär  rechteckige  Kanäle 
ergiebt  sieh  aus  der  p.  371  unter  ß)  benutzten  Beziehung 

dh    ,        dh       ^ 

dt     '  08 

und  der  Eontinuital^leichung 

dh   ,    d{H+h)ü _^ 

wenn  man  die  Wassergeschwiudigkeit  U  nach  dem  Gesetz  der  gleich- 
formigen  Bewegung  U=  c Y^(^  +  ^)  nimmt.   Es  folgt  dann  einfach 

(95)  CD  =  f  17. 

Für  parabolischen  Querschnitt,  wie  ihn  natürliche  Flüsse  mehr  oder 
weniger  aufweisen,  ergiebt  sich  analog 

(96)  CD  =  I  f7, 

wonach  also  Anschwellungen  in  nicht  ausufernden  Flüssen  mit  einer 
Schnelligkeit  vorwärtsschreiten,  weiche  die  FliessgeschwindigJceit  um  un- 
gefähr Yj  übertrifft. 

Im  ,,Stromstrich'^  wo  die  Geschwindigkeit  am  grössten  ist,  eüt 
die  Anschwellung  vor  und  bewirkt  bei  steigendem  Wasser  eine  — 
schon  von  2).  Guglidmini^  beobachtete  —  Wölbung  des  Spiegels. 
Dass  die  gegenteilige  Erscheinung  der  Einsenkung  seltener  bemerkt 
wird,  dürfte  damit  zusammenhängen,  dass  Hochwässer  nur  langsam 
sinken. 

Bei  kleinen  Einzugsgebieten,  also  längerer  Regen-  als  Abfluss- 
dauer, kann  es  geschehen,  dass  der  Wasserstand  durch  längere  Zeit 
unverändert  bleibt;  im  allgemeinen  bildet  der  Spiegel  aber  eine  lang- 
gezogene und  durch  die  Unregelmässigkeiten  des  Flussbettes  gestörte 
Welle,  die  am  Kopfende,  dem  Fussende  und  einem  Zwischenpunkte, 
dem  Scheitel,  das  ursprüngliche  Gefälle  aufweist.  Meist  ist  die  Tiefe 
am  Scheitel  grösser  als  an  den  beiden  Enden,  so  dass  er,  weil  die 
Fliessgeschwindigkeit  mit  der  Tiefe  wächst,  rascher  als  die  Enden 
fortschreitet.  Dieser  Vorgang  im  Flusse  selbst  bewirkt,  im  Verein 
mit  ähnlichen  an  den  Zuläufen,  dass  der  Wasserstand  bei  Hoch- 
wassern —  wie  erwähnt  —  rascher  wächst  als  abnimmt. 

Über  die  Beziehung  des  MaximtMns  der  Ergiebigkeit,  Tiefe  und 
Geschunndigkeit  an  eitler  FlusssteUe  erhellt  aus  den  beiden  Gleichungen 


180)  Bezüglich  Litteratar  und  Daten  sei  auf  G.  CrugnoliL,  Correlazione  fra 
ralyeo  di  un  fiume  e  Tacqua  che  vi  corre,  Milano  1899,  p.  22,  auch  deutsch 
Zeitschr.  f.  Grewässerknnde  4  (1902),  p.  289  yerwiesen. 
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(97) 
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dt 
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und 


Fig.  17. 


ds     '     dt 

dass  dem  Maximum  des  Durchflusses  Q  das  Maximum  des  Wasserstandes 
und  diesem  der  Vorübergang  des  Scheitels  folgt.  In  der  Tat  er- 
reicht, während  der  Schwall  über  einen  Flusspunkt  hinwegzieht, 
offenbar  zuerst  das  Gefalle  sein  Maxi- 
mum, dann,  weil  sich  die  Geschwin- 
digkeit mit  der  Tiefe  vergrössert,  die 
Geschwindigkeit,  danach,  weil  die 
Durchflussmenge  sowohl  mit  ersterer 
als  auch  mit  letzterer  wächst,  der 
Durchfluss^®^)  (Fig.  17).  Bei  ursprüng- 
lich gleichmässigem  Flussgefälle  sinkt 
der  Scheitel,  also  der  Spiegelpunkt,  dessen  Tangente  dieses  Gefälle 
annimmt,  beständig  tiefer.  Das  Wasser  erreicht  daher,  schon  bevor 
der  Scheitel  über  den  betreffenden  Flusspunkt  hinweggegangen 
isty  seinen  höchsten  Stand.  Die  Tiefe  ist  daselbst  in  diesem 
Augenblicke  unveränderlich,  das  Gefälle  bereits  im  Abnehmen  be- 
griffen, also  auch  die  Wassermenge  in  Abnahme.     Im  Augenblicke, 

in  dem  die  Strömung  stationär,  also  ^  =  0  ist,  werden  J^,  sowie 
-^   unendlich  klein  imd  gilt  daher  für  cd  die  Beziehung 

Das  Vorstehende  bezieht  sich  auf  keine  bestimmte  Form  des 
Schwalles.  Für  manche  wichtigen  Fragen  ist  es  aber  zweckmässig, 
über  die  F(ynn  der  Anschwellung  bestimmtere  Annahmen  zu  machen. 
Dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  praktischen  Aufgaben  sich  vornehm- 
lich auf  die  Vorgänge  beim  höchsten  Wasserstande  beziehen  und  es 
auf  die  Ausläufe  des  Schwalles  selten  ankommt. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kurve,  welche  für  die  Zeit 
als  Abszisse  den  Durchfluss  für  einen  passend  gewählten  Punkt  des 
Flusslaufes  als  Ordinate  angiebt,  eine  Parabel  sei,  behandelt  P.  Klun- 
einger^^^)  unter  anderem  die  Änderung  der  sekundlichen  Hochwasser- 

181)  Vgl.  z.  B.  A.  Flamcmtt  Hydrauliqae,  p.  885  und  ü,  Maaonif  Idrau- 
lica,  p.  617  f. 

182)  Diese  Beziehung  wurde  zuerst  von  Kleitz,  Ann.  d.  ponts  et  chauss^es  (6) 
14  (1877),  p.  156,  196  gegeben.   YgL  auch  /.  Bauasineaq,  Eaux  courantes,  p.  483. 

188)  Zeitschr.  d.  österr.  Ing.-  u.  Arch.-Ver.  38  (1886),  p.  10  und  48  (1896), 
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menge  beim  Durchfliessen  von  Seen,  sowie  bei  einem  durch  einen 
Aufstau  bewirkten  seitlichen  Austritt  im  üherschwemmungsgehieie. 
In  beiden  Fällen  zerlegt  sich  die  herabkommende  Menge  derart  in 
die  zurückgehaltene  der  ,3^tention''  und  in  eine  weiterfliessende,  dass 
beim  höchsten  Wasserstande;  also  dem  Maximum  des  Zuflusses,  die 
sekundliche  Retention  Null  ist.  Hierbei  wird  die  Kulmination  des 
Hochwassers  unterhalb  des  Sees  oder  der  Staustelle  verringert  und 
verzögert.  Umflutungen,  deren  Durchströmung  mehr  Zeit  erfordert 
als  die  des  Hauptarmes^  bewirken  das  Nämliche  und  zwar  ist  die  Er- 
mässigung des  Hochwassers  am  grössten,  die  Verzögerung  am  klein- 
sten ^  wenn  beide  Wege  gleiche  Wassermenge  führen.  Infolge  der 
Überschwemmungen  und  Umflutungen  schreiten  Flutanschwellungen 
[trotz  Gl.  (95)  und  (96)]  meist  langsamer  fort  als  das  Wasser  fliessi 
So  nimmt  ^^)  am  Rhein  nach  dortigen  Beobachtungen,  wenn  die 
Nebenflüsse  keine  Hochwässer  führen,  die  Stundenzahl  t  zwischen  dem 
Eintritt  einer  in  Zentimetern  gemessenen  Pegelhöhe  h  in  Waldshut 
und  dem  der  entsprechenden  Schwallhöhe  in  S  Kilometer  Entfernung 
stromab  nach  folgender  Gleichung  ab,  wenn  h  zunimmt: 

t  =  146  [1  —  0,0028  (550  -  ä)  +  0,000003  (550  -  Ä«)]  (l  +  |^) , 
worin 

a:  =  0,000011735«. 

Wo  grössere  Genauigkeit  erforderlich  ist,  kann  der  Verlauf  der 
Hochwässer,  wie  sie  in  den  natürlichen  unregelmässigen  Betten  auf- 
treten, nur  noch  schrittweise  auf  Grund  der  Gesetze  der  stationären 
Bewegung  verfolgt  werden. 

Ist  die  Zuflussmenge  f^{t)  als  Funktion  der  Zeit  tj  die  Abfluss- 
menge ip  (h)  als  Funktion  der  Höhe  des  Seespiegels  (über  einem  will- 
kürlichen Pegehiullpunkt),  sowie  die  unveränderliche  Seefläche  F 
gegeben,  und  ist  die  Abflussmenge  als  Funktion  f^(t)  zu  suchen,  so 
werden  nach  Harlacher  sowohl  die  i  als  auch  die  h  als  Abszissen 
und  die  Wassermengen  f^  (^),  f^  (t)  und  (p  (A)  als  Ordinaten  aufgetragen. 
Die  Differenz  des  Zu-  und  Abflusses  im  Zeitintervall  £it  wird  dann 
durch  ein  von  den  beiden  Kurven  /i  (t)  und  f^  (t)  und  zwei  Ordinaten 


p.  88,  49  Q.  f.  Eine  wichtige  Frage,  für  die  bisher  eine  geeignete  Theorie  fehlt, 
ist  die^  wie  sich  Hochwasser  bei  Eindämmungen  ändern;  vgl.  diesbez.  etwa: 
Beiträge  zur  Hydrographie  Österreichs  6.  Hefb  (Studie  über  den  Einfluss  der 
Eindämmung  des  Marchfeldes  auf  die  Stromverhältnisse  der  Donau),  Wien  1908. 
184)  Jf.  V.  Tein  in  Ergebnisse  der  Untersuchungen  der  Hochwasserverhält- 
nisse  im  Deutschen  Bheingebiete  y.  Centralbureau  f.  Meteorol.  u.  Hydrogr.  in 
Baden  8,  Berlin  1897,  p.  43. 
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Fig.  18. 


gebildetes  Viereck  A^B^A^B^  (Fig.  18)  angegeben.  Zieht  man  von  den 
Punkten  A^  und  B^  der  /'2(^)- Kurve  Parallele  zur  Abszissenaxe  bis 
zur  9  (Ä)- Kurve,  so  bedeutet 
das  Produkt  F  •  £ih  die  vom 
See  im  Zeitintervall  A^.  aufge- 
speicherte Menge,  wenn  Ah 
die  Differenz  der  h  der  beiden 
Schnittpunkte  bezeichnet.  Man 
könnte  daher,  wenn  A^^  B^ 
und  A^  gegeben  sind,  B^  durch 
Probieren  (oder  die  regula  falsi) 
finden  und  so  fortschreitend 
die  Aufgabe  graphisch  lösen. 
A  K  Harlacher  ermittelte  aber 

ein  vereinfachendes  Verfahren*®*)  zum  Aufsuchen  von  JB^.     Derselbe 
löste  ^®®)  auch  eine  Reihe  verwandter  Aufgaben. 

Ein  abweichender  Vorgang,  welcher  wesentlich  darauf  beruht, 
dass  die  Zeit  als  Abszisse  und  das  nach  der  Zeit  genommene  Integral 
der  Retention  bezw.  des  Zu-  und  des  Ablaufes  als  Ordinate  auf- 
getragen wird,  schlägt  P.  Kresnik^^'^  ein.  Sein  Verfahren,  sowie  ein 
anderes  von  0.  EcJcdahl^^),  gilt  auch  für  den  verwickeiteren  Fall, 
dass  sich  F  mit  der  Spiegelhöhe  h  ändert. 

Den  Fall,  dass  sich  mehrere  Seen  aneinanderschliessen,  unter- 
suchte J.  A.  Seddon^^^)  mit  Hinblick  auf  die  grossen  Seen  des  St.  Lorenz- 
Stromes. 

6  g«  Hooliwasservorliersage.  Von  der  Benutzung  der  Bewegungs- 
gleichungen des  Wassers  wird,  schon  weil  sie  viel  zu  zeitraubend 
wäre,  vollkommen  Umgang  genommen,  wenn  zu  Zwecken  der  Schifif- 
fahrt  und  der  Warnung  der  Uferbewohner  der  Verlauf  auftrcrtender 
Hochwässer  vorhergesagt  wird,  sodass  es  sich  hier  um  geschickte  Be- 
nutzung empirischer  Daten  handelt. 

Diese  Aufgabe  löste  zuerst  Beigrand  (1854),  iudem  er  fand,  dass 


186)  Mitgeteilt  von  Ign.  PoUak  in  Zeitschr.  d.  Osterr.  Ingen.-  und  Arcbit.- 
Vereins  47  (1896),  p.  698  u.  f. 

186)  Ebenda. 

187)  Osterreich.  Monatsschr.  fOr  den  OffenÜ.  Baudienst  8  (1897),  p.  26.  Das 
Verfahren  klingt  an  das  „Massennivellement"  des  Erdbaues  an. 

188)  M.  Strvkel,  Der  Wasserbau  1  (1897),  p.  28;  derselbe  zitiert  0.  Eck- 
ddhi,  Om  beiAknigsmetodema  yid  uppgörande  af  förslag  tili  sjösänkningar  och 
regleringar,  Lund  1888. 

189)  Amer.  Soc.  of  Ciy.  Eng.  Trans.  24  (1889),  p.  666. 
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der  Anstieg  (mont^e)  der  Seine  in  Paris  über  dem,  der  jeweilig  vor 
Beginn  der  Schwellung  herrschte^  doppelt  so  gross  wie  das  Mittel 
aus  dem  Anwachsen  von  acht  die  Seine  bildenden  Zuflüssen  sei,  wenn 
jeder  dieser  acht  Einzelanstiege  an  einem  bestimmten  Punkte  des  be- 
treffenden Flusses  gemessen  wird^^).  Später  in  Gebrauch  gekommen, 
aber  heute  verbreiteter ^•^)  ist  es,  den  Wasserstand  selbst,  nämlich 
die  Höhe  des  Spiegels  über  dem  Nullpunkt  eines  an  der  betreffenden 
Stelle  befindlichen  Pegels  (crue  totale)  als  Funktion  der  Wasserstände 
darzustellen,  welche  zu  yerschiedenen  Zeitpunkten  (z.  B.  48  und 
72  Stunden  vorher)  an  einem  stromauf  befindlichen  Punkte  herrschten. 
Wenn  zwischen  letzterem  und  der  Stelle,  für  die  vorherzusagen  ist, 
Nebenfiüsse  münden,  so  ist  jener  Wasserstand  ausserdem  auch  Funk- 
tion der  Wasserstände,  die  an  je  einem  Punkte  der  Nebenflüsse  auf- 
traten. Die  Funktionen  werden  auf  Grund  mehrjähriger  Beobach- 
tungen bestimmt  und  können  durch  Gleichungen,  Tabellen  oder 
graphisch  festgelegt  werden.  Bei  ihrer  Ermittelung  kann  es  sich 
empfehlen,  nach  dem  Beispiele  Ä.  R.  HarUidier^s  und  S.  Bichier^s^^^), 
von  dem  umstände  Gebrauch  zu  machen,  dass  aus  den  Wasser- 
ständen der  oberen  Pegel  die  dortigen  Durchfluss mengen  hervor- 
gehen und  sich  aus  der  Summe  letzterer  der  Durchfluss  am  unteren 
Pegel  und  hiermit  sein  Wasserstand  ergiebt. 

In  Flussstrecken,  die  der  Quelle  nahe  liegen,  ist  infolge  seiner 
Abhängigkeit  von  der  Regenverteilung  der  Fortschritt  der  Hoch- 
wässer ein  unregelmässiger  und  wäre  es  auch  bei  regelmässigem 
Fortschritt  nicht  möglich,  auf  die  zu  erwartenden  Wasserstande  aus 
den  Angaben  noch  höher  gelegener  Pegel  für  praktische  Zwecke  ge- 
nügend lange  vorauszuschliessen.  Hier  muss  daher  eine  Vorhersage 
unmittelbar  auf  Grund  der  Messungen  der  Regenhöhen  geschehen  *••), 


190)  G,  Lemoine  und  Ä.  de  Priaudeau,  Annales  des  pocts  et  chaussees 
(6)  6  (1883),  p.  884.  E.  ÄUard  wies  ebenda  (6)  17  (1889),  p.  629  nach,  dass  das 
nachfolgend  beschriebene  Verfahren  auch  im  Seinegebiet  brauchbar  wäre. 

191)  JoUais,  ebenda  (6)  1  (1881),  p.  273  (obere  Loire);  Voisin,  ebenda  (6) 
16  (1888),  p.  480  (Liane);  Mazoyer,  ebenda  (6)  20  (1890),  p.  441  (mittlere  Loire); 
Imheaux,  ebenda  (7)  3  (1892),  p.  169  (JDuranee);  BreuilU,  ebenda  (7)  12  (1896), 
p.  128  {Tonne,  Serein,  Ärmangon);  Ä.  B.  Harlacher  und  H.  Richter,  Zeitschr.  f 
Bauwesen  37  (1887),  p.  699;  Richter,  ebenda  44  (1894),  p.  85  (Elbe);  Ergebnisse  d. 
Untersuchungen  d.  Hochwasserverhältnisse  im  Deutschen  Rheingebiet  t.  Central- 
bureau  f.  Meteor,  u.  Hydrol.  in  Baden  3  (1897).  E.  Het^bach  schlagt  i.  d.  Deu<^ 
sehen  Bauzeitung  31  (1897),  p.  370  ein  neues  Verfahren  vor. 

192)  a.  a.  0.  —  Allgemeinere  Betrachtungen  über  den  Zusammenhang  der 
Wasserstände;  TT.  Eleiher,  Zeitschr.  f.  Gewasserkunde  1  (1898),  p.  10,  129. 

193)  Voisin,  Annales  des  ponts  et  ohauss^s  (6)  16  (1888),  p.  484;  Imbeatuc, 


7.  Rasche  Querschnitts-  u.  BichtungBänderungen  bei  Röhren  u.  Gerinnen.     387 

wobei  zu  bedenken  ist,  dass  der  Boden  beträchtliche  Mengen  als 
Grundwasser  zurückzuhalten  yermag^  man  also  unter  Umständen  seiner 
Aufnahmefähigkeit,  die  sich  z.  B.  im  Wasserstande  vor  dem  Regen 
zu  erkennen  geben  kann,  Rechnung  zu  tragen  hat. 


ni.  Das  Strömen  Ton  Wasser  in  Bohren  und  Wasserlftnfen  bei 

unstetiger  Wandung. 

7«  Basohe  QuersohnittB-  und  Biohtnngsänderungen  bei  Bohren  und 

Gerinnen. 

7  a.  Soblenstufen  und  seitliohe  Erweiterungen  besw.  Ver- 
engungen des  Bettes.  Eine  Stufe  oder  ein  Gefällsbruch  der  Sohle 
macht  sich  in  der  Oberfläche  als  Wassersprung  (Wasserschwelle)  be- 
merkbar. Ist  in  einem  Gerinne  (vgl.  Fig.  19)  die  Höhe  y  der  Stufe,  die 
Zulauf-   und  die   Ablaufgeschwindig- 


J 


keit  üi  und  Uj,  sowie  die  ursprüng- 
liche Tiefe  H  bekannt^  so  ist  durch 
Anwendung  des  Impulssatzes  auf  zwei 
Querschnitte,  die  den  Wassersprung  vä^ 
einschliessen,  dessen  Höhe  h  leicht  zu 
finden.  Dabei  sieht  man  von  Reibungs- 
YOTf^ngen  und  irgend  welchen  stören- 
den  Einflüssen   ab,   da    der    Sprung 

sich  auf  einer  so  kleinen  Stelle  abspielt,  dass  die  Reibung  keine 
wesentliche  Änderung  des  Vorganges  bewirken  kann.  In  der  Tat 
ergiebt  sich  sofort  —  wenn  man  aUerdings  noch  annimmt,  dass  der 
Gegendruck  der  Stufe  so  gross  sei,  wie  daselbst  der  Wasserdruck 
unter  dem  durch  den  Sprung  erhöhten  Spiegel  wäre  — 


Fig.  19. 


oder 
(99) 


2~ 


-^+^-f^(P.-c;) 


2Hh  +  h^  =  4^^ 


U,'        h-y 


2g     H  +  h^y 


ebenda  (7)  3  (1892),  p.  176;  G.  Lemoine,  ebenda  (7)  12  (1896),  p.  628  {Ärdlche,  Gard, 
Giwdona,  HirauU^  Orb). 

194)  W.  Wien,  Lehrbuch  d.  Hydrodynamik,  p.  202  f.  behandelt  den  Wasser- 
sprung im  Anschluss  an  die  Untersuchung  des  Einflusses  Ton  Unregelmässig- 
keiten eines  Strombetts  auf  die  Gestalt  der  Oberfläche  (ygl.  auch  oben  5d,  p.367). 
Er  setzt  die  Ordinate  des  Bodens  f{x)  <=  Ä  arctg  ex^  so  dass  dieser  f£ir 
e  SB  cx)  und  x  s^  0  einen  Sprung  von  der  HOhe  An  bildet  und  bestimmt  den  zu- 
gehörigen Spiegel  fiir  reibungslose  Flüssigkeit.    Die  Spiegeläste  liegen  lotrecht 
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Ä.  Rüter^^^)  untersucht  auf  Grund  dieser  Formel,  in  der  er 


(100)  5:i^  =  «,      A:^==l,      V'-^'-'V 


setzt,  so  dass  für 

wird,  die  Vorgänge  des  Wassersprunges  im  Einzelnen.  Im  allgemeinen 
giebt  es  einen  Werth  Ton  |  und  i^  und  zwei  von  a  (f&r  |  =  0,6  und 
fj  ^  0,1  wird  tt  =  0,63  bezw.  0,24).  Ist  das  Sohlengefälle  des  Ab- 
laufgerimies  nun  zu  gering  oder  zu  gross,  um  die  Wassermenge  U,  H 
bei  der  Tiefe  H  —  y  +  A  wegzuführen,  so  findet  eine  Ortsverlegung 
des  Wassersprunges,  welcher  seine  Höhe  y  beibehält,  stromauf  oder 
stromab    statt    (vgL  Fig.  20  und  21).      Der  Wasserspiegel    verfolgt 


Fig.  20.  Fig.  21. 

zwischen  Stufe  und  Sprung  in  diesem  Falle  eine  Staukurve  und  bildet 
mit  dem  ebenen  Zulauf  oder  Ablaufspiegel  eine  Ecke.  Der  Vorgang 
ist  ganz  ähnlich,  wenn  statt  einer  Stufe  ein  Gefällsbruch  in  der  Sohle 
oder  beides  vorhanden  ist. 

Übrigens  wird  die  Gleichung  (99)  durch  Nullsetzen  von  y  nahe- 
zu zu 

(101)  2(fi-+A)«  =  (2J+Ä)^i-', 

mittels  welchen  Ausdrucks  J,  B,  Belanger^^)  auf  Grund   des  Impuls- 


über  der  Stufe  auf  entgegengesetzter  Seite  einer  Wagerechten,  der  sie  sich  mit 
zunehmender  Entfernung  yon  der  Stufe  asymptotisch  oder  in  Wellen  nähern.  Je 
nachdem  (7^  ^|/pif  ist,  springt  über  der  Stufe  der  Spiegel  aufwärts  oder  ab- 
wärts. In  grösserer  Entfernung  vom  Wassersprung  ist  bei  dieser  Lösung  der 
ablaufende  Strom  um  die  Stufenhöhe  seichter  als  der  heranüiessende.  M.  Möller, 
Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  40  (1894),  col.  699  giebt  eine  Ableitung 
für  die  Höhe  des  Wassersprunges,  indem  er  einfach  von  dem  Bemoull%'8chen 
Theorem  ausgeht.  Auch  er  vernachlässigt  damit  den  an  der  Sprungstelle  auf- 
tretenden Druck  Verlust,  der  unter  Umständen  einen  beträchtlichen  Teil  der  ur- 
8pri1n(?1ich  vorhandenen  Geschwindigkeitshöhe  aufzehren  kann. 

luö)  Zeitschr.  d.  Yer.  deutsch.  Ing.  89  (1896),  p.  1849. 

196)  J.  B,  Bdanger,  Essai  sur  la  Solution  num^rique  de  quelques  probltoes 
relatifs  au  mouvement  permanent  des  eaux  courantes,  Paris  1828,  p.  86. 
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Satzes  den  von  G.  Bidone^^'^  zwischen  zwei  Ästen  einer  Staukurve  be- 
obachteten Wassersprung  erklärt  hat^^®). 

Auch  kann  man  Ausdrücke  erhalten,  die  für  einen  stehenden 
Wassersprung  gelten,  wenn  man  in  den  Gleichungen ^®®)  för  die  Schnellig- 
keit des  Wellenfortschrittes  der  Wassermasse  eine  Gegenbewegung 
von  der  absoluten  Grösse  der  Wellenschnelligkeit  erteilt. 

SeiÜiche  Einengungen  oder  Erweiterungen  wirken  ähnlich  wie 
Hebungen  oder  Senkungen  der  Sohle.  Einige  Versuche  nahmen 
P.  und  L,  L.  Vauthier^  mit  einem  offenen  Gerinne  vor,  dessen  lot- 
rechte Seitenwände  eine  Strecke  lang  erst  auseinander-  und  dann 
wieder  zusammenliefen.  Je  nachdem  sie  das  Einlaufschütz  allmählich 
oder  plötzlich  zogen,  zeigte  der  Wasserspiegel  auf  der  erweiterten 
Strecke  eine  starke  Hebung  oder  Senkung.  Die  Verfasser  bemerken 
hierzu,  dass  beide  Abflussweisen  der  üblichen  Theorie  (Gl.  29)  der 
ungleichförmigen  Bewegung  ziemUch  gut  entsprachen. 

Zu  den  verwandten  Aufgaben  gehört  die  Berechnung  des  Staues, 
den  Brückenpfeiler  in  Flüssen  hervorrufen.  Die  Schwierigkeit  letzterer 
Aufgabe  besteht  darin,  dass  man  zwar  nach  dem  BemotiUf Bchen 
Theorem  oder  auch  nach  einer  in  Nr.  9  c  gegebenen  Gleichung  aus 
der  Theorie  der  „Überfälle"  den  Abfall  des  Wasserspiegels^^)  —  mit 
welchem  die  Stauhöhe  häufig  verwechselt  wird**)  —  beim  Eintritt 
zwischen  die  Pfeiler  annähernd  angeben  kann,  nicht  aber  die  Wieder- 
erhebung beim  Austritt.  T.  Montanari  betrachtet  daher  den  Wider- 
stand eines  Pfeilers  wie  den  eines  SchifiFes  und  setzt  den  Höhenunter- 
schied der  Spiegel  oberhalb  und  unterhalb   der  Pfeiler  bei  stumpfen 


197)  G.  Bidone,  Torino  Mem.  26  (1820),  p.  21  ff. 

198)  Etwas  genauer  giebt  J.  Boussinesq,  Eauz  coorantes^  p.  131,  auf  Qrund 
des  Satzes  von  der  Bewegungsgrösse  für  den  Zusammenhang  zwischen  den 
Flächen  JPj  und  F^  gleicher  Breite  2  vor  und  nach  dem  Wassersprung  bei  einem 
Durchfluss  Q  die  Beziehung 


F,  +  F,  a'Q^l 
ö -^'i-^'f  =     -/,        .,1 


die  für  sehr  breiten  rechteckigen  Kanal  mit  a' » 1  und  genügend  kleinem  i  in 

(2H+  h)  (H+  h)  =  2ir-^* 

übergeht.    Übrigens  bietet  der  Wassersprung  keine  scharf  messbare  Stufe  in  der 
Oberfläche. 

199)  Vgl.  oben  IV  20,  Nr.  6  c,  p.  873  f. 

200)  Annales  des  ponts  et  chauss^es  (2)  16  (1848),  p.  129. 

201)  Verwiesen  sei  auf:  Chr.  Havestadt  im  Handbuch  der  Ingenieurwissen- 
schaften, Wasserbau,  I.  Abt.,  1.  Hälfte,  8.  Aufl.  1892,  p.  328. 

202)  Das  betont  J.  Dupmt,  £tudes,  p.  184. 
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f     TP 
Pfeilern  =  4^  •  ö—  •  1^^   wobei  f  den  eingetauchten  Pfeilerquerschnitty 

F  den  Flussquerschnitt;  U  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  Flosse 
xmA^^  fi  einen  von  f:F  abhängigen  Faktor  (z.  B.  1^2  bezw.  2,91 
fQr  /* :  i^  =  0,1  bezw.  0,5)  bedeutet.  Bei  zugescharften  Pfeilerkopfen 
tritt  ein  echter  Bruch  als  Faktor  hinzu  ^.  An  der  Tiber  erhobene 
Daten  sprechen  für  die  Anwendbarkeit  der  Formeln*^). 

Mit  dem  Durchflusswiderstande  von  Durchlassen  und  Dükern  be- 
fassten  sich  T.  Montanari^%  sowie  P.  Pasini  und  TJ,  Gioppi^''). 

7  b.  Sohrerweiterangen  und  -verengiingen.  Bei  Bohren  bilden 
plötzliche  Verengungen  das  Analogon  zu  den  Sohlenstufen  in  Flüssen. 
Das  Wasser  tritt  bei  ihnen  unter  Vermehrung  seiner  Geschwindigkeit 
aus  der  weiteren  in  die  engere  Strecke.  Diesen  Vorgang  kann  man 
auch  als  Ausfluss  unter  Wasser  auffassen  und  den  Ansatz  des  engen 
an  das  weite  Rohr  als  Mundstück  bezeichnen.  Für  diesen  Ausfluss 
gelten  dann  ähnliche  Beziehungen  wie  für  den  später  in  Nr.  8  zu 
betrachtenden  in  freie  Luft:  nur  dass  die  „Ausflusskoefßzienten^^  stets 
kleiner  ausfallen,  als  wenn  das  Wasser  durch  dasselbe  Mundstück  in 
freie  Luft  fiiesst.  Das  Verhältnis  beider  Koeffizienten  beträgt  nach 
J.  Weisbach^'')  im  Mittel  0,986. 

Erweiterungen  des  Querschnittes^^)  geben  in  Röhren  dadurch  zu 
DruckTerlusten  Anlass,  dass  rasch  fliessendes  Wasser  auf  langsam 
fliessendes  stösst.  J.  Ch.  Borda^^^,  der  auch  bezügliche  Versuche 
anstellte,  wendete  auf  den  Vorgang  die  Regeln  des  unelastischen 
Stosses  an,  nach  welchen,  wenn  ein  Körper  vom  Gewichte  Äy^  und  der 
Geschwindigkeit  U^  einen  andern  vom  Gewichte  Ä^  und  der  Ge- 
schwindigkeit U^  trifft,  ein  Arbeitsverlust 

eintritt.  Li  Rohrerweiterungen  ist  die  stossende  Menge  A^  weit 
kleiner  als  die  gestossene  Ä^j  sodass  man  bei  plötzlicher  Erweiterung 

203)  Politecnico  40  (1892),  p.  45. 

204)  Ebenda  39  (1891),  p.  806,  811. 

206)  Ebenda  40  (1892),  p.  260,  327,  422  n.  f. 

206)  Ebenda  40  (1892),  p.  468,  536,  598,  673,  737  u.  f. 

207)  Giomale  del  Genie  civüe  (5)  7  =  31  (1893),  p.  67. 

208)  J,  Weishaeh,  Untersuchungen  ans  dem  Gebiete  der  Mechanik  und 
Hydraulik,  2.  Abt.  Leipzig  1843,  p.  80.  Einige  Versuche  von  P.  Bichelmy:  Torino 
Mem.  (2)  16  (1865),  p.  117. 

209)  Siehe  auch  unten:  Ausfluss  aus  Offiiungen,  p.  402. 

210)  Paris,  M^m.  de  Tacad.  royale  des  sciences,  ann^  1766  (erschienen 
1769),  p.  692. 
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den  (nicht  mit  dem  Dmckunterschied  zu  verwechselnden)  Druckhöhen- 
verlust 

(103)  t'V-^^^-^(^-rf 

setzen  kann^  worin  Ui  die  Geschwindigkeit  im  engsten  Strahlquer- 
schnitte jPi,  U^  jene  im  erweiterten  F^  bedeutet.  Für  den  Druck- 
unterschied beider  Stellen  gilt  dann  bei  wagerechtem  Rohr 


(104) 


y  2^  2g  2g 


Je  nach  der  Mündungsform  kann  F^  mit  dem  engsten  Rohrquer- 
schnitt zusammenfallen^  oder  sich  der  Strahl  nach  Eintritt  in  die  er- 
weiterte Rohrstrecke  noch  zusammenziehen,  ehe  er  sich  ausbreitet 
(vgl.  Fig.  22  und  23). 


j — r 


1 L 

Fig.  22. 


Fig.  23. 


In  der  vorstehenden  Betrachtung  ist  auf  die  ungleichförmige 
Verteilung  der  Geschwindigkeit  über  den  Querschnitt  nicht  Rücksicht 
genommen.  B.  de  St-Venant^^^)  tut  dies,  berücksichtigt  auch  die 
Erhöhung  der  Reibung  und  setzt  für  plötzliche  Änderung  des  Rohr- 
durchmessers den  Druckhöhenverlust 


(106) 


-?i[(t-0'+i]. 


wobei  er  unter  F^  den  Querschnitt  der  engeren  Rohrstrecke  versteht. 
A.  Fliegner  *^^  hat  jedoch  beobachtet,  dass  der  sich  ausbreitende 
Strahl  von  einer  Wasserschicht  umgeben  ist,  in  der  ein  noch  kleinerer 
Druck  p^  als  in  der  Mündungsebene  (der  engsten  Stelle)  herrscht, 
wo  der  Druck  p^,  wie  er  sich  durch  unmittelbare  Messungen  über- 
zeugte, auf  einen  Bruchteil  des  Atmosphärendruckes  hinuntersinken 
kann.  In  der  Bewegungsrichtung  wirken  demnach  ein  Druck  p^,  sowie 
ein  noch  kleinerer  p^,  ihr  entgegen  p^  (vgl.  Fig.  24).  Da  überdies  die 
Druckabnahme  Lufk-  und  Dampfausscheidung  zur  Folge  hat  (wie  man 


211)  Paris,  M^m.  de  TAcad.  4  (1889),  p.  7.    Vgl.  auch  /.  Boussinesq,  Eanz 
courantes^  p.  126. 

212)  Civiiingenieur  (2)  21  (1876),  col.  97  u.  f.    S.  a.  Schweiz.  Bauzeitnng  42 
(1908),  p.  91. 


^ 
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bei  Benutzung  von  Glasröhren  erkennen  kann);   so   entscheidet  sich 
A.  Fliegner  statt  für  (103)  fttr  eine  von  F,  Grashof^^)  für  den  Aus- 


Fig.  24. 

fluss  von  Gasen  abgeleitete  Formel.  Ist  V  das  spezifische  Volum  im 
allgemeinen,  F^  bezw.  F,  dasselbe  in  den  Rohrquerschnitten  J?\  und  JP,, 
so  gilt  nach  letzterem 


(106)  g  =  (|^-l)'  + 


^ 


Meist  wird  F,  >  F^  sein,  wodurch  J;  verkleinert  wird,  während  andrer- 
seits der  Umstand,  dass  p^  ^Pa  ist,  5,  d.  h.  den  Druckverlust,  ver- 
grössert.     A,  Fliegner  fand  bei  Steigerung  der  verfügbaren  Druckhöhe 

n  TT  ^ 

—  +  y-,  dass  g  in  Röhren  mit  plötzlicher  Erweiterung  (ähnlich  Fig.  22) 

zunächst  beträchtlich  grösser  als  l-p   —  1)     war,    dann    nur    wenig 

unter  diesen  Wert  sank  und  hierauf  wieder  beträchtlich  wuchs,  femer 
dass  bei  allmählich  erweiterten  Röhren  (Fig.  24)  die  Anfangs-  und 
Endwerte  von  g  fast  den  vorigen  gleich  waren,  aber  dessen  Minimum 
noch  kleiner  wurde  und  etwas  früher  auftrat. 

Bei  Rohreinsätzen  wie  die  Fliegner's  besteht  also  der  Druckver- 
lu8t  im  aUgemeinen  aus  einer  geringfügigen  Reibungshöhe  im  sich 
verjüngenden  Rohrstück  und  einem  weit  grösseren  Druckverluste,  der 
daher  konunt,  dass  sich  der  kontrahierte  Strahl  wieder  ausdehnt. 
Auch  bei  den  ähnlichen  Formstücken,  welche  C.  Herschd*^)  unter  dem 
Namen  „Fen^uri-Messer^*  zur  Wassermessung  benutzt,  findet  der  Ver- 
lust  an  Druck  fast  nur  in  der  sich  erweiternden  Rohrstrecke  statte  so 
dass  man  aus  dem  Unterschiede  der  in  und  oberhalb  der  Einschnürung 


213)  F.  Grashof,  Theoretische  Maschinenlehre  1,  Leipz.  1876,  p.  421.  Vgl. 
auch  V  6,  Nr.  18  (M,  Sekröter-L.  PrandO),  p.  299. 

214)  Amer.  Soc.  of  Civ.  Eng.  Trans  17  (1887),  p.  244,  260;  18  (1888),  p.l86. 
Die  gegentheilige  Bemerkung  M,  Merriman's  ebenda  18  (1888),  p.  140,  scheint 
auf  einem  Irrtum  zu  beruhen. 
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herrschenden  Drucke  die  Geschwindigkeiten  mindestens  anf  5  Prozent 
genau  nach  dem  Bemoullfsehen  Gesetz  berechnen  kann.  Nach 
U,  Jfosoni*")  wird  die  Ungenauigkeit  bei  kleinen  Röhren  etwas 
grosser. 

Bei  manchen  anderen  Leitungsbestandteilen  lässt  sich  Ahnliches 
nachweisen.  So  müsste  für  scharfkantige  Scheibenringe  von  der  Öffiiung 
J\,  welche  in  ein  mit  der  Geschwindigkeit  U  durchstromtes  Bohr 
vom  Querschnitte  F  eingesetzt  sind  (vgL  Fig.  25),  bei  reibungsloser 
Eontraktion  auf  den  Querschnitt  JcF^  gemäss  (103) 

im     W-U^.-^r     irr 

oder 


k  = 


1 

F    1  __:zi_i 


«t:?/-^       ft^ 


^^      ^+Vt  Fig.  25. 

sein.     J.  Weisbach^^^)  fand  für 

J-  =  0,0461  0,1406  0,3814  0,6511  0,8598 

5  =  1067   110,8   9,010   1,191   0,121 
wonach  sich 

k  =  0,644   0,617   0,655   0,734   0,863 

ergeben  würde.  Wie  anderweitige  Beobachtungen  zeigten,  zieht  sich 
der  Strahl  nicht  viel  weniger  zusammen,  als  diese  k  angeben;  den 
Druckverlust  bewirkt  also  tatsächlich  im  wesentlichen  die  Wieder- 
Ausbreitung  des  Strahles.  Zu  bemerken  ist  aber,  dass  nach  C,  Bach^^'^f 
wenn  eine  weite  Strecke  zwischen  zwei  engen  eingeschaltet  ist,  der 
Druckrerlust  der  Borda'sclieii  Formel  nur  eintritt,  wenn  die  erstere 
lang  genug  ist,  weil  sich  der  Strahl  sonst  nicht  in  ihr  ausbreitet. 

Bei  Schiebern,  welche  J,  Weisbach^^^),  E.  KniMing  und  J.  Tham- 
son^^^^y  sowie  Wäldo  Smifh^  untersuchten,  kann  man  die  Durch- 
flussmenge in  den  verschiedenen  Phasen  des  Schliessens  noch  einiger- 
massen  nach  (107)  beurteilen.  Je  komplizierter  aber  die  Sperrvor- 
richtungen  gebaut  sind,  desto  mehr  ist  man  auf  den  Versuch  ange- 
wiesen.   Zahlreiche  einschlägige  Untersuchungen  Ton  Hähnen,  Klappen 


215)  Napoli,  Ist.  d'Incoraggiamento  Atti  (6)  6  (1903),  Nr.  1. 

216)  J.  Weialxich,  Untersuchungen  in  dem  Gebiete  der  Mechanik  u.  Hydrau- 
lik, 2.  Abt.  Leipz.  1843,  p.  130.  Etwas  abweichende  Zahlen  sind  in  J,  Weisbach, 
Lehrbuch  1  (1846),  p.  447  sowie  Weisboi^Herrmann,  p.  1036  interpoliert. 

217)  Zeitschr.  d.  Vereins  deutsch.  Ing.  36  (1891),  p.  474. 

218)  WeisJxtch,  Untersuchungen  u.  s.  w.  1.  Abt.  Leipz.  1842,  p.  7  u.  f. 

219)  Amer.  Soc.  Civ.  Eng.  Trans.  26  (1892),  p.  489. 

220)  Ebenda  86  (1895),  p.  286. 

Bnoyklop.  d.  matb.  Wittentoh.    lY  S.  27 
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und  Ventilen  hat  J.  Weisbach^^),  solche  von  Ventilen  C.  Bach*'*), 
von  Steuerschiebern  hydraulischer  Hefoezeuge  H.  Lang***)  yorge- 
nommen. 

7  c.  Biohtangs&nderaiigen  von  Bohren  besw.  (Gerinnen.  Auch 
Kniee  (vgl  Fig.  26)  bewirken  ebenso  wie  Erweiterungen  des  Quer- 
schnitts, dass  sich  der  Wasserstrom  erst  zusammenzieht  und  dann 
wieder  ausdehnt.  J.  Weisbach***)  setzt  auf  Grund  eigener  Versuche 
den  Widerstandskoeffizienten 


Fig.  26. 


Fig.  27. 


{;  =  0,9457  sin«  *  +  2,047  sin*  <J, 

worin  2d  den  von  beiden  Ästen  eingeschlossenen  Ablenkungswinkel 
bedeutet 

Für  Krümmer  von  2r  Lichtweite,  deren  Axe  einen  Viertelkreis 
vom  Halbmesser  B  bildet  (vgl.  Fig.  27),  fand  Weisbach*^)  auf  Grund 
eigener  Versuche  und  solcher  L,  Q.  du  Budfa  empirisch  bei 

kreisfSrm.  Querschnitt  t  —  0,181  +  1,847  (~)V« 
(108)  ^^ 


rechteck. 


;; 


g  =  0,124  +  3,10  (i)V. . 


Da  sich  in  solchen  Krümmern  die  Kontraktion  schon  vollständig  aus- 
gebildet hat,  bewirkt  nach  WeiAach  ein  noch  grösserer  Zentriwinkel 
keine  Erhöhung  von  £. 

J.  Baussinesq**^)  folgert,  indem  er  eine  Flusskrümmung  als  eine 
fortlaufende  Reihe  von  Knieen  auffasst,  dass  der  Druckverlust  pro 
Längeneinheit  in  breiten  offenen  Betten  von  der  Breite  a  dem  Krüm- 
mungshalbmesser Ä  und  der  Tiefe  h  durch 

221)  üntenuchongen  u.  s.  w.  1.  Abt. 

222)  CBach,  Yersache  über  Ventilbelastimg  und  Ventil  widerstand,  Berl.  1S84. 
228)  Zeitschr.  d.  VereinB  deutsch.  Ingen.  87  (1898),  p.  1281,  1819,  1866. 
224)  Weisbach,  Lehrbach  1,  Leipzig  1846,  p.  487. 

226)  Ebenda,  p.  489. 

226)  Eauz  conrantes,  p.  602;  J.  de  math.  (8)  9  (1888),  p.  429. 


7.  Rasche  Querschnitts-  u.  Richtungsänderungen  bei  Röhren  u.  Gerinnen.     395 


(109) 


TP 


v~m 


1  — Sy 


8 


ansdrückbar  sein  müsse,  worin  r  und  v  Eonstante  bedeuten  und  der 
Exponent  — ^ —  ^^^^  ^^^i'  kleine  Zahl  sei,  wonach  sich  angenähert, 
wenn  in  der  Geraden  hJ=  bU^  gilt,  im  Bogen 

(109a)  j=,.^(6  +  /|/|) 

fände;  t  ist  eine  neue  Eonstante,  die  nach  Untersuchungen  von 
TT.  Ldhmeyer^^'^  ungefähr  gleich  yj>  sein  müsste. 

Im  Widerspruche  mit  diesen  Anschauungen  fand  J,  B,  Freeman*'^), 
dass  in  Spritzenschläuchen  von  63  bezw.  72  mm  Weite  der  Zuwachs 
des  Druckyerlustes,  welchen  Quadranten  von  61,  91 
und  122  cm  Halbmesser  hervorriefen,  mit  letzterem 
wuchs.  Desgleichen  fenden  neuerdings  G,  8,  WMiams, 
a  W,  HubbeU  und  O.  H.  FrenTceU^),  dass  der  Druck- 
Tcrlust  in  Gussrohrleitungen  (von  0,3  bis  0,8  m 
Durchmesser)  von  gegebener  Länge  mit  einem  ein- 
geschalteten rechtwinkligen  Bogen  am  kleinsten  aus- 
fällt, wenn  der  Bogenhalbmesser  etwa  das  2y2fache 
der  Rohrlichtweite  beträgt,  und  dass  er  mit  dem 
Bogenhalbmesser  wächst  J,  P.  Chwrch^  bemerkt 
erläuternd,  dass  der  pro  Längeneinheit  des  Bogens 
zur  Rohrreibung  der  geraden  Strecke  hinzutretende 
Druckverlust  zwar  bei  flacher  Erümmung  abnehme, 
aber  in  geringerem  Masse,  als  die  bei  gegebenem 
Zentriwinkel  dem  Erümmungshalbmesser  proportionale 
Bogenlänge  wächst. 

Aus  den  genannten  Versuchen  geht  auch  her- 
vor'^), dass  stromab  von  Bogen  und  Schiebern  im  geraden  An- 
schlussstrang auf  einer  die  Rohrweite  vielfach  übersteigenden  Länge 
die  Reibung  grösser  als  in  der  übrigen  geraden  Strecke  ist. 

Zu  einem  ähnlichen  Schlüsse  kommt  T,  Montanari^^),  indem  er 
den   zum   Reibungsverlust    der   geraden   Strecke    eines  Rohres    vom 


Fig.  28. 


227)  Allgemeine  Banztg.  17  (1852),  p.  168. 

228)  Amer.  Soc.  of  Giv.  Eng.  Trans.  21  (1889),  p.  865. 

229)  Ebenda  47  (1902),  p.  188.  Geecbwindigkeitsverteilung  in  Bögen,  p.  64. 

230)  Ebenda,  p.  215. 

280)  Ebenda,  p.  148,  184,  191. 

281)  Politecnico  45  (1897),  p.  428,  424. 
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Durclunesser  2r  »  10  bis  40  mm  bei  Einftigung  eines  rechtwinkligen 
Eniees  (vgl.  Fig.  29)  binzntretenden  Druckverlust  auf  eine  Lange  6r 
vom  Knie  abwärts 


I 


•— dr — *^4p-i 


und  auf  eine  Länge  10  a  Tom  Knie  ab 


H » 


t^         -(•^+^)& 


Fig.  29.  (also  betrachtlich  grösser  als  J.  Weübach)  setzt 

8.  AusfluflB  von  Wasser  ans  (befassen. 

8  a.  Der  G^sohwindigkeitskoeffiEient  nnd  die  Eontraktion.  Bei 
freiem  Äusfluss,  das  heisst  solchem  in  Luft,  durch  ein  gut  abgerundetes 
(die  Kontraktion,  wie  unten  angefOlhrt,  yerhindemdes)  Mundstück  von 
der  Öffiiungsfläche  F  sollte  dem  TomceKi'schen  Gesetze  gemäss,  falls 
die  Offiiungsmitte  in  der  Tiefe  h  unter  dem  Spiegel  liegt  und  bei 
lotrechter  Wand  die  Abmessungen  der  Öffnung  im  Vergleiche  zu  h 

klein  sind^  die  Austrittsgeschwindigkeit  Y2gh  betragen.  Sie  ist  jedoch, 
wie  Beobachtungen  zeigen,  nur 

(110)  U=q>Y2jh, 

wobei  der  QeschwtndiglceUskoeffieient  q>  immer  ein  echter  Bruch  ist, 
so  dass  das  ausströmende  Wasser  statt  einer  G^schwindigkeitshöhe  h 
nur  eine  solche  von  q>^h  aufweist "*).  Die  Ursache  des  Druckhöhen- 
Verlustes 

(i-,.)»-(i.-i)iL' 

liegt  in  Reibungsvorgangen.    Setzt  man  diesen  =  ( r— ,   so  wird  der 

Zusammenhang  zwischen  dem  GeschunndigkeitskoeffiziefUen  q)  und  dem 

Widerstandskoeffisfienten  t  durch  i  =  —f  —  1  angegeben***). 

Der  Druck  Verlust  ist  übrigens  sehr  gering,  denn  J".  WeisbcuA^ 
fand  für  ein  gut  abgerundetes  Mundstück  von  1  cm  Lichtdurch- 
messer für 

h  =  0,02        0,5        3,5         17         103  m 

9  =  0,959    0,967     0,975    0,994    0,994. 

282)  Vgl.  IV  16,  Nr.  10  {Ä.  E  H.  Lwe).    Über  den  Ausfloss  Yon  heissem 
Wasser  siehe  V  6,  Nr.  18  (M.  Schröter-L,  PrandU),  p.  804. 
288)  Weisbach^  Lehrbuch  1,  Leipsdg  1846,  p.  426. 
284)  CiTÜingenienr  (2)  6  (1869),  p.  87 ;  WeMach-Herrmann,  p.  969. 
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Erfolgt  der  Ausfluss  in  dünner  Wand,  so  treten  die  Wasserfäden 
konvergierend  anS;  so  dass  im  Innern  ein  vom  Aussendruck  wesentlich 
verschiedener  Druck  herrscht  und  bei  wagerechter  Öffnung  in  ihrem 
Mittelpunkte  die  Geschwindigkeit  ein  Maximum  besitzt.  Da  das 
Wasser  während  des  Falles  eine  Beschleunicninff  erfährt,  ist  anzu- 
nelu»»,  d.»  die  Ge^ehwindigkeii  ün  St»U  minder  Eolf;„,«.g  ,0. 
der  Öffnung  wächst,  also  der  Querschnitt  —  so  lange  der  Strahl 
nicht  zerstäubt  —  abnimmt.  Dementsprechend  fanden  F,  Savart^^) 
und  H,  G,  Magnus^^)  bei  kreisrunden  und  Ä  Bazin^^'^  bei  kreis- 
runden und  rechteckigen  Öffnungen  keinen  eigentlichen  Kontraktions- 
koefßzienten  im  Sinne  des  Verhältnisses  eines  Minimalquerschnittes 
zur  Öfhungsfläche  —  ob  sich  ein  Minimalquerschnitt  bei  einer  lot- 
rechten quadratischen  Öffnung  von  20  cm  Seitenlänge  bildet,  wie 
J.  V.  Pancdet  und  «7.  A.  Lesbros  behaupten,  konnte  Baein  allerdings 
nicht  entscheiden*^).  An  Stelle  von  Gl.  (110)  tritt,  wenn  0  den 
Höhenabstand  zwischen  der  Ö£&iungsmitte  und  einer  Strahlstelle  be- 
zeichnet, allgemein  für  die  Geschwindigkeit  der  Ausdruck 


(111)  ü=^q>V2g{h  +  z). 

Stets  hat  9  in  einiger  Entfernung  von  der  Öffnung  sein  Maximum, 
welches  bei  wagerechter  Öffnung  nur  um  einige  Tausendstel  kleiner 
als  1  ist,  während  es  bei  lotrechter  Öf&iung  je  nach  Druckhöhe  h 
und  Form  1,03  oder  1,04  erreichen  kann  und  bei  einem  Kreis  von 
20  cm  Durchmesser  1,011  beträgt.  Dass  9  >  1  zu  werden  vermag, 
ist  nach  JBcwriw*^)  nur  erklärlich,  weil  Gl.  (111)  gleiche  Geschwindig^ 
keit  aller  Wasserfäden  im  Querschnitt  voraussetzt,  also  nicht  strenge 
gilt,  und  im  Strahlinnem  vielleicht  stellenweise  ein  geringerer  als  der 
Atmosphärendruck  herrscht. 

Eine   Berechnung  des  Kontrakttonskoeffijsienten  [i   oder  des   Yer- 
hältnisses  des  Strahlquerschnittes  zur  Offnungsfläche  ist  mehrfach  ver- 


285)  Ann.  chim.  phys.  63  (1S38),  p.  887,  888. 

236)  Ann.  Phys.  Cham.  (4)  6  (1866),  p.  44. 

287)  Paris,  Mdm.  präs.  par  diy.  savants  82  (1902),  No.  4.  Auch  U.  Masoni 
fand  bei  wagerechter  Ereisöönang  keinen  Minimalquerschnitt,  femer  die  Strahl- 
form bei  Beleachtang  des  Strahles  und  Messung  des  Schattens  nicht  nur  vom 
Ofinungshalbmesser,  sondern  auffallenderweise  auch  vom  Verhältnis  des  Halb- 
messers zur  Druckhöhe  unabhängig.  Er  giebt  genaue  Maasse  Politecnico  48 
(1896),  p.  660.  Nach  J.  Weisbach,  Polytechn.  Centralblatt  (1861),  col.  886  und 
Experimentalhydraulik,  Freiberg  1866,  p.  181  sind  die  Eontraktionen  von  Wasser, 
Quecksilber  und  Büböl  ziemlich  gleich. 

238)  Paris,  Mäm.  pr^s.  par  div.  savants  82  (1902),  No.  4,  p.  19,  42. 

289)  Ebenda,  p.  44. 
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sncht  worden^.  Umgiebt  man  die  Ausflussöffiiang  Ton  ihrem  Rande 
ausgehend  innerhalb  des  Gef  ässes  mit  einer  Flache  und  hat  die  öffiiong 
die  Gh-osse  F  und  die  Tiefenlage  h  unter  dem  Spiegel,  so  heben  sieh 
das  Wassergewicht  mit  dem  Gegendruck  der  Gefasswandung  bis  auf  eine 
auf  die  angenommene  Flache  wirkende  senkrecht  zur  AusflussoSnnng 
gerichtete  Mittelkraft  yFh  auf.  Zu  den  statischen  Drucken  auf  die 
gedachte  Flache^  welche  die  Grösse  F^  habe^  kommt  nun  aber  noch 

die  Druckyerminderung  durch  Geschwindigkeitshohen  j  ^dF^  hin- 
zu, deren  Komponenten  senkrecht  zur  Öffiiung  (falls  d  die  Winkel 
zwischen  den  einzelnen  Ankunftsgeschwindigkeiten  und  der  öffiiungs- 

normalen  bedeutet)  zusammen  y  I  2~  ^^sdäi^^    ausmachen.     Da  nun 

an  allen  Stellen  des  kontrahierten  Querschnittes  fiF  die  Geschwindig- 
keiten schon  an  und   für  sich  senkrecht  zur  Öffnung  gerichtet  sind 

und  angenähert  y2gh  betragen,  also  die  Ausflussmenge  in  der  Zeit- 
einheit (iFy2gh  ist,  folgt  aus  dem  Impulssatz 

Fh  +Jf-  cosM  dF,  =  t^:}^-y2~gh  =  2(iFh 
oder 


fi  =  i 


1  + 


hF 


J.  Hermanek^^),   der  vom  Satze  ,,Aktion  gleich  Reaktion^   ausgeht, 
stellt  jedoch  statt  dessen  die  Gleichung 

f  cos*  öd  Fl 


_  i[i  +jj^] 


auf  Als  umgebende  Flache  wählt  er  bei  kreisförmigen  Öffnungen 
Eugelhauben  und  erhält  unter  der  Annahme,  dass  das  Wasser  diese 
Hauben  radial  durchfliesst,  für  vor-  bezw.  rückspringende  Ansatzstutzen 
Tom  E^elscheitelwinkel  20^ 


.  r^    ,    11  —  cobMoI 


8     1  ip  C08  ^Q 

Für   2^0 «» 0   bei   nach   innen   gerichteten    Stutzen   hat   bereits 
J.  Ch.  Barda  bewiesen ,   dass   fi  =  i   werden    sollte.     Versuche   von 


240)  G.  Hagen,  Handb.  der  Wasserbaukunst,  1.  Theil,  1.  Bd.,  p.  167  f.,  vgl. 
IV  16,  Nr.  10  {A,  E.  H.  Love),  p.  66. 

241)  Wien  Sitzungsberichte  112^  (1908),  p.  879. 
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J.  Ch.  Barda^^,  G.  Bidone^^  und  J.  Weisbtxch^  ergaben  in  diesem 
Falle  im  Mittel  (i  =  0^3. 

Bei  sehr  scharfen  Durchflusskanten  (und  zwar  bei  Ausfluss  unter 
Wasser  in  Muschelschiebem)  hat  H.  Lang^^)  ohne  Ansatzstutzen 
ähnliche  Koeffizienten  erhalten. 

Erfolgt  der  Ausfluss  der  Flüssigkeit  durch  eine  unendlich  lange 
Ö£&iung  in  einen  mit  derselben  Flüssigkeit  erfüUten  Baum,  so  wird 
das  (nunmehr)  ebene  Problem,  die  Strahlform  zu  bestimmen,  nach 
der  von  H.  v,  HdmhoUe  und  G,  Kirchhoff  entwickelten  Methode  **•) 
bei  geeigneter  Gefässbegrenzung  lösbar  und  führt  z.  B.  für  den  Aus- 
fluss aus  einem  Bodenspalt  auf 

^  =  ,-^  =  0,611. 

8  b.  Der  AusflusakoeffiBient.  Für  die  Au%aben  der  Technik  ist 
insbesondere  die  Ausflussmenge  von  Bedeutung.  Man  pfl^  einen 
Ausflusskoeffieienten  a  einzuführen,  nämlich 


(112) 


Q  =  aFy2gh 


zu  setzen,  zu  dessen  Bestimmung  zahlreiche  Versuchsreihen  Torliegen. 
Für  hreisförmige  lotreckte  Öffnungen  und  die  Tiefe  h  der  öffhungs- 
mitte  unter  dem  Spiegel,  dort  zu  messen,  wo  letzterer  durch  den 
Ausfluss  nicht  merklich  gesenkt  wird,  giebt  HamiUon  Smiih^'')  auf 
Omnd  von  Versuchen  von  B.  A.  Michdotti^  Ch,  Bossut,  J.  Weisbach 
sowie  eigenen  eine  Tabelle,  die  u.  a.  nachstehende  Werte  von  a  für 
Wasser  von  l(fi  C  enthält»"): 


Tiefe  A  in  m 


0,3 
30 


Durchmesser  in  cm 

0,06         6  18 


0,644 
0,593 


0,600 
0,592 


0,595 
0,592 


30 


0,591 
0,592 


242)  Paris,  Mäm.  de  Tacad.  royale  des  sciences  1766  (1769),  p.  689. 
248)  Torino  Mem.  40  (1888),  p.  66. 
.    244)  J.  Weishath,  Lehrbuch  1,  Leipzig  1846,  p.  412. 

246)  Zeitschr.  d.  7er.  deutsch.  Ingenieure  87  (1898),  p.  1822. 

246)  Siehe  IV  16,  Nr.  If  (A,  E.  H,  Love),  p.  98. 

247)  HamüUm  Smith,  The  flow  of  water  through  orifices  over  weirs  and 
through  open  condmts  and  pipes,  London  and  New  York  1886. 

248)  Siehe  auch  F.  DtoeUhauvers-Dery,  Technologie  sanitaire  1  (1896/6), 
p.  281,  241.  Nach  B,  F.  Merwood,  Joum.  of  the  Franklin  Instit.  (8)  76  (1878), 
p.  889  w&chst  a  beträchtlich  mit  der  Temperatur,  nach  W,  C.  ünwin,  Phil. 
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Bei  kleiDeren  Mündungen  und  Druckhöhen  ist  nach  H.  Buff  und 
J.  Weisbach^^)  a  entschieden  grösser. 

Erfolgt  der  Ausfluss  unter  Wasser  statt  in  freier  Lufk^  so  sinkt 
die  Ausflussmenge  nach  J.  Weisbach  um  ungefähr  ly,  Prozent ^  nach 
P.  Richelmy  bei  13,5  cm  weiter  Öffnung  um  noch  mehr*®). 

Bei  quadratischen  Offnungen  ist  a  nach  Hamüton  Smith  nur  un- 
bedeutend grösser  als  bei  kreisrunden  gleicher  Weite.  Mit  seinen 
Angaben  stimmen  auch  die  von  J.  V,  Poncdet  und  J.  Ä.  Le^os^^) 
für  Quadrate  Ton  20  cm  Seitenlänge  und  h  ^  etwa  20  cm,  während 
für  kleinere  Tiefenlage  a  nach  J.  Ä,  Lesbros^^)  sinkt  und  für  A  =  12  cm^ 
falls  man  immer  noch  nach  Formel  (112)  rechnet,  nur  mehr  0,572 
beträgt.  Lesbros  fand  später  bei  Fortsetzung  der  Versuche  unter 
anderem  bei  2  cm  hohen  Spaltöfi^ungen  von  60  cm  Breite  a  für 
h  =  0,02  bis  1,01  m  etwas  kleiner  (nämlich  0,644  bis  0,626)  und  bei 
60  cm  hohen,  2  cm  weiten  Spalten  noch  kleiner***). 

J.  Weisbach  nahm  mit  trictiterßrmigen  Mundstücken  Messungen 
vor,  auf  Grund  welcher  G.  Zeuner^^)  eine  Formel  für  ihren  Ausfluss- 
koefflzienten  berechnete. 

Bei  seinen  rechteckigen  Öffnungen  änderte  J. -4.  Z»es6ro5***)  nament- 
lich in  Hinblick  auf  praktische  Zwecke  die  Ausflüsse  durch  Einbauten 
ins  Wasserbecken  sowie  durch  Anfügung  Yon  Mundstücken  und  Leit- 
gerinnen an  die  Aussenseite.  Mit  den  so  entstandenen  etwa  30  Mün- 
dungen, Ton  denen  er  einige  überdies  noch  bei  verschiedenen  öffnungs- 
abmessungen  untersuchte,  erzielte  er  durch  Änderung  der  Höhenlage 
des  Wasserspiegels  zahlreiche  Versuchsreihen.  Auch  hier  yergrösserten 
Einbauten,  welche  den  seitlichen  Zufluss  behinderten,  die  Ausfluss- 
menge,  während  Vorbauten,  die  einen  Gegendruck  auf  die  Mün- 
dung äusserten,  ihn  verminderten.  Schon  vorher  hatte  G.  Bidone*^ 
ähnliche  Versuche,  z.  B.  mit  quadratischen  Öfhungen  und  ein-  bis 
allseitiger  Eontraktion  sowie  mit  runden  öffiiungen  vorgenommen. 
Mit  dem  Ausfluss  zwischen  einer  Schützenunterkante  und  einer  vom 


Mag.  (5)  6  (1878),  p.  281  f.  bei  dünner  Wand  nicht  merklich  und  bei  abgerun- 
deter Ofifnung  zwischen  16®  und  90®  C.  um  4%. 
249)  Weiabach^Herrmann,  p.  973. 

260)  Siehe  oben  7  b,  p.  890. 

261)  Paris,  M^m.  pr^.  par  div.  sav.  8  (1882),  p.  469,  470,  476. 

262)  Paris,  M^ul  pr^s.  par  div.  sav.  18  (1862),  p.  442. 

268)  Ebenda,  p.  462.    Mit  runden  und  quadratischen  Ofiiiungen  experimen^ 
tierte  auch  EUis,  Amer.  Soc.  of  Civ.  Eng.  Trans.  6  (1876),  p.  19. 

264)  Civilingenieur  (2)  2  (1866),  p.  64. 

265)  Paris,  M^m.  präs.  par  div.  sav.  8  (1862). 

266)  Torino  Mem.  27  (1828),  p.  78  u.  f. ;  40  (1888),  p.  18  u.  f. 
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Ober-    zum    Unterwasser    glatt    durchgehenden    Sohle    befasste    sich 

Eine  wagerechte  kurze  zylindrische  Ansateröhre  von  der  27,-  bis 
3  fachen  Länge  der  Loch  weite  verkleinert  zwar  die  Sprungweite  des 
austretenden  Strahles^  verdickt  letzteren  aber  gleichzeitig  derart^  dass 
a,  wie  Q,  Poleni^^^)  bemerkte,  wächst  und  zwar  nach  den  Versuchen  von 
J5.  A,  MichdoUi,  G.  Bidone,  J.  A,  Eytelwein,  J,  F,  d'Aubuisson  und 
J.  Weisbddiy  wie  letzterer*^®)  angiebt,  zu  0,815  wird.  Diese  Vermehrung 
der  Ausflussmenge  gegenüber  jener  aus  dünner  Wand  findet  nach 
«7.  N.  P.  Hachette  und  H.  Buff^^)  nicht  statt,  wenn  sich  das  Wasser 
in  einen  luftleeren  Raum  ergiesst.  Desgleichen  nimmt  der  Einfluss 
des  Ansatzrohres,  also  a,  nach  H.  Buff  und  J,  Weisbach  ab,  wenn  die 
Tiefe  unter  dem  Spiegel,  und  nach  J.  Weisbach  auch,  wenn  die  Loch- 
weite zunimmt. 

Konisch  verjüngte  Ansatzröhren  sind  eingehend  von  d'Atibuisson 
und  Castel^^)  untersucht  worden.  Es  zeigte  sich,  dass  der  Ausfluss- 
koeffizient  a  bei  einem  Konvergenzwinkel  von  etwa  13 Y,^  sein  Maxi- 
mum von  0,946  aufwies,  während  der  Geschwindigkeitskoeffizient  beim 
zylindrischen  Stutzen  am  kleinsten  (=  0,830)  war  und  mit  der  Kon- 
vergenz (0,984  bei  49®)  zunahm. 

Konisch  zusammenlaufende  Strahlrohre  mit  angeschraubtem  Mund- 
stück, wie  sie  die  Feuerwehren  benutzen,  hat  in  grösserer  Zahl 
J.  B.  Freeman  untersucht.  Bei  Verwendung  der  üblichen  glatten 
konischen  Mundstücke  fand  er  a  für  Strahlrohr  samt^^')  Mundstück 
{play-pipe  and  nozzle)  =0,971  bis  0,983.*")  Der  kleine  Rückspnmg, 
den  das  Mundstück  an  der  Ansatzstelle  zu  bilden  pflegt,  zeigte  sich 
belanglos,  während  ein  ringförmiger  Vorsprung  an  dieser  Stelle  nicht 

257)  Civilingenienr  (2)  17  (1871),  p.  64.  Hier  sind  auch  die  zur  Messung 
und  Verteilung  des  Wassers  in  Italien  üblichen  Moduli  zu  nennen.  S.  etwa 
A,  Hess  im  Handb.  der  Ingenicurwissensch.  8,  Wasserbau.  2.  Abt.,  1.  Hälfte, 
8.  Aufl.  Leipzig  1900,  p.  70;  ü.  Masoni,  Gorso  di  idraulica  2.  append.,  Napoli 
1895,  p.  188. 

258)  G,  Poleni,  Delle  pescaje  69  =  Raccolta  d'autozi,  che  trattano  del  moto 
dell'  acque  2.  ed.  t.  8  Firenze  1767,  p.  414. 

259)  /.  Weisbach,  Lehrbuch  1,  Leipzig  1845,  p.  422. 

260)  Ann.  Phys.  Chem.  46  (1889),  p.  240. 

261)  lyAübuisson  de  Voisins,  Traitd  d'hydraulique,  2.  6d.  Paris,  p.  60.  Eine 
neuere  Untersuchung  nahm  H.  Schoenijes  vor:  Ann.  Ass.  Ing.  Gand  (1)  16  (1893), 
p.  107. 

262)  Amer.  Soc.  of  Civ.  Eng.  Trans.  21  (1889),  p.  816;  dass  der  Ausfluss  aus 
einem  Strahlrohr  zur  Wassermessung  dienen  könne,  legte  /.  R.  Freeman,  ebenda 
24  (1891),  p.  492  dar. 

263)  Ebenda  21  (1889),  p.  817. 
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nur  den  Ausfluss  etwas  yerminderte^  sondern  anch  den  Strahl  zerriss. 
Mundstücke  mit  einem  Torspringenden  Ring  an  der  Anstrittsoffimng 
gaben  bei  einem 

Flächenverhaltnis    0,903    0,784    0,694    0,250 
a  0,866    0,742    0,736    0,634 

also  Zahlen,  die  mit  denen  der  TTeis&ac&'schen^  Scheibenringe  nicht 
ganz  übereinstimmten. 

Konisch  erweiterte  Ansaierohren  geben  nach  den  Versuchen  Yon 
G,  B.  Veniuri^^),  J.  Ä.  Eytdwein^,  J.  TTcwiacÄ««'),  Sereni^  und 
P.  Bichelmy^^  —  je  nachdem  man  den  engsten  oder  den  weitesten 
Querschnitt  als  den  vom  Flächeninhalt  P  in  Ol.  (112)  betrachtet  - —  recht 
grosse  oder  kleine  Ausflusskoeffizienten.  Durch  Ansatz  eines  Stutzens  von 
einem  Durchmesserverhaltnis  von  etwa  %  und  einer  Länge,  die  unter 
dem  10  fachen  Anfangsdurchmesser  bleibt,  kann  man  Q  nach  P.  Bichdmy 
nahezu  verdoppeln.  G.  B.  Venturi^^)  hat  zuerst  bemerkt,  dass  in  solchen 
Röhren  der  Druck  dem  Bemouüi^fäa&n.  Theorem  gemäss  unter  den 
Atmosphärendruck  sinkt,  so  dass  sie  durch  seitUche  Rohrchen  Sauge- 
wirkungen ausüben  können.  In  zyUndrischen  Stutzen  findet  Ahnliches 
statt.  M.  Capito^^)  und  U.  Masoni^^)  haben  nachgewiesen,  dass  es  die 
den  Strahl  herunterziehende  Schwere  ist,  welche  ihn  zum  Anlegen  an 
die  Rohrwand  bringt,  dass  also  letzteres  [Jrsache  und  nicht  Folge 
der  BUdnng  eines  luftverdünnten  Ranmes  um  den  eingeschnürten 
Strahl  ist  Bei  grossen  Oeschwindigkeiten  und  erheblicher  Divergenz 
ist  es  nicht  möglich,  selbst  durch  vorheriges  Zuhalten  des  Stutzens 
vollen  Ausfluss  herbeizuführen. 

Bildet  ein  Teil  des  Ge&sses  ein  Zulaufrohr,  an  dessen  Endwand 
vom  Flächeninhalt  F  ein  zylindrischer  oder  parallelepipedischer  An- 
satzstutzen vom  Qaerschnitt  nF  sitzt  und  würde  ohne  Zulaufrohr  der 


264)  Siehe  oben  p.  398.    Ebenda,  p.  886. 

265)  O.  B.  VefUuri,  Becherches  expärimentales  snr  le  principe  de  commu- 
nication  laterale  dans  les  fluides,  BalL  Soc.  [philomatique  1797 ;  auch  deutsch  in 
Qilbert's  Annalen  der  Physik  2  (1799),  p.  446. 

266)  J.  A,  EyUHwein,  Handbuch  der  Mechanik  fester  Körper,  2.  Aufl.,  Leipz. 
1828,  p.  101. 

267)  Weisbaeh-Herrmann,  p.  1010. 

268)  P.  Biehelmy  nenut:  Sereni,  Mem.  sul  moto  delFacqua  nei  tubi,  Roma  1848. 

269)  Torino  Mem.  (2)  26  (1871),  p.  81. 

270)  a.  a.  0. 

271)  Palermo,  Collegio  degFingegneri,  Atti  1884. 

272)  Napoli,  B.  Istituto  dlncoraggiamento,  Atti  (4)  5  (1898),  No.  5 ;  mit  diver- 
genten Stutzen  befasste  sich  auch  C.  BatBaboni,  Bologna  Atti  1886—89 — 90. 
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Ausflusskoef&zient  Uq  betrageD^  so  tritt  infolge  der  Znlaufgeschwindig- 
keit  nach  TT^gistocÄ*^*) 

(118)  a  =  «0(1  +  0,102m  +  0,067  n«  +  0,046n*) 

an  seine  Stelle. 

Mit  der  Verteilung  des  Ausflusses,  wenn  ein  Rohr  (sogen.  Regen- 
fall znm  Feaerlöschen,  Ghnndlauf  mit  Stichläufen  in  Schleussen)  in 
gleichen  Abstanden  gleich  grosse  Öffnungen  besitzt,  befasste  sich 
J.  P.  FrisfeU^^),  Zahlt  man  der  Fliessrichtung  entgegen,  so  herrscht 
an  der  ersten  Öffnung  eine  Druckhöhe  H  und  betragt  ihr  Ausfluss 
cYSf  worin  c  konstant  (ygl.  Fig.  30).    Dann  folgen  eine  Strecke  mit 


Fig.  30. 

dem  Durchlauf  Qi  =  cYH  und  dem  Druckhohenverlust  bQ^^,  worin  b 
wieder  eine  Eonstante  bedeutet,  die  zweite  Öffnung  mit  dem  Ausfluss 

cyS~+TQ^  u.  s.  w.     Es  findet  sich  fftr 
die  w  -  1*-  Öffiiung  cYH  +  b{Q,^  +  ' "  +  Qi-ij  =  Qn^i  —  Qn-t 


•te 


und  hiernach 

Zeichnet  man  demnach  zwei  Gerade  unter  dem  Winkel  arctang  bc^, 
auf  deren  einem  Schenkel  vom  Scheitel  aus  die  Q  zu  messen  sind 
und  sind  Q^  bis  Q^^i  bereits  gefunden,  so  erhalt  man  den  Punkt  Q^, 
indem  man  in  Q^^i  eine  Senkrechte  auf  dem  genannten  Schenkel  er- 
richtet, bis  sie  den  zweiten  in  D^.j  schneidet,  und  ö^öw-i  *=*  Oü-j-^h-i 
macht. 

8c.  Der  AuaflusastrahL  Ausser  der  Einschnürung,  wie  sie 
bei  Ausfluss  aus  dünner  Wand  auftritt,  erfährt  der  Strahlquerschnitt 
zunächst  bei  eckiger  Austrittsöffnung  auch  eine  Änderung  seiner  Form. 
Die  Oberflächenspannung  bewirkt  nämlich,  dass  die  fallenden  Wasser- 
teilchen   Schwingungen    gegen   die    Strahlaxe    und    zurück    machen. 


878)  WeithaOh,  Lehrbuch  1  (1845),  p.  427. 

874)  Journal  of  the  Franklin  Institote  (8)  76  (1878),  p.  84. 
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welche  die  Ecken  in  Furchen,  dann  diese  in  Bippen  verwandeln,  so 
dass  znm  Teil  seltsame  Qnerschnittsformen  entstehen,  wie  es  beson- 
ders 6?.  Bidone  ^%  J.  V.  Fonceld  nnd  J.  Ä.  Leshros^%  J.  A.  Leäbros^ 
und  Ä  Q,  Mcignm^^)  beobachtet  haben. 

Bei  hreisßrmiger  Öffnung  in  dünner  Wand  entstehen  nach 
H,  G.  Jfogwus*^®)  in  der  öfi&inngsnähe  Anschwellungen,  wenn  die  Zu- 
strömung  nicht  von  allen  Seiten  in  gleicher  Weise  erfolgt. 

Bauche  zeigen  sich  nach  H.  G.  Magnus*^)  und  F.  Savart^^)  eben- 
falls, wenn  man  das  Wasser  im  Gef ässe  erschüttert,  wodurch  Schwin- 
gungen entstehen,' welche  die  fallende  Bewegung  zeitweise  hindern 
und  eine  Trennung  bewirken*®*). 

Die  BeschajSenheit  des  Strahles  wird  von  der  Austrittsö&ung 
ferner  in  der  Weise  beeinflusst,  dass  die  aus  dünner  Wand  springen- 
den Strahlen  durchsichtig,  die  aus  Ansatzröhren  —  ausser  bei  sehr 
kleiner  Druckhöhe  —  trübe  erscheinen  und  stark  schwanken  und  ihre 
Oberfläche  von  feinen  Furchen,  die  ihre  Stellung  fortgesetzt  verändern, 
bedeckt  ist*®').  Aufnahmen  von  Strahlen,  die  sich  aus  Wandöffiiungen 
über  Ansatzgerinne  ergiessen,  veröflFentlichte  J,  Ä.  Lesbros^. 

Mit  der  Frage  nach  der  Steighöhe  springender  Strahlen  hat  sich 
bereits  Mariotte  befasst;  J.  Weishcu)h^  machte  eine  grossere  Zahl 
Versuche  unter  Benutzung  verschiedener  Mundstücke  und  fand  z.  B. 
fUr  eine  Ereismündung  von  1  cm  Durchmesser  in  dünner  Wand  bei 
lotrechtem  Strahl  und  einer  Druckhöhe  H  die  Steighöhe 

h  =  E:{l  +  0,01158  H  +  0,0005825^*) 

und  für  ein  konoidisches  Mundstück  gleicher  Weite 

276)  Torino,  Mem.  34  (1830),  p.  237  n.  f. 

276)  Paris,  M^m.  pr^s.  par  div.  sav.  3  (1882),  p.  368  u.  f. 

277)  Ebenda  13  (1862),  p.  47  u.  f. 

278)  Ann.  Phys.  Chem.  (4)  6  (1866),  p.  24  u.  f. 

279)  Ebenda,  p.  42. 

280)  Ebenda,  p.  47. 

281)  Ann.  chim.  phjB.  68  (1833),  p.  368. 

282)  Loftblasenbildung  beim  Auffallen  eines  Strahles:  Mtignus,  a.  a.  0. 
p.  49  n.  f.;  /.  Tyndall,  Ann.  Phys.  Chem.  (3)  22  (1861),  p.  294.  Pilzartige  Formen 
und  Wirbelflächen  beim  Ausflass  von  geübtem  in  ungefärbtes  Wasser:  E.  Beusch, 
ebenda  (4)  20  (1860),  p.  809  n.  f.;  Oherbeck,  ebenda  NF.  2  (1877),  p.  6  a.  f.; 
O.  Kötsdhau,  ebenda  NF.  26  (1885),  p.  630  u.  f.  Versuche  über  den  Streukegel  beim 
Ausfluss  unter  Wasser  machte  C.  Weigelt,  Zeitschr.  f.  Crewässerkunde  6  (1903),  p.  288. 

288)  G.  Hagen,  Handbuch  der  Wasserbaukunst,  1.  Teil,  1,  p.  162. 

284)  Paris,  M^m.  pr^s.  par  div.  sav.  18  (1852),  p.  54  f. 

285)  Zeitschr.  d.  Vereins  deutsch.  Ingren.  5  (1861),  p.  113.  Einige  Versuche 
mit  einem  Strahlrohre  und  H  bis  zu  63  m  nahm  an  Weisbaeh  anknüpfend 
TT.  VodWca  vor,  Zeitschr.  d.  5sterr.  Ing.-  u.  Archit.-Ver.  42  (1890),  p.  71. 
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h  =  H:  (1,027  +  0,00048 IT  +  0,000956 IT«), 

also  grösser*®^).  Die  Steighöhe  wächst  überdies  mit  der  Mündnngsweite. 
Bei  gleicher  Ausfiussgeschwindigkeit  und  Mündungsweite  springen 
die  eingeschnürten  Strahlen,  weil  sie  dünner  sind  und  durch  ihr  ab- 
wechselndes Zusammenziehen  und  Anschwellen  eher  Luft  eintreten 
lassen,  weniger  hoch,  als  nicht  eingeschnürte. 

0.  Lueger^'')  und  andere*^)  geben  Daten  über  die  Höhe,  welche 
nach  Zerteilung  eines  aus  einem  Feuerwehrstrahlrohre  tretenden  Strahles 
die  obersten  sichtbaren  Tropfen  erreichen.  Besonders  eingehend  sind 
aber  J.  B.  Freeman'e  Untersuchungen  solcher  Strahlen.  Derselbe  fand 
unter  anderem  die  höchste  bei  Windstille  erreichbare  Sprunghöhe 
einer  das  Strahlrohr  unter  75^  Neigung  verlassenden  Wassermasse 
(also  nicht  einzelner  Tropfen) 

Ä  =  1^—0,0001135,' 

worin  H  die  Druckhöhe  unterhalb  des  Strahlrohres  und  D  die  Mün- 
dungsweite in  m  bedeutet"^).  Schon  schwache  Winde  beeintrachtigen 
den  Sprung  wesentlich*^).  Bei  kleinem  Druck  springt  der  unter  45® 
ansteigende  Strahl,  bei  grösserem  springen  aber  flachere  Strahlen  am 
weitesten,  so  dass  für  jEf  =  35  m  der  günstigste  Steigewinkel  etwa 
32«  beträgt  «^^). 

Den  Zusammenstoss  zweier  Strahlen  hat  I,  Savart^^)  beobachtet. 
Treffen  sich  zwei  einander  entgegengerichtete  wagerechte  gleich 
dicke  und  schnelle  zylindrische  Strahlen,  so  entsteht  eine  fast  kreis- 
runde lotrechte  Scheibe.  Der  Versuch  lasst  sich  durch  Änderung  der 
Offiiungsdurchmesser,  der  Druckhöhen  und  der  gegenseitigen  Lage 
der  Strahlen  abändern  und  liefert  dann  eine  grosse  Zahl  verschiedener 
Gebüde»«»). 

8d.  Bewegung  des  Wassers  innerhalb  des  sieh  entleerenden 
Gefässes.     Den  Ausfluss   einer  reibungslosen  Flüssigkeit   aus   einem 

286)  F.  Grcuhof,  Theoret.  Maschinenlehre  1,  p.  828  findet,  dass 

log  (^  -  2m /B)  =  nÄ*(l +  PÄ«), 

worin  m,  n  und  p  fOr  das  betreffende  Mundstück  konstant,  gelten  müsse. 

287)  0.  Lueger,  Wasserversorgung  der  Stadt  Lahr,  Lahr  1884,  p.  87. 

288)  Siehe  hierüber  /.  B.  Freeman,  Amer.  Soc.  Civ.  Eng.  Trans.  21  (1889), 
p.  873. 

289)  Ebenda,  p.  392;  siehe  auch  oben  8b,  p.  401. 

290)  Ebenda,  p.  874. 

291)  Ebenda,  p.  887. 

292)  Ann.  chim.  phys.  66  (1838),  p.  267. 

293)  Ebenda  u.  G.  Magmu  in  Ann.  Phys.  Chem.  (4)  6  (1866),  p.  6  u.  f. 
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gio80eren  Oefasse  durch  eine  kleine  Bodendffiinng  kann  man  in  enter 
Annaherong  als  strahlenförmige  Zoströmnng  zn  einer  punktförmigen 
öfihung  mit  einer  Oeschwindigkeit,  die  dem  Quadrate  der  Entfernung  von 
der  öffiiung  umgekehrt  proportional  ist,  auffusen.  Das  Geschwindig- 
keitspotential ist  dann  mit  einem  HasMupotential 
identisch,  das  fär  die  Anziehung  gilt,  die  Yon 
einem  Massenteilchen  im  Ausstromungspunkte 
auf  die  Punkte  des  Grefassinnem  ausgeübt  wird. 
B.  de  Saint'  Venant^  sucht  auf  Grund  dieser  Anf- 
&ssung  die  Eurren,  längs  welchen  sich  bei  statio- 
närem Vorgänge  die  Teilchen  ursprüng^oh  gerader 
Reihen  in  aufeinanderfolgenden  Zeiten  ordnen 
(Fig.  31).  Ist  a  der  lotrechte  Abstand  dner 
solchen  Reihe  von  der  öffiiung,  so  haben  die 
zugehörigen  Kurven  in  Orthogonalkoordinaten  die  Gleichung 


(114 


'-^v{^r- 


wobei  m  der  Zeit  proportional  ist. 

Nach  der  Potentialtheorie  ergeben  sich  nun  bei  mehreren  Öfhungen 
die  resultierenden  Geschwindigkeiten  als  Summe  jener,  welche  die 
einzelnen  Öfhungen  gesondert  herrorrufen  würden.  Bei  regelmassig 
angeordneten  Öfhungen  verlaufen  daher  in  allen  Symmetrieebenen 
die  Wasserwege  längs  dieser  Ebenen,  sodass  man  letztere  durch  feste 
Wände  ersetzen  und  den  unendlich  ausgedehnten  Behälter  in  lauter 
endliche,  seitlich  b^renzte  zerlegen  kann.  Für  den  Ausfluss  aus 
solchen  fügten  de  Saint-Vmant  und  A.  Flamant  unter  Benutzung  einer 
Mittheilung  von  J,  Boussinesq  ein  sehr  genaues  Rechenverfahren  hinzu  ^. 

Bei  solchem  strahlenförmigem  Zulauf  muss  sich  die  Oberfläche 
über  der  Öffnung  senken.  Bei  sehr  langsamem  Ausfluss,  bei  welchem 
die  Oberfläche  praktisch  wagerecht  bleibt^  müssten  also  an  der  Ober- 
fläche Bewegungen  gegen  deren  Mitte  hin  stattfinden,  welche  die 
NachfELllung  des  de  SaitU-Venanf Bchea  Trichters  bewirken.  Nach  Be- 
obachtung von  0.  Tundirz^  ist  jedoch  das  Gegenteil  der  Fall,  indem 
die  Spiegelteilchen  lotrecht  niedersinken  (vgl.  Fig.  32).  Hier  sei  die 
Vermutung  geäussert,  dass  dies  die  Oberflächenhaut  bewirkt,  welche 
der  Trichterbildung  Widerstand  ^entgegensetzt. 


294)  B.  de  Saint-Venant,  Paris  C.  R.  94  (1882),  p.  904,  1004,  1139 

296)  Paris  C.  B.  97  (1888),  p.  1027,  1106. 

296)  Wien,  Sitzungsberichte  106 *•  (1896),  p.  1024. 
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Sieht  man  die  Öfiriang  nicht  mehr  als  punktförmig  an,  sondern 
setzi  sie  eelbst  aas  Teilchen  von  verschiedener  Anziehnngekraft,  also 
TerBchiedener   Ansäussgeachwindtgkeit   f{xy)   zasammeri,    so    gelangt 


mac  zur  Anffaasnng  J.  Boussines^a^ 
keitspotential,  so  ist  ^r  2^0- 
genüsB  der  Annahme  -^  =-  f{xy\ 
wUirend  für  r— V'fl;*+y*+«*  =  oo 
die  Grössen  91  und  ^  endlich 
bleiben  müssen.  Die  Geschwindig- 
keit an  jeder  Stelle  wird  dabei  der 
Anziehung  gleich,  die  daselbst  von 
der    Funktion   f{xy)    pro- 


"').    Bedeutet  tp  das  Gescbwindig- 


Fig.  3E. 


portionalen  dünnen  Massenbeli^  der  öffuang  ausgeübt  wird.  In  der 
Annahme  über  dieses  f{xy)  liegt  das  Approximative  der  weiteren 
JBoussines^'schen  Entwickelung.  Es  gelang  bisher  überhaupt  nicht 
tXxy)  fUr  dreidimensionale  Yor^nge  so  zu  wählen,  dass  sieh  fOr 
den  in  Geschwindigkeit  umgesetzten  Teil  der  Druckhöhe 

^§l)"+0'+(ll)'+4f] 

mit  der  Natur  der  Aufgabe  in  Einklang  stehende  Werte  ergaben. 

Die  Erscheinung  des  TFtrfeb  —  der  trichterfönnigen  Einsenkong 
bei  kreisförmiger  Bodenöffiinng  —  in  einem  sich  entleerenden  Ge- 
fSese  lässt  eine  mathematische  Behandlang  bei  Vemacblässigung  der 
Beibung  unter  der  Annahme  kreisförmiger  Bahnen  der  Teilchen  zu**^. 
Dem  ^BemouUrschen  Theorem  gemäss  muss  in  der  Tiefe  e  unter  Ataa 
ursprünglichen  Spiegel,  wenn  auf  die  Trichteifläche  der  Druck  p^  wirkt 
—  der  Halbmesser  des  Triebterrandes  sei  r^,  die  Geschwindigkeit  u^  — , 

SSI)  J.  BoMdinMq,  Eaoz  coorantes,  p.  686  ff.  BeEflglicb  iweidimenrioDoler 
Strömungen  siehe  W.  Wien,  Lehrb.  der  EfdrodTiiamik,  Leipeig  1900,  p,  101  f., 
oben  p.  899  und  IT  16,  If.  {A.  E.  B.  Low),  p.  «7. 

£98)  M.  Bankine;  vgl.  auch  H.  Lantb,  Hydrodynamica,  Cunbr.  1896,  p,  SO 
u.  J.  Botumnaq,  Eaax  conrantaii,  p.  619.  Letsterei  schliesat  dort  (p.  621  f.) 
weitere  Betntcbtnugen  Aber  Wirbel  an,  bei  denen  die  Beibung  nicht  wie  eben 
vemacbU^aigt  werden  darf,  und  die  sowobl  durch  Aiuflaai  als  aacb  durch  eine 
Drebnng  eingetauchter  Zylinder  oder  durch  die  Begegnung  entgegengesetzter 
StrOmDngen  hervorgerufen  werden  kann.  Über  einen  durch  einen  StamniUotz 
in  einem  Flnu  ewengten  Wirbel  s.  A.  Oraeff,  Traitö  d'hydrauliqne  2,  Paria 
1808,  p.  i87;  S.  Hartmamt,  Wirbel  durch  Bchittge  Einströmung  in  ein  GefSsa, 
Zeitachr.  f.  Gew&Merkunde  6  (190S),  p.  106. 
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sein.     Das  Gleichgewicht  der  wagerechten  Erafte  yerlangt,   dass  die 

Fliehkraft 

yii'        dp 


(115  b) 


g         dr 


sei.     Aus  (115a)  und  (115b)  folgt  j-{ru)  =  0  oder 


dr 


(115c)  w  =  =^, 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist  dem  Halbmesser  verkehrt  proportional, 
wie  schon  Leonardo  da  Vinci^^)  behauptet  und  G.  B,  Veniuri  besi»tigt 
hat.     Für  die  Trichteroberfläche  geht  aus  (115a)  und  (115c) 

(USd)  .  _  '-^  -^(h-  .A) 

hervor. 

Wirbel  *•)  können  sich  auch  in  der  Nahe  von  Wandöffiiungen 
bilden ;  aber  auch  einfache  Einsenkungen^^),  mit  deren  Feststellung 
sich  J.  F.  Poncdet  und  J,  A.  Lesbros  bei  ihren  Versuchen  über  den 
Ausfluss  befasst  haben.  Ist  der  Behälter  in  der  Nähe  der  Öffioiung 
mit  Einbauten  versehen,  so  kann  sogar  der  Spiegel  seltsame  Formen 
annehmen. 

9.  Überfall  über  ein  Wehr. 

9  a.  Der  ÜberfisJl  alB  seitlioher  AubAubb.  Da  der  Überfallvor- 
gang vielfach  zur  Ermittlung  der  Wassermengen  verwendet  wird^  liegen 
auch  für  ihn  zahlreiche  Untersuchungen  vor.  In  roher  Annäherung 
kann  man  mit  Q.  Poleni^^  einen  Überfall  als  eine  Anzahl  aneinander 
stossender  Öfhungen  auffassen,  wobei  aus  jedem  in  der  Tiefe  0^  unter 
dem  Wasserspiegel  befindlichen  Flächenelement  dyde^  nach  dem 
TorriceUrschen  Gesetze  sekundlich  dydjerj'|/2^  ausfliesst.  Für  einen 
rechteckigen  Wandausschnitt  von  der  Breite  b  (in  m)^  der  vom  Spiegel 
bis  zur  Tiefe  h  (in  m)  hinabreicht,  und  Austritt  in  freie  Luft  (voU- 
kommener  Überfall,  Fall  über  ein  vollkommenes  Wehr)  liefert  dann 
die  Integration  für  den  Ausfluss  in  m'sec~^  bei  Beifügung  eines  die 
Ungenauigkeit  des  Yer&hrens  ausgleichenden  Koeffizienten^  fi 


299)  Siehe  G.  B.  Venturi,  Essai  sur  las  onvrages  phTsico-math^matiqnes 
de  Leonardo  da  Vinci,  Padone  1797. 

SOG)  Paris,  M^m.  pr^.  par  div.  sav.  18  (1852),  p.  64. 
801)  Ebenda  8  (1832),  p.  828,  877  f.  and  18  (1862),  p.  61  f 

302)  De  motu  aqnae  mixio,  Patayii  1717;  del  moto  misto  delFacque,  SS^sRac- 
colta  d'auiori,  che  trattano  del  moto  dell*  acque  2.  ed.  8,  p.  804,  Firenze  1767. 

303)  (X.  O.)  Du  Buat,  Principes  d*hydraalique,  nony.  ^dit.  Paris  1786,  1, 
p.  202;  2,  p.  114,  setzte  ^=»0,646. 
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(116)  Q  =  iiihhy2^, 

G.  Bidone^  bestimmte  bei  rings  scharfer  Kante  fi  =  0,605. 

Hat   das   Wasser   eine   Ankunftsgeschwindigkeit  U,   so   tritt   zn 

jeder   Druckhöhe   js   noch    eine    Geschwindigkeitshöhe    —   (richtiger 
a— I  hinzu,  sodass  die  Integration  nunmehr '^^)  nach  J,  Weisbach 
(U7)  e_i^JV2ij(«  +  g)»_Qi) 

und  abgekürzt,  da  g—  meist  klein  ist^, 

(118)  Q==%liiV2~9(h  +  ^f 

giebt. 

Die  Anwendbarkeit  dieser  Formehi  hängt  wesentlich  von  der 
Kenntnis  der  verschiedenen  /x  ab,  mit  deren  Bestimmung  sich  viele 
Beobachter  befasst  haben.  Bei  scharfer  Überfallkante  und  scharfen 
Seitenkanten  (Überfall  mit  vollkommener  Strahleinzw'ängung)  ist  fi 
kleiner  als  bei  abgerundeten  Wehrrücken  und  Führungswänden '®''^. 
Bei  vollkommenen  Überfällen  von  der  Breite  des  Zulaufgerinnes  *^) 
(also  ohne  seitliche  Einzwängung)  lotrechter  Wehrtafel  und  scharfer 
Kante  fand,  wenn  die  Seiten  wände  des  üntergrabens  mit  ÖiSTnungen 
versehen  waren,  durch  welche  Luft  unter  den  Strahl  treten  konnte 
(nappe  libre),  H,  Bazin^,  der  Versuche  mit  Hohen  h  bis  zu  0,6  m 
vornahm,  für  Ä  >  0,1  m  die  Überfallmenge  pro  Breiteneinheit 

(119)  q  =  [0,405  +  ?2j£?]  [i  +  0,55  ^]  AVS^ 
oder  genau  genug 

(119a)  q  =  mhY2gh  =  (o,425  +  0,212^^)^1/2^, 

worin  H  die  Wassertiefe  im  Obergraben  vorstellt.    Nach  jF.  Frese^^^) 


304)  Torino  Mem.  28  (1824),  p.  295. 

805)  Hülsse^s  Mascbinen-Encyklopädie,  Leipzig  1841,  1,  p.  478. 

306)  Du  Buat,  Principes  u.  s.  w.  1,  p.  206. 

807)  Dass  auch  bei  bester  Bandnng  und  Führung  ^yk  höchstens  =  0,48, 
und  nicht,  wie  man  häufig  angegeben  findet,  <=0,57  werde,  betont  W,  Heyne, 
Zeitscbr.  des  Osterreich.  Ing.-  u.  Archit.-Yereins  54  (1902)^  p.  837.  Allerdings  muss 
0,57  als  Ausnahme  gelten,  siehe  unten  p.  412. 

308)  Solche  untersuchten  auch  bereits  Du  JSi«ai,  Principes  1,  p.  206;  2,  p.  118 
und  G,  Bidone,  Torino  Mem.  28  (1824),  p.  298. 

309)  H.  Bousin,  Exp^riences  nouvelles  sur  T^coulement  en  d^versoir,  Paris 
1898,  p.  25.  Schwanken  des  Strahls:  Annales  des  ponts  et  chauss^  13^  (IdO^)t 
p.  188. 

310)  Zeitschr.  d.  Vereins  deutsch.  Ingen.  34  (1890),  p.  1315. 

Bnoyklop.  d.  math.  WiuenMli.    IV  S.  28 
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ist  q  etwas  grosser,  und  er  setzt  auf  Onmd  eigener  Versnche^  der 
von  H,  Bazin  und  solcher  von  JET.  Castd^^^),  J.  Ä.  Zesferos"*),  J,  S. 
Francis^^^) f  sowie  Ä,  Ftdcy  and  F.  P,  Steams^^*)y  deren  h  übrigens 
nicht  über  die  Bassin^s  hinausgingen, 

(120)  q  =  [0,410  +  ?^^][l  +  0,55^]AV^. 

Nach  (119)  und  (120)  ist  die  Wirkung  der  Ankunftsgeschwindigkeit 
für  nicht  zu  grosse  h  bedeutender  als  nach  (117). 

Wenn  die  Seitenwände  des  Untergrabens  keine  Luft  unter  den 
Strahl  treten  lassen,  kann  derselbe  verschiedene  Formen  annehmen, 
wie  zuerst  P.  Boileau^^^)  bemerkt  hat.  Bezeichnet  w  die  Wehrhöhe 
über  der  üntergrabensohle  und  ist  h  <  etwa  ^w^  so  bildet  sich  unter 
dem  Strahl,  der  dabei  weniger  weit  springt  als  der  freie  (Fig.  33),  also 
zerdrückt  erscheint  (nappe  deprimee  jBourtn's),  ein  luftverdünnter  Raum 
(Fig.  34).    Der  gedrückte  Strahl  liefert  etwas  mehr  Wasser  als  der 


Fig.  88. 


Fig.  84. 


Fig.  36. 


freie  gleicher  Höhe  h  Betragt  h  mehr  als  f  u;,  so  kann  sich  der 
ünterraum  mit  wirbelndem  Wasser  füllen  {unterftittter  Strahl,  nappe 
noyäe  en  dessous)   (Fig.  35).    Findet  dabei  die  Wiedererhebung  des 


811)  J.  F.  I/Aubuistan  de  Vaisins,  Traii^   dliydrauliqae ,  2.  ^d.,  Paris 
1840,  p.  81  f. 

812)  Paris,  M^m.  pr^.  par  div.  sav.  18  (1862),  p.  417. 

318)  /.  B.  Francis,  Lowell  hydraulic  ezperiments,  4.  Aufl.  1888,  p.  124. 

314)  Amer.  Soc.  of  Civ.  Eng.  Trans.  12  (1888),  p.  62. 

815)  P.  Boüeau,  Trait^  de  la  mesure  des  eauz  courantes,  Paris  1864. 
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Wassers  entfernt  vom  Wehr  statt  (a  ressaut  eloign^)^  so  tritt  zum  Aus- 
druck für  g  in  (119a)  noch  ein  Faktor"«)    • 


(121) 


.  w 


IT' 


0,845  +  0.176  X  — 0,016!:. 


hinzu  (Fig.  35).    Wenn   der   Höhenunterschied  zwischen   Ober-   und 
Unterwasserspiegel  <  f«;  ist,  und  letzterer  nicht  zu  tief  liegt,  rückt 


Fig.  36. 

die  Wiederhebung  (der  Wassersprung)  in  die  Wehmähe  {TauchstraJil, 

nappe  noyee  en  dessous  recauverte  en  partie  par  le  reflux  tPaval)  und 

beeinträchtigt     den    Abfluss"')     (Fig.  36). 

Wenn  die  Wehrtafel  nicht  zu  dünn  ist  und 

die   Überfallkante   auf   ihrer  stromaufwärts 

gekehrten  Seite  liegt,  kann   der  Strahl   am 

Wehr  haften   bleiben  {nappe  adherente)  und 

bis    zu    i    mehr    Wasser    liefern,    als    der 

„freie''  von  gleichem  h  (Fig.  37). 

Für  vor-  und  rückgeneigte  Wehrtafdn^^^), 
sowie  für  Wehre  verschiedenster  Form,  so 
z.  B.  für  solche  mit  abgerundetem  Bücken, 
liegen  ebenfalls  Versuchsreihen  von  H.  Bassin, 
für  DammbaJkenwehre  (deversoirs  ä  poutreUes), 
bei  denen  das  Wasser  über  einen  rechteckigen 
oder  einen  stromaufwärts  mit  einer  Ab- 
rundung    versehenen    Balken    stürzt,    auch 

welche  von   Ä,  Ftdey  und  F,  P,  Steams^^)       

vor.     Von   den   untersuchten   Wehren    gab  p. 

unter     Bildung    eines     „gedrückten'^    oder 

„unterfüllten"    Strahles    ein    lotrechtes    von    13  cm   Dicke   mit    Ab- 


316)  Bazin,  Expäriences  nouvelles,  p.  38. 

817)  Ebenda,  p.  iO. 

818)  Einige  Yersnche  von  C  Canovetti:  AtU  del  6to  Congresso  degli  in- 
gegneri  ed  architetti  italiani,  sez.  6,  tema  11,  Torino  1886. 

319)  Amer.  See.  of  Civ.  Eng.  Trans.  18  (1888),  p.  86,  97  u.  f.    Einige  Yer- 

28* 
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runduDg  die  grösste  ÜbeiJEdlmenge'^),  nämlich  1,15  bis  1,32  mal 
so  yiely  als  q  unter  sonst  gleichen  umstanden  bei  scharfer  Kante  und 
freiem  Strahl  betragen  hätte. 

9  b.    Botis8ineBq*8  Behandlong  des  ÜberflEdlprobleniB.     Baussi- 
nesq^^)  hat  die   verschiedenen  Fälle  in  einer  einheitlichen  Theorie, 

die  freUich  des  Versuchs  nicht  entraten 
kann^  zusammengefeisst.  Er  setzt  die 
Hohe  B,  bis  zu  der  der  unterste  Faden 
über  die  Wehrkante  oder  den  Wehr- 
rücken emporsteigt,  als  bekannt  voraus 
(vgl.  Fig.  38).  Wo  der  Faden  seine  grösste 
Erhebung  erreicht,  ist  seine  Bewegung 
offenbar  wagerecht  und  geht  in  ein  Ab- 
wärtsfallen über.  Er  nimmt  nun  an, 
dass  sämtliche  Fäden  in  derselben  Lot- 
rechten kulminieren  und  daselbst  den 
gleichen  Erümmungsmittelpunkt  besitzen. 
Bezeichnet  js  die  Höhenlage  eines  Scheitels  über  der  Wehrkante, 
Tq  den  Krümmungshalbmesser  des  untersten  und  r  den  eines  beliebigen 
Fadens,  so  gilt  dann 

(122)  r  =  ro  +  ir  — a; 

für  die  Scheitel  gilt  femer,  weil  Fliehkraft,  Gewicht  der  Wasser- 
teilchen und  Druckunterschied  einander  in  lotrechter  Richtung  das 
Gleichgewicht  halten  müssen, 


^ 


I 


Fig.  38. 


(123) 


JLJE 1+^. 

y  dz  ^    gr 


Endlich  muss  nach  dem  JBemouSi'schen  Theorem 


tt' 


oder 

(124) 


'     y  d#  g     dz 


sein.  Auf  die  obere  Strahlfläche  wirkt  stets  der  Luftdruck,  so  dass 
für  sie  p  ^^0  zu  setzen  ist;  der  im  Scheitel  des  untersten  Fadens 
gemessene  Druck  kann  aber,  wie  gesagt,  von  Null  verschieden  sein 
und  betrage  p^.    Wird  noch 


suche  mit  schr&g  zur  Strömungsrichtung  laufenden  Wehren  machte  P.  P.  Boileau, 
Trait^  de  la  mesure  des  eaox  courantes,  Paris  1854. 

820)  Bcufin,  Expöriences  noayelles,  p.  96. 

321)  Paris  C.  B.  105  (1887),  p.  17,  585,  632. 
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(125)  r-^)  =  -  " 

gesetzt;   die    lotrechte    Strahldicke   au   den   Scheiteln  rj   genannt  und 
eine  Hilfsgrösse 

(126)  ifc=     V^-n-s___r<^ 


Yifi  —  €)  (1  +  n)      ^o  +  n 

eingeführt,  so  liefert  die  Lösung  von  (122)  bis  (124) 

(127)    , = [hyrf^  -  (kyr-f^i)']  if^  (h  -  .)* v^. 

Hiermit  wäre  q  immer  noch  nicht  bestimmbar,  sodass  Boussinesq  das 
Beiange/sche  Frinsfip  zu  Hilfe  zieht'").  Nimmt  man  nämlich  s  als 
gegeben  an,  so  kann  man  sich  den  Raum  unter  dem  Strahl  durch 
ein  festes  Wehr  ausgefüllt  denken,  über  das  das  Wasser  mit  einem 
Strahl  von  der  Dicke  i]  stürzt,  um  als  „Unterwasser"  weiter  zu  laufen. 
Liegt  der  ünterwasserspiegel  tief,  so  ist  er  ohne  Einfluss  auf  i]  und  g, 
und,  wenn  man  ihn  ansteigen  lässt,  so  wird  seine  Einwirkung  auf  rj 
und  hierdurch  auf  q  auch   zunächst  geringfügig  sein.     Der  Überfall 

erfolgt  also  so,  als  ob  ^  -  und  mithin  jf  ==  0  wäre.  Das  tritt  in 
dem  vorliegenden  Falle  für 

(•^^^)  Uc\l+n)~  ^J      ""  Y Llog nat Ä  ~"  IT^J 

ein.  Bofissinesq^^^)  hat  femer  für  lotrechte  scharfkantige  Wehr- 
tafeln eine  Beziehung 

(129)  X  "*  Y  ~  2{l  +  k)-'k''(l  +  n){2  +  k) 

ermittelt. 

Nach  (128)  folgt  für  angenommenes  k  das  zugehörige  n,  dann 

-j-  nach  (129),  dann  —  da  Ä  als  gegeben  zu  betrachten  ist  —  p^  nach 

(125).  Man  erhält  also  für  den  gedrückten,  haftenden  oder  unter- 
füllten Strahl  eine  Liste  zusammengehörender  Werte  des  Ausdruckes  q 
in  (127)  und  der  die  Strahlform  kennzeichnenden  Zahl  Je.  Nach  den 
Versuchen  JBoüerm's'**),  die  ihm  bei  lotrechten  scharfkantigen  Wehr- 
tafeln die  Beziehung 

322)  J,  B.  Belanger  berechnete  in  seinen  Vorlesongen  die  ÜberfaUmenge 
über  ein  Wehr  mit  breitem  Rücken  unter  der  Voraussetzung,  dass  sie  das  Maxi- 
mum der  möglichen  Mengen  bildet:  Ecole  royale  des  ponts  et  chauss^es,  Session 
1846^1846,  Notes  sur  rHydraoliqne,  M.  Belanger,  p.  38.  Siehe  auch  ünwin, 
Encyclop.  brit.  12,  p.  472.  Die  im  Text  gegebene  Überlegung  findet  sich  zuerst 
bei  Ä,  Flamant  (vgl.  Hydraulique,  p.  90). 

823)  Paris  C.  B.  119  (1894),  p.  689,  618,  668,  707. 

824)  ExpMences  nouvelles,  p.  181. 
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i  =  0,112  + 0,04  ^-+il(l+i^) 
=  0,112  + 0,04  ?^(l+ 2  «dlit) 


~h 


för  Pq  <  bezw.  >  0  lieferten  ^  wobei  allerdings  unter  jp^  der  Druck 
an  der  Wehrkante  zu  verstehen  ist^  sind  die  Yon  Boiissinesq  er- 
haltenen Werte  der  Überfallmenge  q  etwas  zu  gross,  obwohl  in 
(127)  die  Ankunftsgeschwindigkeit  noch  nicht  berücksichtigt  er- 
scheint. Für  den  freien  Strahl  hatte  übrigens  bei  Berücksichtigung 
der  Ankunftsgeschwindigkeit  Boussinesq^^^)  in  einer  früheren  Arbeit 

q  =  0,4365  [l  +  0,42  ^]  hyWgh 

und  hiermit  q  ebenfalls  etwas  zu  gross  erhalten,  was  sich  durch  seine 
Annahme  konzentrischer  statt  konvergierender  Fäden  erklärt. 

Hier  werde  bemerkt,  dass  für  eine  gegebene  Aussenfläche  des 
Strahles  dem  BemouUfschen  Theorem  gemäss  bei  Vernachlässigung 
der  Reibung,  die  Geschwindigkeit,  also  ein  zweiter  unendlich  naher 
Faden  bestimmt  und  hiermit  wegen  der  ünzusammendrückbarkeit  die 
ganze  Schar  der  Stromungslinien ''^)  gegeben  ist.  Dieselbe  liesse  sich 
z.  B.  zeichnerisch  ermitteln,  eine  jede  Kurve  konnte  dann  einen  Wehr- 
rücken bilden  und  die  Wassermasse  unter  ihr  durch  ein  Wehr  er- 
setzt werden. 

9  c.  Unvollkommener  ÜberfälL  Überfall  mit  Seitenkontr£j[:tion. 
Durch  Hebung  des  Unterwasserspiegels  über  den  Wehrrücken  macht 

man  das  Wehr  zu  einem  Grund- 

TVlUtanut/barfAll 


wehr  und  den  Überfall  un- 
vollkommen (deversoir  noye) 
(Fig.  39).  Zum  Zwecke  der 
Berechnung  von  q  denkt  man 
sich  vielfach  nach  dem  Bei- 
spiele L.  G.  du  Buafs^  den 
unvoUkommenen  Überfall  aus 
einem  vollkommenen  zwischen  Ober-  und  ünterwasserspiegel  und 
einem  Ausfluss  unter  Wasser  zwischen  letzterem  und  dem  Wehrrücken 
zusammengesetzt,  womit,  wenn  \  und  /i,  die  Wasserspiegelhöhen  vor 
und  hinter  dem  Wehr  über  dessen  Krone  bedeuten, 

826)  Paris  C.  B.  107  (1888),  p.  518,  688. 

SS6)  Sie  bilden  eine  sogenannte  „isothermische  Korvenschar^.   (S.  III  D 1, 2, 
Nr.  24.) 

827)  Du  Buat,  Principes  d^hydrauliqne,  noav.  ^.,  Paris  1786,  1,  p.  207. 
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msmeri 


Fig.  39. 
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(180)      ,  .y2i  \l^[(K  -  K  +  ?^f  -  Q*] 

+  lhih(K  —  *f  +  2^)1 

oder  einem  ähnlichen  Ausdrucke  wird.  A.  Sailes'^),  der  die  Ergeb- 
nisse verschiedener  Formeln  mit  der  an  einem  Grundwehr  (bei  ^  =  6 
und  ^  =  5  m)  erhobenen  Übeifallmenge  Terglich,  fand  die  Formel  von 
Mary"»), 

welche  nichts  anderes  als  eine  Anwendung  des  BemoüUi'aeheJi  Prin- 
zips unter  Beifügung  eines  Koeffizienten  bildet,  am  zutreffendsten. 
P.  RieJuimy^  hat  für  scharfkantige  Grundwehre 


(131)  q  =  YTg  {0,601  (h,  - h,) )/|(Ä,-Ä,)+^  + 


+  0,629h,yh,-h,-{.^], 


worin  timiuc]=  1^5  ?7  sei,  und  Ä.  Ftdey  und  F.  P,  Steams^^)  haben 
für  solche  Wehre 

ermittelt,  worin  für 

Ä,:Ä,=    0,2        0,5       0,65       0,8        0,9        1,0 
/t  =  0,410    0,388    0,385    0,389    0,389    0,419 

sein  soU.  Übrigens  bleibt  Gl.  (127), 
weil  sie  sich  auf  die  Vorgänge  im 
Scheitel  bezieht,  noch  giltig,  bis  bei 
starker  steigendem  Unterwasser  der 
Überfall  plötzlich  seine  charakte- 
ristische Form  verliert,  der  Strahl, 
der  früher  ins  Unterwasser  tauchte, 
an  die  Oberfläche  schwenkt  und  ein  welliger  Spiegel  Ober-  u.  Unter- 
wasser verbindet  (twppe  ondul^)  (Fig.  40).  Nach  U.  Masani^^  darf, 
damit  (127)  gelte,  für  A^  ^  als  die  WehrhShe  tv  das  Verhältnis  Ä,  :  h^ 


\ 


Fig.  40. 


388)  Ann,  d.  ponts  et  chauss^es  (6)  8  (1884),  p.  806. 

329)  SaUea  nennt  die  1860  lithographierten  Vorträge  Mary's  an  der  £col» 
des  ponts  et  chaasB^s. 

330)  Torino  Mem.  (8)  14  (1864),  p.  309. 

881)  Amer.  See.  of  Civ.  Eng.  Trans.  18  (1883),  p.  106. 
338)  U,  Masani,  Idraolica,  p.  839. 


416 


IV  20.   Ph.  Farehheimer.    Hydraulik. 


AußrU* 


höchstens  0,6  und  für  sehr  kleine  \  höchstens  0^2   betragen.     Nach 
Ä  ÄijEftn***)  gilt  für  scharfkantige  Grnndwehre  und  \  —  \  ^0,7 

(132)      j  =  [0,446  +  0^3(jj^)^(l+-i^)i;^.Ä,l/2^A- 

Übrigens  hat  derselbe  auch  an  Grand- 
wehren aus  Dammbalken  sowie  an 
solchen  von  dreieckigem  und  trapez- 
förmigem Querschnitt  Messreihen 
durchgeführt. 

Auf  die  Wirkungsweise  von 
Überfällen  mit  SeitenJconiraktion 
trachtete  N,  Braschmann^  das 
Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  an- 
zuwenden. Das  Ergebnis  seiner 
Rechnung  verglich  •**)  er  mit  dem 
der  Versuche  von  Castd  und  J,  Ä, 
Lesbros,  F.  Frese^  fand  für  ein 
Zulaufgerinne  von  der  Breite  B  und 
der  Wassertiefe  Hj  in  das  eine 
Wand  mit  rechteckigem  Ausschnitt  von  der  Breite  b  und  der  Über- 
fallhöhe h  eingebaut  ist  (Fig.  41)^  auf  Grund  eigener  Versuche  und 
solcher  von  Castd^''),  Poncdet  und  Lesbros^,  Lesbros^^  Francis^ 
Ftdey  und  Stearns^ 


GruiLdHss 


^ 


Fig.  41. 


(133) 


0,076 


O—  f  05755    I      °'°"  "'"^^  ] 

V—  1"'«»'°°+Ä  +  0,18        6  +  1,2/ 


1  + 


0,25^  +  0,025  +  -^ 


0,0876     -1 


B* 


+  0,08 


,1 1 


Ä» 


|6Äy2p. 


388)  H.  Baein,  Ezp^riences  noayelles,  p.  108,  107  f. 

334)  Ciyilingenieur  (2)  9  (1863),  coL  449.  886)  Ebenda,  col.  464. 

886)  Zeitschr.  d.  Vereins  deutscher  Ingenieure  34  (1890),  p.  1889. 

387)  J.  F.  d'Aubuissan,  Trait^  d'hydraulique,  2.  ^d.  p.  81,  82. 

838)  Paris,  M^m.  pr^s.  par  div.  say.  3  (1882),  p.  486. 

889)  Ebenda  13  (1862),  p.  79  u.  f.,  410. 

840)  J.  B.  Fnmeis,  Lowell  hydraulic  experiments,  4.  Aufl.,  p.  122. 

841)  Amer.  Soc.  of  Civ.  Eng.  Trans.  12  (1883),  p.  110.  Seitdem  machte 
noch  K,  Kimer  (Zeitschr.  des  östeiT.  Ing.-  u.  Archit-Ver.  49  (1897),  p.  644  ein- 
schlägige Versuche.  Sein  ^  nahm  ab,  wenn  h  wuchs,  worin  er  einen  Wider- 
spruch mit  Angaben  B<u%n\  erblickte,  die  sich  allerdings  auf  den  Klammer- 
ansdruck  m'  der  Gleichung  (119*)  bezogen.  C.  Canovetti,  Annali  della  Societä 
degli  Ingegn.  e  delgi  Architetti  ital.  6  (1891),  fasc.  2,  6  schloss  aus  eigenen  Yer- 
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J,  Hermmiek^^  hat  das  von  ihm  zur  Berechnung  des  Ausflusses 
angewendete  Verfahren  auch  auf  Überfälle  mit  und  ohne  seitliche 
Strahleinzwängung  angewendet  und  derartige  Annahmen  gemacht^  dass 
er  für  lotrechte  Wehrwände  mit  der  Erfahrung  stimmende  Formeln 
erhielt. 

Für  unvollkommene  scharfkantige  Überfälle  mit  seitlicher  Strahl- 
einziehung setzte  P.  Richelmy^^)  auf  Grund  eigener  Versuche  für 
Aj :  Ä,  =  1,2  bis  4,5,  femer  b  :  (h^  —  Aj)  =  2  bis  7  und  geringe  An- 
kunftsgeschwindigkeit 

(134)       Q  =  by2g{h,  —  A,)  { 0,3787  (Ä^  —  Ä,)  +  0,6172 A, } . 

B,  Tohnan^  stellte  eine  Betrachtung  an,  deren  Ergebnis  sich 
durch  die  mit  (134)  ähnliche  Form 

ausdrücken  lässt.  Er  fand  an  einer  Flossschleuse  in  der  Moldau 
dieses  ft  =  0,64. 

J,  A,  Lesbros^  beschränkte  durch  Einbauten  die  Zusammen- 
ziehung des  Strahles  und  fand  unter  anderem,  dass  bei  gegebener 
Überfallbreite  die  Hebung  einer  eingebauten  Sohle  eine  Zu-  oder  Ab- 
nahme von  Q  bewirkte,  je  nachdem  lotrechte  Leitwände  weit  von  der 
öflhung  abstanden  oder  nahe  an  letztere  gerückt  worden  waren. 

Für  den  Einlauf  in  eine  an  einen 
rechteckigen  Wandansschnitt  eines  Be- 
hälters anstossende  Rinne  giebt  derselbe 
Experimentator^  den  Ausdruck 

0  =  0,474    bis  0,606A,y25r(Ai  — A,),  Fig.  42. 

wobei  er  unter  A,  nicht  die  Höhe  des  Unterwasserspiegels,  wo  er 
eben  ist,  sondern  die  des  sich  stromab  von  der  Einlauföffiiung  bilden- 
den Wellenthales  über  der  Rinnensohle  versteht**^  (Fig.  42). 

suchen,  dass  bei  Seiteneinzwängung  der  Einfluss  der  Ankunfttgeschwindigkeit, 
weil  sie  die  Strahlform  ändert,  besonders  gross  sei. 

842)  Wien.  Ber.  112  (1903),  p.  901  f. 

343)  Torino  Mem.  (2)  14  (1854),  p.  299. 

844)  Allgemeine  Bauzeitung  69  (1904),  p.  104,  106;  s.  a.  B.  Tolman,  Osterr. 
Wochenschr.  f.  d.  öffentlichen  Baudienst  11  (1906),  p.  405,  424. 

845)  Paris,  Mdm.  pr^s.  par  div.  say.  13  (1852),  p.  222. 

846)  Ebenda,  p.  251,  487,  490.     Siehe  oben  die  Bemerkung  von  Säües. 

847)  G.  von  Wex  kommt  in  seiner  Hydrodynamik  (Leipzig  1888)  dem  leb- 
haften Bedürfius  nach  Formeln  f£ür  Wehre  nach,  welche  stromauf  mit  einer 
Böschung  und  Flügeln  versehen  sind,  und  verschiedenartige  Grundrisse  aufweisen, 
indem  er  Komponenten  der  hydraulischen  Druckkräfte  auf  Flügel  u.  dergl.  zum 
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Als  Grundwehr  von  der  Höhe  Null  mit  Seiteneinzwängung  kann 
man  auch  seitliche  Einengungen  bei  durchlaufender  Sohle  {Grund- 
ablasse^  Schiffsdurchlässe)  betrachten.  J.  A.  Lesbros^  und  auch 
P.  Bichdmy^^)  geben  für  verschiedene  von  ihnen  getroffene  Anord- 
nungen Koeffizientenreihen.  Für  YoUkommene  Abrundung  an  der 
Übergangsstelle  kann  man  auch  (130)  benutzen*^).  P.  Bichdmy^^) 
und  für  diesen  Fall 

(135)  e==6y2i{0,299(Ä,-/O'|/^Ä,  +  |J-  + 0,855 Ä,|//<,-A,g). 

Alle   bisher   aufgezählten   Angaben    be- 
ziehen sich  auf  rechteckige  Ausschnitte; 
anders  gestaltete  sind  selten  untersucht 
Fig.  43  ^^         worden,    so    z.   B.   von    C,  CipoUetti^^ 

trapezförmige. 

Wenn  die  Seitenwand  eines  Gerinnes  mit  einem  Ausschnitt  ver- 
sehen ist  (Streichwehr  der  Kraftanlagen,  Notauslass  der  stadtischen 
Siele)  (Fig.  43),  so  gilt  gleichzeitig  näherungsweise  bei  Einführung 
einer  Abszisse  x  in  der  Richtung  des  Wandausschnittes 

1  Q  =  FU=FVBJ 

(136)  und  _ 

worin  der  durchflossene  Querschnitt  F  und  der  Profilradius  JB  bei 
zylindrischem  Bett  nur  Funktionen  der  Höhe  js  des  Spiegels  über  der 
Wehrkrone  (ÜberfaUschwelle)  sind.  Durch  schrittweises  Vorgehen 
vermag  man  selbst  bei  unregelmässigem  Bett  den  entstehenden  Spiegel 

statischen  Dmck  auf  die  O&ung  und  zur  Geschwindigkeitshöhe  TP '.2  g  addiert. 
Dabei  berücksichtigt  er  IPz^g  m  üblicherweise,  also  so,  als  ob  alles  Wasser 
diesen  Druck  änsserte,  statt  jene  Wassermasse  ausser  Betracht  za  lassen,  die 
bereits  die  erwähnten  Komponenten  lieferte  (vergl.  F.  Frese,  Zeitschr  d.  Yer. 
deutscher  Ingenieure  82  (1888),  p.  808).  Für  ft  giebt  v.  Wex  (p.  124)  einen  Aus- 
druck (mit  dem  seine  Tabelle  6.  nicht  stimmt),  nach  welchem  für  Wehre,  die 
länger  als  etwa  100  m  sind,  fi  >•  1  würde.  —  Für  Grundwehre  stellt  v.  Wex, 
der  Ansicht,  dass  abfliessendes  Unterwasser  eine  Saugwirkong  ausübe,  Formeln 
auf,  die  für  die  Wehrhöhe  Null  und  h^^h^  eine  Überfallmenge  Q'^cbh^ 
statt  ^^chh^  ergeben. 

348)  Paris,  M^m.  pri^s.  par  div.  sav.  18  (1862),  p.  489. 

349)  Torino  Mem.  (8)  14  (1854),  p.  805  u.  f. 

350)  Yergl.  K,  PeskUozsi^  der  allerdings  fi^  «sf^^  bedeutend  zu  hoch,  näm- 
lich >-i0,88  schätzte,  im  Handb.  d.  Ingenienrwissenschaften ,  Wasserbau,  1879, 
p.  844. 

851)  Torino  Mem.  (8)  14  (1854),  p.  815. 

852)  Giom.  del  genio  dvile  (4)  6  (1886),  p.  24  u.  f. 
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auszumitteln.  Anch  kann  man  unschwer  die  Spiegelgleichung  auf- 
stellen, wenn  man  mit  P.  Kresnik^^^)  annimmt,  dass  bei  vollkommenem 
(bezw.  unvollkommenem)  Überfall  sowohl  die  Wasserf&hrung  des 
Grerinnes  unterhalb  der  Wehrkrone  (bezw.  des  Unterwasserspiegels) 
als  auch  die  Geschwindigkeit  oberhalb  der  Wehrkrone  (bezw.  des 
Unterwasserspiegels)  von  e  unabhängig  seien.  Ohne  derartige  Ver- 
einfachungen ist  aber  die  Lösung  noch  nicht  gegeben  worden. 

Noch  nicht  behandelt  ist  (von  Ä.  RiUer^B  auf  Seite  377  erwähnter 
Dammbruchkurve  abgesehen)  die  Frage,  wie  sich  bei  Erhöhung  oder 
Senkung  eines  Wehres  in  einem  Wasserlauf  dessen  Spiegel  im  Laufe 
der  Zeit  ändert,  also  der  nicht  stationäre  Stau. 

B,  Tolman*^)  befasste  sich  mit  der  Aufgabe,  die  Stelle  oberhalb 
eines  Wehres  aufzusuchen,  wo  die  Spiegelunterschiede  am  grössten 
werden,  wenn  der  Stauspiegel  am  Wehr  selbst  vorgeschrieben  und 
demnach  bei  wechselnder  Wasserführung  das  Wehr  entsprechend  zu 
verstellen  ist. 


IT.  OsclUatoriscIie  Bewegong  des  Wassers. 

10,  Wellen,  insbesondere  in  Wasserlänfen. 

10a.  Einteilung  der  Wellen.  Die  Wellen^)  können  zunächst 
in  osciücUorische  und  translatorische  geschieden  werden,  falls  man  eine 
translatorische  Welle  (Einzelwelle,  solitary  wave)  nicht  lieber  als 
Anschwellung  bezeichnen  will. 

Die  osciUcUorischen  WeUen^^)  von  einer  Wellenlänge  2Z<0,5cm 
(Wellen  dritter  Ordnung)  hängen  wesentlich  von  der  Oberflächen- 
spannung, die  mit  21  zwischen  0,5  imd  10  cm  (Wellen  zweiter  Ord- 
nung) von  der  Oberflächenspannung  und  der  Schwere,  jene  mit 
2Z  >  10  cm  (Wellen  erster  Ordnung)  wesentlich  von  der  Schwere  ab. 
TT.  Thomson^'^  fand,  dass  die  Portpflanzungsschnelligkeit  für  2i  =  1,7  cm 
am   kleinsten  (etwa  23cmsec"^)   ist,  und   bezeichnete   Wellen   von 


358)  Der  Wasser-  u.  Wegebau  4  (1905),  p.  57;  siehe  auch  J.  Hermanek, 
Zeitschr.  des  österr.  Ingen.-  u.  Arc)iit.-yer.  45  (1808),  p.  628,  687,  658.  Be- 
merkt werde,  dass  es  femer  leicht  ist,  für  wagerechte  Gerinnesohle  und  Wehr- 
krone Q  als  Funktion  von  z  darzustellen. 

854)  Zeitschrift  des  österr.  Ingen.-  n.  Archii-Yer.  57  (1905),  p.  182. 

855)  Von  den  Schallwellen  wird  hier  überhaupt  abgesehen;  siehe  bez. 
derselben  lY  25  (J7.  lAmb).  Lehrbuch  über  Meereswellen:  J,  PcHlard  et  Ä.Dude- 
hout,  Th^rie  du  navire  S,  Paris  1802. 

856)  0.  Eieas,  Bepert.  d.  Phys.  26  (1890),  p.  109.   Vgl.  auch  unten  Nr.  10  f. 

857)  Phil.  Mag.  (4)  42  (1871),  p.  868. 
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geringerer  Länge  als  ripples.  Die  Wellen  erster  Ordnung**^  (Wogen) 
können  noch  unter  der  unmittelbaren  Einwirkung  des  Windes  stehen 
und  bilden  dann  den  Seegang  oder  die  See  (ff.  B.  Ätr^s'^  farced 
waves).  Nach  Aufhören  des  Windes  ändern  die  Wogen  ihre  Form 
und  bleibt  die  Dümmg  oder  der  Schwall  (houle,  stveUy  Ainf%  free 
waves)  mit  (annähernd)  geschlossenen  Bahnen  der  Wasserteilchen  zurück. 
Durch  Wirkung  leichter  Brisen  und  Reflexionen  treten  zur  eigent- 
lichen Dünung  (undersweU)  noch  andere  Wellensysteme  hinzu,  unter 
der  Einwirkung  von  Wind^  Gegenströmung  oder  Nahe  der  Sohle 
können  sich  die  Wellen  in  Brander  oder  BoUer  (brisants,  breakers)  mit 
überstürzenden  Kämmen  verwandeln.  Die  Wellenbewegung  ninmit 
im  Meer  von  oben  nach  unten  in  der  Regel  stark  ab^  kann  aber  aus 
örtlichen  Ursachen  in  100  und  mehr  Meter  Tiefe  noch  bedeutend  sein 
und  heisst  dann  Grwndsee,  Interferenz  kann  die  Bildung  stehender 
Wellen  {PlätscherweUenj  dapotis)  bewirken. 

Wellen  überhaupt  entstehen*^)  aus  den  verschiedensten  Ursachen; 
giebt  doch  beispielsweise  Entnahme  oder  Einguss  von  Wasser,  Ein- 
tauchen oder  Herausziehen  eines  Festkörpers,  Bewegung  eines  solchen 
im  Wasser,  Erschütterung  der  Oberfläche,  Wind,  ja  einfache  Strömung 
Anlass  zur  Wellenbildung. 

10  b.  Dünung.  Von  einer  Wellentheorie  ••*)  verlangt  man  zu- 
nächst nur,  dass  die  durch  sie  dargestellte  Bewegung  möglich  sei, 
dass  heisst,  dass  sie  die  Eontinuitätsbedingung  und  die  mechanischen 
Gesetze  erfülle.  Hierbei  wird  zwar  die  Reibung  vernachlässigt,  also 
z.  B.  der  Aussendruck  senkrecht  zur  Oberfläche  angenommen,  aber 
doch  auf  Wirbelfreiheit  im  HelmhoWschen  Sinne  verzichtet. 

Für  unendlich  tiefes  Wasser  wird  den  genannten  Forderungen  die 
Theorie  F.  Oersbier^s^^  gerecht,  nach  welcher  jedes  Teüchen  (3^  Y) 
(vgL  Fig.  44),  das  vor  Eintritt  des  Wogens  (der  Dünung)  in  der  Tiefe 

(137)  T==s-'^=^ 


S58)  Vergl.  G,  von  Boguslawski  u.  0.  Krümmel,  Handbuch  der  Ozeano- 
graphie 2,  Stuttgart  1887,  p.  36,  91. 

369)  Encyclopaedia  Metropolitana,  „Tides  and  waTes*^  1846. 

360)  Siehe  unten  p.  420. 

361)  Eine  möglichst  ToUBt&ndige  Darstellung  der  Wellentheorien  gaben 
B.  de  Saint 'Venant  und  A,  Flamant,  Ann.  des  ponts  et  chauss^es  (6)  13  (1887), 
p.  31 ;  16  (1888),  p.  706.    Vgl.  auch  IV  16,  Nr.  5  (Ä,  E,  H.  Love\  p.  130. 

362)  F.  Gentner,  Theorie  der  Wellen,  Prag  1804;  Qilbert's  Ann.  d.  Phys.  (2) 
2  (1809),  p.  412. 
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unter  dem  Spiegel  gelegen  war,  in   der  Dünung  mit  der  Winkelge- 
schwindigkeit y-f  einen  Kreis 


(138) 


X  = 


y  = 


X  +  ^  sin  n\-^ 
Y —  r  cos  ni-^ 


?) 
?) 


22 


ft» 


r  =  Be 


mit  dem  Halbmesser 

(139) 

beschreibt.    In  (139)  bedeutet  B^Qix)  den  Halbmesser   der  von 
den   Spiegelteilchen  beschriebenen   Kreise,   21  die  Wellenlange    Ton 


Fig.  44. 

Scheitel  zu  ScheiteL  Die  Fahrstrahlen  Ton  den  betreffenden  Mittel- 
punkten zu  den  ursprünglich  in  einer  Lotrechten  gelegenen  Teilchen 
bleiben  nach  (138)  parallel,  während  für  gleiche  Unterschiede  Ton  X 
die  Fahrstrahlen  gleiche  Winkel  mit  einander  einschliessen.  Während 
jedes  Teilchen  einen  vollen  Kreis  durchläuft,  schreiten  die  Wellen  mit 
der  Schnelligkeit 

(140)  w=y^^i,nYi 

um  eine  Wellenlänge  21  vorwärts.  Je  grosser  B :  l  ist,  desto  ausge- 
prägter ist  die  Wellenlinie,  die  für  R  =  l:it  eine  gemeine  Gykloide 
(Trochoide)  mit  lotrechter  Spitze  bilden  würde.  (Erinnert  werde***), 
dass  für  wirbelfreie  Bewegung  6r.  6r.  StoJces  einen  dachförmigen  Kamm 
von  120^  Flächenwinkel  fand.) 

Die  Prüfung  von  (140)  ist  von  einem  Schiffe  aus,   das  mit  be- 
kannter Geschwindigkeit  unter  bekanntem  Winkel  zum  Seegang  fährt, 


863)  yergl.  IV  16,  Nr.  6g  {Ä.  E.  H.  Love),  p.  188. 
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durch  Messung  der  zwischen  der  Begegnung  der  Wogen  verfliessen- 
den  Zeit  möglich;  diese  Messungen  haben  (140)  bestätigt^. 

Oerstner's  Dünung  besitzt  bei  geringfügiger  Erhebung  der  Teil- 
chen in  erster  Annäherung  ein  Geschwindigkeitspotential  und  dann 
zugleich  ein  Potential  der  Verschiebungen'^);  ersteres  hat  die  Grosse 

Btve     '    sin  x  (-^ -^j  • 

Für  endliche  Tiefe  H  kennt  man  noch  keine  Lösung^  welche  die 
eingangs  genannten  Bedingungen  vollständig  erfüllt.  Doch  ist  die 
Annäherung  eine  grosse,  wenn  man  mit  Boussine$q^  die  Abhängig- 
keit der  Koordinaten  eines  Teilchens  von  der  Zeit  t  durch 

a:  =  X  +  a  sin  5r  (^ =-) 

(141)  {  ^       ^ 

y  =  Fo  —  6  oosx^-f  —  -jj 

ausdrückt^  also  die  Teilchen  Ellipsen '^^  beschreiben   lässt.     In  (141) 
sind  die  Halbachsen 


(142) 


a  =  B 


^o\n 


l 


®tn«-=- 


©in» 


B-Y, 


b  =  B ' 


gedacht  und  nach  (141)  ergiebt  sich  die  halbe  Umlauf szeit 

(143)  r=l/^'Soton9«f, 

femer  die  Schnelligkeit,  wie  schon  Äiry  gefunden  hatte  und  auch 
aus  den  Arbeiten  von  Laplaee  und  Poisson  hervorgeht,  zu 

(144)  t(;=]/^Sonfl«^-, 

also  kleiner,  als  sie  bei  unendlicher  Tiefe  gefunden  wurde.     Eine  ge- 

864)  In  Betreff  der  zugehörigen  Litterator  sei  auf  G.  v.  Bogtuiawski  und 

0.  Krümmel,  Handb.  der  Ozeanographie,  2,  Stattgart  (1887),  p.  87  u.  f.  verwiesen. 

365)  /.  Boussinesq,  Paris  C.  R.  120  (1896),  p.  1240,  1810;  121  (1896),  p.  16. 

866)  Eaux  courantes,  p.  334. 

867)  KeUand  l&sst  Bftmtliche  Teilchen  Kreise  beschreiben,  wodurch  der 
Eontinnitätsbedingong  nicht  so  gut  entsprochen  wird,  Edinb.  Soc.  Trans.  14 
(1840)  u.  16  (1844).    Vgl.  auch  IV  16,  Nr.  6b  (Ä.  E,  H.  Love),  p.  131. 
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wisse  Bestätigung  der  Theorie  geben  die  Photographien  die  (K  J.) 
Marey^^)  von  aufeinander  folgenden  Stadien  in  einem  Versuchstroge 
erregter  Wellen  anfertigte.  J.  Boussinesq^^^)  bemerkt,  die  algebraische 
Durchführung  anderen  überlassend,  dass  die  innere  Reibung  den  wage- 
rechten Ausschlag  verkleinern  und  infolge  dessen  den  lotrechten  ver- 
grossem  müsse,  so  dass  Umlaufs-Ellipsen ^^^)  mit  lotrechter  grosser 
Axe  entstehen  können.  Femer  werde  die  Schnelligkeit  vermindert, 
die  Schwingungsdauer  für  gegebene  Wellenlänge  verlängert. 

Die  Energie  E  einer  Dünimg  (houle)  berechnet  er*^*)  bei  unend- 

licher  Tiefe  pro  Flacheneinheit  des  Spiegels  zu  y  -«-  (1 «rr");  ^orin 

y  das  Eigengewicht  bedeutet.  Sie  nimmt  für  schwache,  und  infolge 
dessen  laminare  Bewegung  nach  Aufhören  der  erregenden  Ursache 
der  Reibung  wegen  mit  der  Zeit  nach  dem  Gesetze 

E  =  E^e-^''' 

ab,  worin  a  die  Dämpfimgszahl  (coefficient  d'extinction)  der  Zeit  he- 
deutet •^')  und,  falls  s  den  Koeffizienten  der  inneren  Reibung  be- 
zeichnet, 

(145)  a  =  ?^ 

ist,  zugleich  verringern  sich  die  Schwingungsweiten  proportionale""', 
während  sich  weder  Wellenlänge  noch  Schwingungsdauer  ändern. 
Nach  (145)  ist  es  die  Reibimg,  die  von  verschiedenen  Wellensystemen 
jene  mit  kürzeren  Längen  21  zuerst  vernichtet  imd  nur  eines  oder 
wenige  fortbestehen  lässt'^^).  Ist  £  zwar  konstant  aber  gross,  so 
wird«^*) 

368)  Paris  C.  ß.  116  (1898),  p.  913. 

369)  Eanx  courantes,  additions  et  ^claircissements  =s  Paris,  M^m.  pr^.  par 
div.  sav.  24  (1877),  Nr.  2,  p.  23. 

370)  Solche  hat  Emy  ohne  Begpn£lndimg  angenommen:  Ä.  B.  Emy,  Du 
mouvement  des  ondes  et  des  travaux  hydranliqnes,  Paris  1831,  p.  13. 

371)  Eaux  courantes,  additions  et  ^claircissements,  p.  21;  siehe  auch  IV  16, 
Nr.  5d  (A.  E.  H,  Love\  p.  183:  Energie  nach  Lord  Bayleigh;  sowie  Love,  IV  16, 
Nr.  6b,  p.  146:  Dämpfong  nach  Ä.  B.  Basset  und  Hough.  Dämpfung  mit  der 
Entfernung:  J.  Botusinesq,  Paris  C.  R.  121  (1896),  p.  19. 

372)  Eaux  courantes,  additions  et  ^claircissement,  p.  34.  —  In  der  eng- 
lischen Literatur  wird  1 :  a  als  modulus  of  decay  bezeichnet.  Stokea  hat  a  bereits 
in  den  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  9  (1866)  berechnet,  allerdings  irrtümlich  doppelt 
so  gross. 

873)  Nach  H.  v.  HelnihoUz,  siehe  unten  p.  432,  vennindert  der  Wind  die 
Zahl  der  Systeme,  indem  er  sie  teilweise  zum  Branden  bringt. 

374)  Tait,  Edinburgh  Proc.  Boy.  Soc.  17  (1890),  p.  114;  Ä,  E.  Basset,  Amer. 
J.  of  math.  16  (1894),  p.  92;  Lamb,  Hjdrodynamics,  p.  648. 
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"^ 2^' 

in  welchen  Ausdruck  bei  Vereinfachung  auch  ein  genauerer  von 
W.  Wien^^)  übergeht.  Bei  solcher  Zähigkeit  glättet  sich  die  Wellen- 
fläche allmählich  ohne  Schwingungen. 

Bei  endlicher  Tiefe  bewirkt  die  Aussenreibung  eine  Yergrosserung 
von  a,  welches  S.  S,  Hough^^)  zu 

(146)  —+Vs^y-;^j^ 


Cof»  "^^ 


bestimmt.     Bei  langen  Wellen  und  tiefem  Wasser  kann  hierftlr  der 
schon  früher  von  J.  Bonssinesq^'^'^  gefundene  Wert 


(147) 

gesetzt  werden. 

Der  umstand,  dass  bei  allen  diesen  Entwickelungen  die  Bewegung 
laminar  mit  konstantem  €  angenommen  werden  musste,  macht  eine 
Experimental-Untersuchung  über  die  Dämpfung  v^ünschenswert. 

Auch  die  bei  Herausziehen  eines  Körpers,  der  ein  wenig  ins 
Wasser  eingetaucht  war,  sowie  bei  einem  Schlag  auf  ein  kleines 
Oberfluchenstück  entstehenden  Wellen,  die  stets  nach  einiger  Zeit  die 
einfache  Dünungsform  und  gleiche  Längen  annehmen,  werden  im 
Laufe  der  Zeit  niedriger'^®)  und  zwar  proportional  Yt. 

Nach  (144)  ninmit  die  Schnelligkeit  w  mit  der  Tiefe  ab.  Hier- 
mit steht  die  bekannte  Erscheinung  im  Einklänge,  dass  sich  in  der 
Nähe  des  Ufers  die  Wellenkämme  parallel  zu  ihm  richten''^.  Übrigens 
wäre  nach  (144)  diese  Abnahme,  wie  H.  v.  Hdmholtz  bemerkt,  erst 
bei  recht  seichtem  Boden  erheblich,  indem  beispielsweise  für  jS^  =»  { 

der  Ausdruck  l/latifl  %-j  noch  =0,952  ist*^). 


876)  W.  Wien,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik,  Leipzig  1900,  p.  282. 

876)  London  Proc.  math.  Soc.  28  (1897),  p.  276. 

877)  J.  de  math.  (3)  4  (1878),  p.  356. 

378)  J.  Boussinesq,  Paris  C.  B.  94  (1882),  p.  71,  127. 

379)  Siehe  z.  B.  O.  Hagen,  Handbuch  der  Wasserbaukunst,  3.  Theil,  1.  Bd. 
Berlin  1868,  p.  21.  Dass  Ausnahmen  vorkommen  können  betont  Ä.  de  Caligny, 
Paris  C.  R.  76  (1873),  p.  84. 

380)  Berlin  Ber.  1889,  2.  Halbbd.,  p.  772.  —  Dass  mit  dem  Wogen  eine 
Druckabnahme  yerbunden  ist,  siehe  unten  p.  427. 
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10  c.  Durohdringung,  Zurüokwerfting  und  Beugnng.  Wellen- 
systeme'®^)  können  sich  durchdringen  (eine  Kremsee  bilden),  wobei 
die  Wellen  nach  der  Kreuzung  unverändert  weiter  gehen.  Daher 
bildet  auf  hoher  See  eine  durch  mehrere  durcheinanderlaufende  Wellen 
hervorgerufene  Unregelmässigkeit  die  Regel  ^*)-  Immerhin  zeigen  auf- 
einander folgende  Meereswogen  einen  gewissen  Rhythmus ,  so  dass  bei- 
spielsweise bei  den  Römern*®')  jeweils  die  zehnte  Woge  als  die  höchste 
galt.  Während  der  Begegnung  gegen  einanderlaufender  gleich  hoher 
Wellen,  bei  welcher  das  Wasser  auf  die  1,79 fache  Höhe  der  ein- 
fachen Wellen  stieg*®*),  beobachteten  E,  H.  und  TT.  Weher  eine  kleine 
Verzögerung.  Von  festen  Wänden  werden  die  Wellen  zurückgeworfen, 
wobei  nach  den  Versuchen  der  Brüder  Weher  während  des  Anprallens 
die  Höhe  etwa  auf  das  1,7 fache  wächst*®^).  Durch  Scheidewände,  die 
nicht  bis  zur  Sohle  reichen,  werden  die  Wellen  gespalten*®*).  Addiert 
man  die  Ausschläge  verschiedener  Systeme,  so  entspricht  die  berech- 
nete Bewegung  zwar  noch  der  Kontinuitätsbedingung,  aber  nicht  mehr 
vollkonmien  den  mechanischen  Gesetzen.  Endlich  sei  bemerkt,  dass 
sich  nach  0.  Beynolds^^)  Wirbel  mit  Wellen  in  der  Weise  verbinden 
können,  dass  eine  Grenzfläche  den  wirbelnden  Teil  der  Flüssigkeit 
vom  wogenden  scheidet. 

Praktisch  wichtig,  aber  nicht  genügend  erforscht  ist  die  Ver- 
stärkung des  Seeganges  in  trichterförmigen  Buchten*®®),  sowie  dessen 
Schwächung  in  Hafenbecken,  in  die  er  durch  eine  Öffiiung  eintritt. 
Hierbei  findet  eine  Beugung^^^)  der  Wogen  statt.  Bedeutet  h  die 
Öffnungsweite,  so  bildet  in  der  Entfernung  y  vom  Eingang  die  Welle 
einen  Bogen  vom  Halbmesser  y  (in  Metern),  und  hat  dieser  Bogen  die 


381)  Für  Kräuaelwellen  liegen  Versuche  von  J.  H.  Vincent  vor,  Phil.  Mag. 
(5)  43  (1897),  p.  411;  (6)  46  (1898),  p.  191;  (6)  48  (1899),  p.  388;  für  grössere 
Wellen  solche  von  E.  E.  u.  W.  Weher,  Wellenlehre,  Leipzig  1826. 

382)  W.  Laos,  Photographische  Messung  der  Meereswellen,  Zeitschr.  des 
Vereins  deutscher  Ingenieure  49  (1906),  p.  1979. 

383)  V.  Bogualawski-Kmmmel,  Handb.  der  Ozeanographie  2,  zitieren  p.  62 
Ovid  (Tristien  1,  2,  48)  u.  andere  Autoren. 

384)  E.  E.  und  W.  Weber,  Wellenlehre,  Leipzig  1825,  p.  216,  221. 
386)  Ebenda,  p.  227. 

386)  Ebenda,  p.  236. 

387)  0.  Beynolds,  London  Royal  Inst.  Proc.  1898  =  Papers  2,  p.  633. 

388)  A.  de  Caligny,  Recherches  sur  les  oscillations,  p.  268  =  Paris  C.  R. 
76  (1872),  p.  186.  Verstärkung  des  Seeganges  an  Vorgebirgen  erwähnt  A.  Cialdi, 
Sul  meto  ondoso  del  mare,  2.  ed.,  Roma  1866,  p.  13'J. 

389)  E.  E.  u.  W.  Weber,  Wellenlehre,  p.  246. 

Kncyklop.  d.  math.  Wissensch     IV  2.  29 
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Länge  B,  so  betragt  nach  Th.  Stevenson  das  Verhältnis  der  spateren 
znr  ursprünglichen  Wellenhöhe  ^ 

(148)  VI  -  U^  +  ^,^Vl)ry. 

Eine  Welle  wird  auch  flacher^  wenn  sie  ans  seichtem  in  tiefes 
Wasser  tritt  ^**).  Endlich  kann  eine  Flutströmnng  die  Wellen  zum 
Brechen  bringen  und  dadurch   die  hinterliegende  Fläche  schützen ••*). 

10  d.  Das  Branden  der  Wellen.  Über  die  Bewegung  in  der 
Tiefe  bei  ansteigendem  Grund  herrscht  trotz  bezüglicher  Bestrebungen 
P.  A.  Comaglia^Q^^')  Unklarheit.  Über  steil  aufsteigenden,  wenn  auch 
tiefliegenden  Bänken  können  die  Wellen  sich  brechen  (branden),  wenn 
Sturm  herrscht,  wofür  A.  CiaMi^  zahlreiche  Belege  bringt.  Der 
Grund  dürfte  sein,  dass  die  Sohlenvorsprünge  ein  Zusammendrangen 
der  Wasserfäden  verursachen.  Übrigens  brechen  lange,  wenn  auch 
niedrige  Wellen  der  Dünung  schon  über  größeren  Tiefen  als  ge- 
wöhnliche Wellen'^).  Nach  D,  D.  GaMard^^^)  nimmt,  wenn  eine 
Welle  allmählich  aus  der  Tiefe  H^  in  die  Tiefe  H^  gelangt,  ihre 
Schnelligkeit  nach  der  Formel 

f<;,  =  0,9M;,')Xf 
ab. 

Bei  geringer  Tiefe  bewirkt  die  Reibung  zwischen  den  Wasser- 
schichten, dass  wie  Versuche  von  6.  Hagen  (mit  rhythmischer  Be- 
wegung einer  geeigneten  Vorrichtung)  dartaten»»^,  übereinander  ge- 
legene Teilchen  merklich  gleiche  wagerechte  Geschwindigkeiten  an- 
nehmen (GrundweUen).  Nahe  am  Ufer  brechen  oder  branden ••*)  die 
Wellen  daher,  das  heisst  es  geht  die  oszillierende  Bewegung  in  die  fort- 


390)  Th.  Stevenson,  The  design  and  construction  of  harbours,  S,  edit.,  Edin- 
burgh 1886,  p.  165;  ders.,  Edinb.  Phil.  Joum.  54  (1853),  p.  378. 

891)  J.  Scott'Busseü,  Brit.  Ass.  Report,  7.  meeting  held  at  Liverpool  1837, 
London  1838,  p.  451. 

392)  1%.  Stevenson,  The  design  and  conetmction  of  harbours,  3.  edit.,  Edin- 
burgh 1886,  p.  65. 

393)  Ann.  des  ponts  et  chauss^es  (6)  1  (1881),  p.  589;  J.  de  math.  (3)  7 
(1881),  p.  289. 

394)  A.  Cialdi,  Sul  moto  ondoso  del  mare,  2.  ed.,  Roma  1866,  p.  184  u.  f. 

895)  W.  H,  Wheeler,  The  Sea-Coast,  2.  impr.,  London  1903,  p.  10. 

896)  Engineer.  News  58  (1905),  p.  190  nach  Professional  paper  Nr.  81  of 
the  Corps  of  Engineers,  ü.  S.  A.,  Washington. 

897)  Handb.  der  Wasserbaukunst^  3.  Teil,  1,  p.  56. 

308)  Branden  durch  Wind  siehe  unten  p.  482.  Allerlei  über  die  Brandung 
siehe  r.  Boguslawski-Krümmel,  Handb.  d.  Ozeanographie  2,  p.  85. 
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schreitende  einer  Anschwellung  über  und  zwar  nach  J.  ScoU-Russell^^^\ 
wenn  die  Scheitelhöhe  h  über  dem  ursprünglichen  Spiegel  gleich  der 
Sohlentiefe  H  unter  demselben  wird.  Doch  liegen  abweichende  Be- 
obachtungen von  Tli,  Stevenson*^)  vor.  Der  Schwall  schreitet  [nach 
ScoU-RusseU^^)  mit  der  Schnelligkeit  Yg(S  +  ~h),  nach  Hagen^^^)  mit 

einer  Schnelligkeit,  die  zwischen  Y2gh  und  y^gh  liegt,  fort. 

Für  den  Vorgang  am  Ufer  ist  dessen  Profil  von  wesentlicher 
Bedeutung*®*).  Auf  flachem  Strand  läuft  das  Wasser  landein.  Die 
anstürmende  Woge  macht  den  Eindruck  wasserreicher  als  die  rück- 
laufende zu  sein.  Das  kommt  zum  Teil  daher,  dass  im  Achterteil  der 
Woge  das  Bückfliessen  bereits  beginnt,  während  der  Kopf  noch 
vorschreitet.  Aber  auch  ein  erhebliches  Versinken  von  Wasser 
findet  nach  Wlieder  auf  Kiesstrand  statt.  Trifft  das  fortschreitende 
Wasser  ein  Hindernis,  so  kann  es  eine  gewaltige  Kraft  äussern  und 
zu  grossen  Höhen  emporgeschleudert  werden*^).  W,  G,  Fraser^^) 
sucht  unter  den  Gründen  für  das  Zerspritzen  eine  durch  die  Beibung 
an  der  Mauer  bewirkte  Dehnung  des  Wassers.  Den  vom  Wellen- 
schlag ausgeübten  Druck  hat  Th.  Stevenson*^^)  an  einigen  Orten  ge- 
messen und  ihn  seewärts  abnehmend  gefunden;  auch  ist  über  Zer- 
störungen durch  Wellenschlag  mehrfach  berichtet  worden*®^.  Die  zer- 
störende Arbeit,  die  ein  solcher  verrichten  kann,  bewertet  L,  cPÄuria*^^), 
weil  der  Querschnitt  eines  Branders  ungefähr  2RI,  die  Qeschwindig- 

keit  w  beträgt,  zu für  die  Längeneinheit  Strand,  den  grössten 

Druck   oder   den   doppelten    mittleren   Druck   auf  die  Längeneinheit, 


399)  Brit.  Assoc.  Report,  7.  meeting  held  at  Liverpool  1837,  London  1838, 
p.  426 

400)  Th.  Stevenson  in  The  theory  and  practice  of  hydromechanics,  Lectures 
deliyered  at  the  Institution  of  Civ.  Eng.  London  (1886),  p.  170;  Th.  Stevenmn^ 
The  design  and  construction  of  harbonrs,  8.  edit.,  Edinburgh  1886,  p.  78.  Vgl. 
auch  2>.  2>.  Gaülard,  Engineering  News  63  (1906),  p.  190. 

401)  a.  a.  0.  p.  423. 

402)  Handbuch,  3.  Teil,  1,  p.  67. 

403)  W.  H.  Wheeler,  The  Sea-Coaat,  2*  imp.,  London  1903,  p.  37. 

404)  Beispiele,  ebenda,  p.  20. 

406)  Phil.  Mag.  (6)  2  (1901),  p.  360. 

406)  Edinburgh  Roy.  Soc.  Trans.  16  (1849),  p.  23.  Messungen  des  Druckes 
auf  wagrechte  und  lotrechte  Platten  nahm  femer  1).  D,  GaiUard,  Engineering 
News  63  (1906),  p.  190  an  den  Uferpxmkten  des  Oberen  Sees  vor. 

407)  So  z.  B.  von  X.  Franzius  im  Handb.  der  Ingenieurwissenschaften,  3, 
3.  Aufl.  3.  Abt.  Leipzig  1900,  p.  22. 

408)  Journ.  Franklin-Institute  (3)  100  (1890),  p.  373  und  131;  (1891),  p.  49. 

409)  Paris  C.  R.  117  (1893),  p.  722. 
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weil  die  Welle  während  der  Zeit  —  anlauft,  zu und  die  groaaie 

Pressung  auf  die  Flacheneinheit  eines  Wellenbrechers  zu  - —    Eine 

Arbeit,  welche  auch  die  Strand-  und  Mauerform  in  Rücksicht  ziehen 
wurde,  liegt  nicht  vor. 

10  e.  Stehende  Wellen.  Die  Interferenz  zweier  gleicher  Wellen- 
systeme entgegengesetzter  Richtung  liefert  stehende  Wellen  {Plätscher- 
fceUeriy  dapotis).  Auch  giebt  die  Addition  der  Einzelausschlage  eine 
angenähert  mögliche  Bewegung,  bei  der  alle  Teilchen  in  Geraden  hin- 
und  herschwingen  und  zwar  in  den  Scheitehi  lotrecht,  in  den  Knoten 
wagerecht. 

Eine  genaue  Lösung  für  die  Plätscherwellen  giebt  E.  Cruyou^^). 
Er  bemerkt,  dass  bei  Giltigkeit  von  (137),  (138)  und  (139) 

dx     cy^ dx     dy  ^ 

ist,  also  ein  Rechteck  dXdY  der  ursprünglichen  Masse  sich  in  ein 
gleich  grosses  Parallelogramm  verwandelt  oder  Kontinuität  unabhängig 
von  dem  Werte  herrscht,  den  der  Parameter  R  annimmt.  Guyou  wählt 
diesen  nun  als  abhängig  von  der  2^it  und  zwar  so,  dass  die  Ober- 
flächenbedingung erfüllt  bleibt,  dass  heisst,  dass  für  F  =»  0 

oder  ui  der  Oberfläche,  wie  die  Ausmittelung  der  einzelnen  Diflerential- 
quotienten  zeigt, 

ist.     Dieser  Differentialgleichung  wird,  wenn  man 

(151)  JS  =  a  cos  9 
setzt,  entsprochen,  faUs 

(152)  rfyj/l  +  "^  cos*  <p  =  y^^di 

ist.  Nach  (138),  (151"^  und  (152)  schwingt  jedes  Teilchen  auf  einer 
Geraden,  die  selbst  lotrecht  auf-  und  abgeht,  so,  dass  es  eine  Parabel 
mit  lotrechter  Axe  beschreibt. 

10  f.  Wirkung  des  Windes  auf  die  Wellenbildung.  AUes 
strömende  Wasser  wirft  Wellen  und  auch  die  Flut  konmit  mit  solchen 
an  die  Küste.  Im  allgemeinen  röhren  sie  aber  im  Meere  von  der 
Luftbewegung  her.     Nur***^)  wenn  letztere  weniger  als  0,25  m  sec""  * 

410)  J.  SeoH'Euiseli,  Brit.  Ass.  Report  14.  meeting  held  at  York  1S44, 
London  1845.  p.  317,  318. 
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misst,  äussert  sie  nämlich  keinen  Einfluss  aufs  Wasser.  Steigt  die 
Geschwindigkeit  auf  über  0,5  m  sec"  ^,  so  wird  die  Oberfläche  dunkler, 
indem  sie  sich,  so  weit  sie  unmittelbar  vom  Luftzug  getroffen  wird 
und  so  lange  derselbe  herrscht,  mit  Wellen  (Kräuselwellen)  von  nur 
wenigen  Centimetem  Länge  und  wenigen  Millimetern  Höhe,  die  im 
Grundriss  flache  Bogen  bilden,  bedeckt.  Wind  von  mehr  als  Im  sec""* 
erzeugt  eine  See  oder  einen  Seegang,  nämlich  Wellen,  die  zwar  zu- 
nächst nur  einige  Zoll  Länge  haben,  aber  mit  der  Winddauer 
wachsen,  bis  sie  in  der  „toten''  oder  „ausgewachsenen"  See .  ihr  Maxi- 
mum erreicht  haben,  welches  sich  um  so  bedeutender  zeigt,  je  grosser 
und  tiefer  das  betreffende  Meer  ist*").  Bei  noch  stärkerem  Sturm 
nimmt  die  Höhe  der  Wogen  wieder  ab*^').  Nach  Ch.  Antoine^^^)  wäre 
für  eine  Windgeschwindigkeit  W  die  Wellenschnelligkeit  =  6,9  yW, 
aber  nach  den  neueren  Schätzungen  der  Windgeschwindigkeit  dürften 
die  mächtigsten  Wogen  europäischer  Meere  nur  wenig  langsamer  als 
die  heftigsten  Stürme  unserer  Küsten  sein*^*). 

Nach  F.  Cornish^'^)  beträgt  die  Wellenhöhe  0,0001  der  sekund- 
lichen Windgeschwindigkeit.  Die  Wellenhöhe  h  hängt  übrigens  nicht 
blos  von  der  Stärke  des  Sturmes,  sondern  auch  vom  Seera/um  (reach, 
fetch)  dy  d.  i.  der  Ausdehnung  der  Wasserfläche  auf  der  Luvseite  ab 
und  TA.  Stevenson^^^)  giebt  die  Erfahrungsregel,  es  sei  für  h  und  d 
in  Meter  gewöhnlich 

Ä  =  0,0106  yd, 

bei  geringer  Luvweite  d  und  heftigen  Windstössen  (vident  sqtudls) 
jedoch 

h  =  0,0106  yd  -f  0,762  —  0,0465  yd. 

H.  V.  Helmholtz*^'^  behandelt  die  Bildung  von  Wellen  über  unend- 
licher   Tiefe    durch    den   Wind    als   Strömimg   zweier    reibungsloser 


411)  Ältere  Angaben  über  Wellenabmessungen  giebt  Ä.  Cialdi,  Snl  moto 
ondoso  del  mare,  2.  ediz.,  Roma  1866,  p.  116,  142;  bez.  späterer  siehe  v.  Bogus- 
lawski  u.  Krümmel,  a.  a.  0.  p.  85;  Ch,  Antoine,  Des  lames  de  haute  mer,  Paris 
1879;  E.  Äbercromby,  Phil.  Mag.  (ö)  26  (1888),  p.  263;  F.  Comish,  Geograph. 
Journal  28  (1904),  p.  623. 

412)  So  nach  Cialdi,  a.  a.  0.  p.  116,  187;  nach  dem  Berichte  von  J.  S.  Kdtie, 
V.  Cornish,  Bailey,  E.  A.  Floyer  u.  W.  H.Wheeler,  Brit.  Assoe.  Report,  72.  meeting 
at  Belfast  1902,  London  1903,  p.  286,  erscheint  dies  neuerdings  wieder  zweifelhaft. 

413)  Lames  de  haute  mer,  p.  7. 

414)  Brit.  Assoe.  Report,  72.  meeting  at  Belfast  1902,  London  1903,  p.  286. 

415)  Geogr.  Journal  23  (1904),  p.  648. 

416)  The  iheory  and  practice  of  hydromechanics,  p.  166,  nach  Edinburgh 
Boy.  Soc.  Proc.  4  (1867/62),  p.  200. 

417)  Berlin  Ber.  1889,  2.  Halbbd.,  p.  772. 
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Flüssigkeiten,  indem  er  dem  ganzen  Raimi  eine  der  Wellenschnellig- 
keit  tr  entgegengerichtete  Geschwindigkeit  gleicher  GrSsse  erteilt. 
Dadurch  erreicht  er  den  Stillstand  der  gemeinschaftlichen  Grenzflächen 
beider  Flüssigkeiten ,  an  der  im  übrigen  die  Normaldrücke  einander 
gleich  sein  müssten.  Dieser  Forderung  wird  durch  die  HdmhoÜJs'sche 
Theorie  freilich  nicht  streng  genügt;  dagegen  erfüllt  sie  die  Bedingpmj^ 
dass  in  genügend  weiter  Entfemong  von  der  Ghienzflache  die  Strömung 
wagrecht  erfolgt. 

unter  Einführung  eines  yermittelnden  Koordinatensystems  fj,  & 
setzt  HdmhoUz  für  die  Luft 

(153)  ^(r+'*)  =  cos  (^  +  lyt)  —  cos  «, 

(154)  lii,  +  <pf)  =  -  »(^  +  1^»  -  xf), 

fiir  das  Wasser  neben  (153) 

(155 )  j-(^  -f  y  i)  =  —  n(y  +  ix)  +  log  nat  4-  x  — 

^jf  h  cos  k%i  ' 

9  ist  das  Geschwindigkeitspotential,  ^  das  Stromungspotential  und 
n,  b^,  b^  und  €  bedeuten  Eonstante.    Für  17  =  x  giebt  (153)  die  Kurre 

(156)  1  =  [^  •^t_i2if  J  +  ^n^ 

und  sowohl  (154)  wie  auch  (155)  ^  =  0.  Somit  stellt  (156)  die 
Spiegelgleichung  yor;  die  halbe  Wellenlange  wird 

(157)  l  =  7c:n, 
die  Wellenhohe 

(158)  A  =  -i  lognat  ^  +  ^' . 

^        ^  n      '^        llO]  X  —  cos « 

Nach  (154)^  0-^^)  ^^d  (156)  sind  nun  in  der  That  die  beiderseitigen 
Normaldrucke  anf  den  Spiegel  nicht  YoUkommen  gleich.  Ihre  mög- 
lichste Gleichsetzung  führt  auf  die  Beziehung 

^      ^  M««  ""  ^'*  CO«*  e  -f.  0,8  CO8  e  —  0,976  ' 

alsO;  da  Sof^  x  positiv  sein  muss^  auf  die  Ungleichung 

0,665  <  cos«  f  <  0,643. 

Für   1^  sr=s  00    bezw.  =  0   ist   nach    (153)  y  =  +  c»  und  gehen  die 

imaginären  Teile  von  (154)  und  (155)  in  ~  =  na;  bezw.  ^  =■  —  nz 

über,  wonach  im  Unendlichen  die  Geschwindigkeit 
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bezw.     =  —  nbc 


(160) 


wird  und  sich 

die  Wellenschnelligkeit  ti?  =  nft, , 

die  Windgeschwindigkeit    =  n(6i  +  6,) 

zeigt.  Die  Diskussion***)  lehrt,  dass  derselbe  Wind  Wogen  ver- 
schiedener Länge  erregen  kann  und  dass  die  längeren  yerhältnismässig 
höher  sind.  Bei  Wellung  müsse  der  Energierorrat  der  Massen  kleiner 
als  bei  geradem  PHessen  sein.  Dies  kommt  dadurch  zustande**»), 
dass  die  räumliche  Ausdehnung  der  mit  verminderter  lebendiger  Ejraft 
durchströmten  Einbuchtungen  die  der  mit  vermehrter  lebendiger  Ejraft 
durchströmten  Gebiete  übertriflFk.  Gleichheit  der  beiden  Energien 
findet  HelmholU^)  für  cos*  e  =  0,675,  n6,  =  0,0695n(6i  +  6,)  oder 

21  =  0,433w,  V- 

Bei  niedrigen  Wellen  findet  er*'*) 

(161)  y,n»V  +  y,«»V  =  Äp^, 

worin  y^  und  y,  die  Eigengewichte  von  Luft  und  Wasser  bedeuten. 
Er  folgert  femer,  dass  für  die  Verzögerungen,  welche  Luft  und  Wasser 
erleiden,  wegen  der  Gleichheit  der  auf  beide  Mittel  wirkenden  Impulse 
bei  Anhub  eines  Windes 

(162)  y^  •  nh^  =  y,  •  n&, 

gelten  müsse.  Für  beispiels-  Welle  nach  Wien 

weise  10  m  sec"  *  Windge- 
schwindigkeit geben  (161) 
und  (162)  2Z  =  8  cm,  wo- 
nach auch  ein  starker  Wind  7[ 
zunächst  nur  die  Oberfläche 
kräuselt. 

W.  Wien^^^  hat  nach 
der  HdmhoUs^^x^en   Methode    verschiedene   Wellenformen    bestimmt, 
welche  indes  ebenfalls  die  Bedingung  gleicher  Normaldrucke  nur  an- 

418)  a.  a.  0.  p.  777. 

419)  a.  a.  0.  p.  778.  Da  die  Energie  Ton  der  absoluten  Bewegung  des 
Systems  abh&ngt,  könne  jedoch  ihr  Wert  nach  M.  Pianck  und  W.  Wien  nur  „im 
stationären  System**  für  die  Stabilität  der  Bewegung  entscheidend  sein^  Ann. 
Phys.  Chem.  N.  F.  68  (1896),  p.  784. 

420)  a.  a.  0.  p.  770,  779. 

421)  Berlin  Ber.  1890,  p.  867. 

422)  W.  Wien,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik,  Leipzig  1900,  p.  169  =  Berlin 
Ber.  1894,  p.  &09. 
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nähernd  erfüllen.     Nach  seinen  Ziffembeispielen  müsste  sanfter  Wind 
spitzere  Wellen  als  heftiger  erzeugen. 

Wellen  von  gegebener  Länge  können  nur  bei  beschrankter  Wind- 
stärke bestehen;  ob  eine  gewisse  Windstärke  ein  Branden  verursacht, 
hängt  also  von  der  Beschaffenheit  der  schon  bestehenden  Wellen  ab. 
Bei  steigendem  Wind  wachsen  durch  seine  Energieabgabe  die  Höhen 
der  Wogen,  die  kurzen  unter  ihnen  zerspritzen  und  neue  von  grösserer 
Länge  können  sich  bilden*^). 

Während  Wind  den  Seegang  steigert,  wird  er  durch  Bildung 
einer  Olschicht^^)  auf  dem  Wasser,  sowie  durch  Regen,  dessen  nieder- 
sinkende Tropfen  eine  Mischung  des  Oberflächen-  mit  dem  Tiefen- 
waaser  bewirken,  vermindert*»). 

Li  den  dargelegten  Theorien  des  Seeganges  ist  keine  fortschrei- 
*tende  Bewegung  des  Meeres  angenommen.  Thatsächlich  muss  der 
Wind  eine  —  wenn  auch  geringe  —  Strömung**^,  sowie  einen  Stau 
an  der  Luvküste**^  verursachen.  Ä.  Cdding^^)  berechnet,  dass  Sturm 
von  Kmsec~*  Geschwindigkeit  dem  Spiegel  eines  Hm  tiefen  Meeres 
eine  Neigung 

2083000      H 

erteilt. 

10g.  Wanderwellen.  Th.  Christen^^  erwähnt,  dass  in  sehr 
seichten  Gerinnen  und  unter  Umständen  auch  in  steüen  WUdbach- 
schalen  statt  geradläufiger  Bewegung  ein  Pulsieren  eintrete.  Die  Er- 
scheinung erklärt  sich  nach  Ph.  Forchheimer*^)  dadurch,  dass  in 
seichten  Rinnsalen  von  grossem  Gefälle  J  letzteres  durch  eine  Spiegel- 
wellung  vergleichsweise  wenig  verändert  vrird,  und  daher  die  Ge- 
schwindigkeit u  gemäss   (9)   hauptsächlich   von    der   Tiefe    abhängt. 


428)  Berlin  Ber.  1880,  p.  766,  780;    1890,  p.  b69. 

424)  Aasgedehnte  Literatnrangaben  in  S.  Günther^  Handb.  der  Geophysik^ 
2,  Stuttgart  1899,  p.  468, 487.  Siehe  anch  IV  16,  Nr.  6  b  {A.  E.  H.  Lote),  p.  146. 

426)  O.  BeynMs,  Manchester  Phil.  Soc.  Proc.  14  (1876),  p.  72—74  =«  Papers  1, 
Cambridge  1900,  p.  86. 

426  >  Cidldi,  Moto  ondoso,  p.  17,  26,  47,  72  bis  884.  Rfickströmung  in  der 
Tiefe  wird  in  Fenimore  Cooper's  £rzählnng  „The  Pathfinder"'  (Yoirede  1889  da- 
tiert) im  Kap.  17  erwähnt. 

427)  V.  Baguslawski-Krümma  2,  p.  800—307,  321. 

428)  Kopenhagen  Videnskabemes  Selskabs  Skrifter  (6)  11  (1880),  p.  271; 
(6*  1  (1880—1886),  p.  269. 

429)  Th.  Christen,  Das  Gesetz  der  Translation  des  Wassers,  Leipzig  1908, 
p.  18*2.    Abbildung:  Brit  Assoc.  Bep.  74  (1904),  London  1906,  p.  801. 

480)  Wien  Ber.  112**  (1908),  p.  1697  =  Zeitschr.  f.  Gewässerk.  6  (1904),  p.  821« 


10.  Wellen.  433 

Von  einer  irgendwie  entstehenden  Welle  schreitet  daher  der  Berg 
schneller  als  das  Thal  fort^  und  so  nimmt  der  Längenschiiitt  des  Wasser- 
laufes  die  Gestalt  eines  Sägeblattes  an  i^Fig.  46).  Die  Beobachtung 
zeigt,  dass  die  Wellenschnellig- 
keit w  die  Wassergeschwindig- 
keit u  übertrifft,  femer  dass 
eine  höhere  Welle  rascher  als 
eine  niedrige  fortschreitet  und 
nach  der  Einholung  beide  ver- 
einigt als  noch  höhere  Welle  Fig.  46. 
weiterwandem.  Die  Schnellig- 
keit erfährt  stromab  eine  Beschleunigung,  die  jedoch  so  gering  ist, 
dass  w  auf  kürzerer  Strecke  als  konstant  gelten  kann.  Erteilt  man 
der  ganzen  Masse  eine  Gegenbewegung  —  w,  so  hat  man  es  mit  statio- 
närer Bewegung  unter  yeränderlichem  Querschnitt  zu  tun  und  gilt 
für  den  unveränderlichen  Durchlauf  der  Breiteneinheit  des  Gerinnes, 
wenn  js  die  Tiefe  bedeutet,  und  sich  die  Indices  1  und  2  auf  Scheitel 
und  Senkimg  beziehen 

(163)  Z(w  —  u)  =  Zi(w  —  Wj)  =  Z^iw  —  Mj). 

Gl.  (163)  lehrt,  dass  mit  z  auch  u  wächst;  das  nur  Z2  tiefe  Wasser 
schnellt  also,  wenn  der  Wellenberg  es  einholt,  um  e^  —  z^  empor  und 
beschleunigt  sich  zugleich,  so  dass  es  mit  der  Geschwindigkeit 
Wi  >  Wj  weiterfliesst.  Dann  sinkt  der  Spiegel  dieser  Wasserpartie 
langsam  unter  Verzögerung  wieder  auf  z^  hinab.  Die  Bewegung  ist 
also  eine  stoss-  oder  schussweise.  In  Scheitel  und  Senkung  muss, 
weil  hier  der  Spiegel  parallel  zur  Sohle  ist,  wenigstens  angenähert 

(164)  Ml  =  cYz[J,      Wg  =  cyz^J 

gelten.     Aus  (163)  und  (164)  folgt 

oder  da  sich  t/g :  u^  zwischen  0  und  1  bewegen  kann, 
(164a)  1<  ^  <  lA 


Verwandte  Erscheinungen  sind  das  Niederstürzen  von  Wasser- 
fällen in  aufeinanderfolgenden  Schleiem^^^),  der  stockende  Ausfluss 
aus  Rohrleitungen,  die  nahezu  voll  sind*"),  das  regelmässige  Schwanken 
eines  Abflusses  über  kurze  Staffeln***)  und  anderes  mehr. 

481)  Ebenda,  p.  1720. 

432)  Ebenda,  p.  1717  und  0.  Lueger,  Wasserversorgung  der  Städte,  Darm- 
stadt 1890,  p.  278. 

48S)  Ebenda,  p.  279.    Bezüglich  stockenden  Ausflusses  siehe  unten. 
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11.  Sohwingnngen  des  Wassers  in  Bohren  und  Ghef&ssen.    Die 

Schwingungen*"')  des  Wassers  in  einer  dukeroftigen  Bohre  von  wech- 
selndem Querschnitt  hat  mit  Ausserachtlassung  der  Reibung  zuerst 
Daniel  BemouUi^^)  behandelt.  Unter  Annahme  eines  der  jeweiligen  Ge- 
schwindigkeit proportionalen  Beibungs Widerstandes  hat  sich  O.Lueger^'^ 
mit  den  zwischen  zwei  Behältern  möglichen  Schwankungen  beÜEUsst 
imd  gefunden ;  dass  entweder  die  Geschwindigkeit  erst  nach  unend- 
licher Zeit  Null  wird  oder  die  Masse  Schwingungen  ausführt;  deren 
Dauer  sich  nicht  ändert  und  deren  Weite  nach  einer  geometrischen 
Reihe  abnimmt 

Zutreffender  sind  die  Ansätze  von  H.  de  Lagrene  und  A,  Flamant^. 
Wenn  zwei  gleich  hoch  gelegene  aber  ungleich  volle  Behalter  von 
der  Grundfläche  J^  durch  eine  Leitung  vom  Querschnitt  /  (und  der 
Länge  Z)  verbunden  sind  und  t;  die  Geschwindigkeit  bezeichnet^  mit 

welcher  der  eine  Spiegel  sinkt  und  der  andere  steigt^   so  setzen  die 

F 

Genannten;  weil  die  Geschwindigkeit  in  der  Leitung  -.  t?  ist,  die] 

F* 
Summe  aller  Druckverluste  =q>-7tV^. 

Betragen  die  Wassertiefen  in  den  Behältern  h  ^z,  so  tritt  in  der 
Zeit  di  die  Menge 

Fvdt  =  —  Fl'dt 

Ol 

über  und  verändert  sich  währenddem  die  lebendige  Kraft  der  Ge- 
samtmasse um 

Die  Arbeitsgleichheit  erfordert,  dass 


434)  Für  die  Schwingungen  des  Wassers  gelten  anch  eine  Reihe  allge- 
meiner Gesetze,  welche  ihre  Hanptanwendnng  in  der  Mechanik  der  starren 
Körper  finden.  Bezflgl.  dieser  (besetze  siehe  H,  Lorenz,  Lehrbuch  der  technischen 
Physik,  1,  München-Berlin  1902,  p.  203  n.  f. 

485)  Danidis  BemauIH,  Hydrodynamica,  Argentorati  1788,  p.  114.  Als  An- 
wendnngsbeispiel  sei  A.  Budau'a  Berechnung  der  Schwingungen  bei  Abschluss 
einer  mit  einem  Standrohre  Tersehenen  Turbinenleitung,  Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.- 
n.  Archii-Vereins  57  (1906),  p.  438,  genannt. 

436)  Wasserversorgung  der  Städte,  p.  114. 

437)  H.  de  LagrenS,  Cours  de  nayigation  int^rieure,  Paris  1869,  8,  p.  185; 
Ä.  Flamant,  Ann.  des  ponts  et  chaussäes  (6)  1  (1881),  p.  81;  ders.,  Hydraulique, 
S.  ^d.  (1900),  p.  471;  (Zr.  G.)  du  Buat,  Principes  d*hydraulique  2,  Paris  1786,  p.41 
und  andere  haben  aus  der  Annahme  der  Schwingungsweite  auf  die  Reibungs- 
grosse  geschlossen. 


(167)  t  =  2  Y^  ©otang  ^ 


11.  Schwingungen  des  Wassera  in  Bohren  und  Gef&ssen.  435 

oder 

(165)  -  g^f;««  +  2.  +  ±[?|'+  2A]f;>  =  0 

oder  in  anderer  Schreibweise 

dB 
oder 

(166)  „.==^+_f  +0^' 

sei.  Mit  Hilfe  von  (166)  kann  man  die  allmähliche  Abnahme  der 
Amplituden  ziffermässig  ausrechnen. 

Für  die  Dauer  einer  niedrigen  Hin-  und  Herschwingung  des 
Spiegels  in  einem  Gefässe^  von  endlicher  Tiefe  h  und  der  Länge  l 
stellte  J.  R.  Merian^^  die  Formel 

©otang  ^ 

auf.  jF.  A.  JEord  prüfte  die  Formel***^)  an  einem  Versuchstrog  und 
fand,  dass  sie  auch  auf  die  Schwankungen  (seiches)  passe,  welche 
viele  Seespiegel  aufweisen.     Später  hat  Ford^^)  den  Ausdruck 

('«»)  '  -  vi- 

angewendet,  in  welchen  (167)  für  ein  kleines  Verhältnis  h :  l  über- 
geht, und  der  zugleich  aus  GL  (81)  hervorgeht,  da  nach  dieser  eine 
Erhebung  des  Spiegels  mit  der  Schnelligkeit  Y^  Aber  den  See  läuft. 
Nach  Ford  können  die  Schwingungen  gleichzeitig  um  die  Längs-  und 
Queraxen  des  Sees,  aber  nicht  um  die  Schrägaxe^')  geschehen  und 
weisen  einen  einzigen  Knoten***)  auf,  während  nach  P.  du  Boys*^)  imter 
umständen  durch  Zurückwerfung  und  Interferenz  zwei  Ejioten,  das 
heisst  Punkte  imveränderlicher  Spiegelhöhe  entstehen  können. 

438)  Yergl.  IV  16,  Nr.  5f,  A.  E.  H,  Lave,  p.  136  bez.  dei  stehenden  Obcü- 
lationen  reibungsloser  Flüssigkeiten  in  Bassins. 

489)  J.  B.  Merian,  Üb.  d.  Bewegung  tropfbarer  Flüssigkeiten  in  Gtof&ssen, 
Basel  1828;  wiedergegeben  von  K.  VonderMühU,  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  676. 

440)  Paris  C.  R.  88  (1876),  p.  712. 

441)  Paris  C.  B.  89  (1879),  p.  869;  Bulletin  de  la  Soci^tä  Yaudoise  des 
Sciences  naturelles  16  (1879),  p.  168. 

442)  Paris  C.  R.  80  (1876),  p.  107';  Bulletin  de  la  Soci^t^  Yaudoise  des 
Sciences  16  (1879),  p.  160. 

443)  Paris  C.  B.  88  (1876),  p.  712;  Bulletin  de  la  Soci^tä  Yaudoise  des 
Sciences  16  (1879),  p.  160. 

444)  Paris  C.  R.  112  (1891),  p.  1202. 
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Schwankungen   in   einem   bewegten  Trog   fasst  J.  Gröger^   als* 
Pendelschwingungen  auf  und  findet  für  geringe  Ausschläge 

TT       jl 

~l/3   ygü 

Wird  ein  Schwingen  aus  praktischen  Gründen  vermieden,  verharrt 
also  die  Flüssigkeit  relativ  zum  Behälter  in  Ruhe,  so  heben  sich  die 
mit  dem  Spiegel  parallelen  Gegendrucke  der  Vorder-  und  Hinterwand 
gegenseitig  auf.    Als  Aussenkräfte  bleiben  dann  nur  die  Schwere  und 

der  Gegendruck  des  Trogbodens  übrig. 
Deren  Resultierende  wirkt  parallel  zum 
Spiegel,  aber  je  nach  dessen  Neigung 
in  der  einen  oder  anderen  Richtung. 
•Den  Trog  denkt  sich  Gröger  auf  einem 
Fahrgerüste,  das  auf  einer  Bahn  wech- 
selnder Neigung  läuft.  Dann  schliesst 
der  Spiegel  (volle  Linie  der  Figur  47) 
stets  denselben  Winkel  mit  jenem  Fahrbahnstücke  (gestrichelte  Linie) 
ein,  auf  dem  sich  der  Trog  gerade  befindet.  Auf  den  Trog  sollen 
neben  dem  Wasserdruck  noch  andere  Kräfte  (z.  B.  das  Troggewicht, 
Seilzug)  wirken.  Gröger  befasst  sich  nun  mit  der  Aufgabe,  das  Bau- 
werk so  zu  gestalten,  dass  Wasser  und  Trog  immer  gleiche  Ge- 
schwindigkeit haben,  also  relative  Ruhe  herrscht. 

Schwingungen  aller  Art,  also  auch  beispielsweise  Wellen- 
bewegungen, haben  Druckveränderungen  zur  Folge  und  zwar  nimmt 
nach  J.  Boussifiesq^^),  wenn  v  die  schwankende  lotrechte  Geschwindig- 
keit bedeutet,  der  Druck  auf  eine  wagerechte  Fläche  durch  die  Be- 

V* 

wegungsimpulse   um   den   Mittelwert  von  —   ab.     Tatsächlich    fand 

A,  de  Caiigny^'^^  dass  in  einem  Behälter,  der  mit  einem  benachbarten 
Gerinne  in  Verbindung  steht,  der  Spiegel  sinkt,  wenn  man  im  Ge- 
rinne Wellen  erzeugt. 

Wenn  auf  eine  schwingende  klebrige  Flüssigkeit  eine  langsam 
anwachsende  Störung  einwirkt  (z.  B.  das  die  schwingende  Flüssigkeit 
enthaltende  Gefäss  pendelt),  so  verursacht  dies  nach  0.  Beynolds^^  dass 
die  Flüssigkeit  die  Schwingungsdauer  der  Störung  (also  der  Pendel- 


445)  Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Archit.-Ver.  63  (1901),  p.  726,  745. 

446)  J.  des  math.  (8)  9  (1883),  p.  426;  Paris  C.  R.  114  (1892),  p.  937;  Kor- 
rektur der  Flutmesser  ebenda  115  (1892),  p.  77,  149. 

447)  Recherches  sur  las  oscillations,  p.  297,  Fussnote. 

448)  0.  Reynolds,  Manchester  Phil.    Soc.  Proceedings  (4)  9  (1896),  p.  167 
»  Papers  2,  p.  688. 
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schlage)  anDimmt  und  zugleich  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte 
Phase,  je  nachdem  die  Schwingungsdauer  der  Störkraft  grösser  oder 
kleiner  als  jene  ist,  welche  die  Flüssigkeit  bei  Fortfall  der  Störung  (z.  B. 
ruhigem  Behältnis)  aufweisen  würde.  Reynolds  führt  es  hierauf  zurück, 
ohne  jedoch  den  strengen  Beweis  zu  liefern,  der  also  noch  aussteht, 
dass,  wenn  ein  pendelndes  Gefäss  Öl  und  Wasser  enthält,  Spiegel  und 
Zwischenspiegel  synchron  mit  dem  Gefäss  schwanken  und  zwar  letzterer 
mit  viel  stärkerem  Ausschlag  als  ersterer. 

12.    Der  Widderstoss. 

12  a.  Der  Widderstoss  in  Bohren.  Wenn  in  Wasserleitungen 
durch  Einschaltung  eines  Hindernisses,  z.  B.  teilweisen  Schluss  eines 
Schiebers,  das  Wasser  in  seiner  Bewegung  aufgehalten  wird,  so  steigt 
sein  Druck  zunächst  über  den  endgiltigen,  den  es  erst  später  annimmt. 
In  den  älteren  Betrachtungen  wurde  vorausgesetzt,  dass  das  gesamte 
im  betreffenden  Rohre  enthaltene  Wasser  gleichzeitig  seine  Geschwindig- 
keit vermindere  und  dass  die  Verminderung  der  lebendigen  Kraft 
während  der  Einschaltung  des  Hindernisses  in  Arbeit  zur  Kom- 
pression des  Wassers  und  zur  Dehnung  der  Rohrwand  verbraucht 
werde,  femer  dass  die  Rohrreibung  vernachlässigt  werden  dürfe. 

Diese  Ansicht  brachte  zuerst  L.  F,  Menahrea^^)  in  einer  Formel 
zum  Ausdruck,  wobei  er  überdies  annahm,  dass  die  Rohrwand  durch 
den  Stoss  bis  zu  ihrer  Elastizitätsgrenze  in  Anspruch  genommen  sei. 

jBT.  6r.  Hacker^^)  stellte  eine  Formel  für  den  grösstmöglichen 
Rückschlag  auf  und  machte  Versuche  über  den  Rückschlag  bei  Be- 
nutzung verschiedener  Hähne. 

J,  P.  CJiurch^^^)  trachtete  die  beim  Schieberschluss  erfolgenden 
Veränderungen  der  Durchflussfläche  in  Rücksicht  zu  ziehen,  erhielt 
jedoch  für  gleichförmigen  Schluss  eine  Formel,  nach  welcher  bei 
Ausfluss  ins  Freie  der  Druckzuwachs  um  so  kleiner  ausfiele,  je  grösser 
der  Anfangsdruck  war. 

Ph.  Forchheimer^^^  beobachtete  beim  Schliessen  üblicher  Wasser- 
leitungsschieber, dass  sich  der  Druck  nur  gegen  Ende  der  Schieber- 
bewegung steigerte  und  ungefähr  im  Augenblicke  des  vollkommenen 
Schlusses  am  grössten  war.  Steht  nun  das  Wasser  (vom  Eigen- 
gewicht y)  unmittelbar  hinter  dem  Schieber  unter  einer  Druckhöhe 
H-\'hy  wobei  H  die  Anfangsdruckhöhe  (in  Meter),  h  den  Stosszu wachs 

449)  Paris  C.  R.  47  (1868),  p.  221. 

450)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingenieure  14  (1870),  col.  110. 

461)  Joum.  Franklin  Institute  (3)  99  (1890),  p.  328,  374. 

462)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingenieure  37  (1893;,  p.  216. 
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Wird  in  (172)  das  Wasser  als  unzusammendrückbar  betrachtet, 
also  E  =  <x>  gesetzt,  so  geht  (172)  in  den  Ausdruck  über,  den, 
durch  Versuche  von  J.  E.  Marey^^  mit  Eautschukröhren  angeregt, 
H.  Besal^  für  die  Fortpflanzungsschnelligkeit  von  Pulsschlagen  ab- 
leitete. Ä,  Budau^^^),  welcher  annahm,  dass  alle  lebendige  Kraft  für 
die  Rohrausweitung  verbraucht  wird,  fand 

welche  Formel  mit  (170)  übereinstimmt,  wenn  nicht  nur  JE  =00, 
sondern  auch  H  =  //inax  ist.  H.  Besal  ging  zum  Unterschiede  von 
J.  P.  Frizell  von  einem  scheibenförmigen  Flüssigkeitselement  aus  und 
ihm  folgten  N.  Joukowsky  und  L.  AlUevi^^). 

Bezeichnet  x  den  Abstand  von  der  Mündung,  y  die  Druckhöhen- 
steigerimg  an  beliebiger  Stelle,  h  die  an  der  Mündung,  so  gilt  bei 
wagerechtem  Rohr  nach  den  i?wfer 'sehen  Gleichungen**')  unter  Ver- 
nachlässigung der  Rohrreibung 

1^  /cu du\  cy 

g  \di  dx)        dx 

oder,  weil  die  Wassergeschwindigkeit  u  sich  zwar  sehr  rasch  ändert, 
aber  selbst  klein  ist,  genau  genug 

(174)  l|^  =  |ä^. 

^       '^  g  dt        cx 

Die  Drucksteigerung  wirkt  auf  Wasser  und  Rohr  imd  die  Konstanz 
der  Masse  verlangt,  dass  hierbei 

^^''^>'  dx        ^\E^E,     m)  dt 

D.  Korteweg  für  die  Fortpflanzung  des  Schalles  in  Röhren  aufgestellt  hat,  Ann 
Phys.  Chem.  N.  F.  6  (1878),  p.  625. 

468)  Petersburg,  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  (8)  9  (1900),  Nr.  6,  p.  18  u.f.  — 
Versuche  haben  auch  E.  B.  Weston,  Amer.  Soc.  Civ.  Eng.  Trans.  14  (1885),  p.  238 
und  JR.  C  Carpenter,  Amer.  Soc.  Mechan.  Eng.  Trans.  16  (1894),  p.  610  ver- 
öffentlicht. 

469)  Physiologie  exp^rimentale,  Travaux  du  laboratoire  de  M.  le  professeur 
Marey,  1875.  Kurzer  Auszug  J.  de  phys.  4  (1875),  p.  257.  S.  a.  E.  H.  Weber, 
Über  die  Anwendung  der  Wellenlehre  auf  die  Lehre  vom  Kreislaufe  des  Blutes 
(1860)  in  Ostwald's  Klassikern. 

460)  J.  des  math.  (3)  2  (1876),  p.  342. 

461)  Zeitfichr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Vereins  67  (1905),  p.  419. 

462)  Atti  della  Society  degli  Ingegneri  ed  Architetti  37  (1903);  auch  als 
S.  A.,  Teoria  generale  del  moto  perturbato  dell'acqua,  Torino  (1908)  sowie  Poli- 
tecnico  61  (1903),  p.  360,  406,  490,  und  Revue  de  mäcanique  14  (1904),  p.  10  f. 

463)  Siehe  IV  16,  Nr.  8  (A.  E,  H.  Love\  p.  63,  Gl.  (1). 
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bleibe.  Bei  Einführung  einer  durch  Gl.  (172)  ausgedrückten  Ghrosse 
w  verwandelt  sich  (175)  in 

und  dann  lautet  die  Lösung  von  (174)  und  (175) 
(177)  y=.F[t-^)-F,{t+^), 

im  u-u, ±[F{t-^)+.F,(t^^)], 

worin  Uq  die  Geschwindigkeit  für  j^  =  0,  also  bei  ruhigem  Betriebe 
bedeutet.  Nach  (177)  und  (178)  wandern  alle  Erscheinungen  mit 
der  Schnelligkeit  w  stromauf  oder  stromab  und  zeigt  sich  die  für 
u  =^  0  eintretende  Maximalpressung 

(179)  hm..  =  -^, 

wie  dies  auch  Gl.  (173)  ergab.  Wenn  das  Verhältnis  der  Schieber- 
öffnung zum  Rohrquerschnitt  durch  die  Funktion  <p(t)  ausdrückbar 
ist^  gilt  für  die  Beziehung  der  Ausströmungsgeschwindigkeit  U  zur 
(stets  kleineren)  Ankunftsgeschwindigkeit  u  offenbar 

(180)  u=U(p(t) 

und  bei  Vernachlässigung  der  Reibung  und  Auslauf  ins  Freie 

oder  bei  kleiner  0£fhaiig,  also  kleinem  u  genau  genug: 

(181)  u  =  ip(t)'y2g(H-{-h). 
Aus  (178),  (179)  und  (181)  folgt  für  die  Mündung 


w 


(182)  (A„.„  —  Ä)»  —  2  (1?  +  Ä)  ^  9»(0  =  0 
und  für  beliebige  Rohrstellen  gemäss  (177) 

(183)  (Ä__y)«_2(fl  +  y)^'9»(<-|-)  =  0. 

Wird  die  Ausflussöffhung  gleichmässig  in  einer  Schliesszeit  T,  also 
nach  dem  Gesetze 

verkleinert^   so   geht   endlich  hieraus  in  Verbindung  mit  (182)   und 
(183)  für  die  Druckveränderung  an  der  Mündung 

(184)  -^ JJ-—  y  g^^ 

Enojklop.  d.  math.  WisMnMh.   IV  S.  80 
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und  fdr  die  Dnickverteilung  zur  Zeit  T  am  Strange 

(,86)  ,_„rV^,»|^^ 

hervor*"). 

Ist  die  Schliesszeit  T>2l:Wy  so  kehrt  vom  Einlaufe  noch  Tor 
dem  vollendeten  Schlüsse  eine  Stossfolge  bis  zur  Mündung  zurück. 
Kommt  die  Leitung  aus  einem  Behälter  mit  offenem  Spiegel,  so 
herrscht  am  Einlaufe  unveraiderlicher  Druck  und  gilt  vom  Zeitpunkte 
21 :  w  bis  zum  Zeitpunkte  T  statt  (177)  und  (178)  bei  wagerechtem 
Rohr 

(186)  y  =  F(t-^)-F(t  +  ^-'4), 

(187)  ^-._i[f(,_£)+J.(,  +  ^-_!i)] 
und  siatt  (182) 

(188)  (ÄO..X  -h-  2fy  -  2{H  +  Ä)  ^*  •  9*(0  =  0, 

worin  f  die  Grösse  bedeutet ,  die  h  zur  Zeit  t besass  und  Amax 

wieder  durch  (179)  gegeben  ist^^).  Nach  (183)  ist  es  möglich  bei 
gegebenem  l,  H,  to,  q){i)  und  Uq  eine  Tabelle  der  h  für  t  <i(2l:to)  und 
dann  nach  (188)  für  die  Oegenstossperiode,  das  ist  fär  (2l:w)<t<T 
zu  berechnen.  Äüievi^^  zeigt,  dass  bei  gleichmässiger  Verkleinerung 
der  Ausflussöffiiung  während  des  Gtegenstosses  der  Stossdruck  h  fast 
konstant  bleibt,  und  nach  der  Taj^Jor'schen  Reihe  an  der  Mündung 

h  =  2±F'{{), 

gesetzt  werden  kann,  so  dass  sich 

(189)  ^ L^JP"(0 

ergiebt.     Da  bei  gleichförmigem  Schliessen  zugleich  naherungsweise 


(190)        ^  =  y2giH  +  h).g,'(t)^-YMB+h)    y^__ 
ist,  folgt 

(191)  h  ^  ^3.  yäp 

oder 

(192)         (H  +  hY-{H+h)(2H+-^^^)+SP^0, 

464)  AüievCfi  Gl.  (18). 

465)  AüievCs  61.  (82). 

466)  Teoria  generale,  p.  85. 
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Von  den  beiden  Wurzeln  dieser  Bestimmungsgleichung  giebt  die  eine 
den  erhöhten  Mündungsdruck  des  Gegenstosses  bei  gleichmasBigem 
Schluss,  die  andere  den  verminderten  bei  Öffnung  eines  Schiebers. 
Bei  längerem  Rohr,  bei  welchem  die  Reibungen  nicht  mehr  vernach- 
lässigt werden  dürfen,  verliert  Gl.  (192)  ihre  Giltigkeit. 

Übrigens  kann  die  Öffnung  eines  Schiebers,  da  sie  Schwingungen 
verursacht,  auch  den  Druck  erhöhen  und  Ällievi^'^  entwickelt,  dass 
der  grösste  Druck  H  -{-  h=  1,23  H  entsteht,  wenn  man  den  Schieber 
in  der  Zeit  T^(2l:w)  so  weit  öfi&iet,  dass  das  Öffiiungsverhältnis 
(p  =  0,3  (uq  :  w)  wird. 

Es  wäre  sehr  zu  begrüssen,  wenn  eine  Wiederholung  der  Allievi- 
schen  Betrachtungen  unter  Berücksichtigung  der  Reibung  gelänge. 

12  b.    Der  Widderstoss  bei  Vorhandensein  eines  WindkeBsels. 

J.  MichoMd*^)  betrachtete  den  Fall,  dass  das  Rohr  oberhalb  des  Ab- 


Fig.  50. 


l 


i 


Schlussschiebers  einen  Windkessel  besitze  und  fand  das  Druckmaxi- 
mum, falls  es  vor  vollendetem  Schieberschluss  eintritt. 


(193) 


-"  +  Ämax  —  "T^T  > 


also  unabhängig  vom  Windkesselinhalt,  der  bei  Ruhedruck  W  be- 
trage. Fehle  jede  Puffervorrichtung,  so  würde  der  Stoss  nur  halb  so 
gross  sein,  wenn  nicht  das  Wasser  und  Rohr  elastisch  wären.  So 
aber  gelte  (193)  nur,  wenn  a  den  Druck  der  Atmosphäre  in  Wasser- 
säulenhöhe  bezeichnet,  für 


T>-'Vi^r^ä)+y^{h  +  ik)V] 


al 


9iM+a) 


467)  Teoria  generale,  p.  43. 

468)  Bulletin  de  la  Soci^t^  Vandoise  des   ing^nieurs  et  architectes  1878, 
oitiert  nach  der  Übersetsung  Zeitschr.  f.  Bauwesen  81  (1881),  col.  422,  688. 

SO* 
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Anderseits  sagt  A.  Stodola^^),  dass  der  f&r  Turbinenregelung 
erforderliche  Inhalt  W  nicht  von  der  Rohrlange  l  abhänge,  wohl  aber 
TF  >  400  r»  sein  solle. 

Ä.  Rateau^''^)  findet,  dass  der  Druckznwachs  in  einem  nicht  zu 
kleinen  Windkessel  bei  Schieberschluss  nach  der  Gleichung 

(194)  h  =  ^-^'f-  h  -  "''»^  +  »)ei»(y-^-)1 

schwanke,  wenn 

6=  «-^ 


-v< 


ghHT        h 


lu^  4 


gesetzt  wird,  g>  das  jeweilige  Verhältnis  der  Öffiiung  zum  Rohrquer- 
schuitt,  90  das  Anfangsverhältnis  bedeutet;  hierbei  legt  ^  die  Phase 
mittels  der  Beziehung 

tang(^9o  +  *)=^ 

fest.  Damit  der  Windkessel  nütze  sei  und  keine  den  Stoss  verstärkende 
Resonanz  erfolge,  müsse  man  annähernd 

4:gbT  =  7cHuQ 
machen. 

L.  Äüievi^'^^)  gelangte  zum  Schlüsse,  dass  man  durch  Windkessel 
nennenswert  nur  Stösse  ermässigen  könne,  welche  durch  Öffnungs- 
änderungen von  weniger  als  21  :w  Zeitdauer  veranlasst  werden.  Damit 
die  lebendige  Kraft  des  ausfliessenden  Strahles  durch  einen  Wind- 
kessel verkleinert  werde,  müsse  dessen  Inhalt  bei  Beginn  des  Schliessens 

(195)  Tr^|r'«(l  +  g)«„T 

sein  (wobei  H  in  m). 

N,  Joukowsky^^^  machte  Versuche,  bei  welchen  sich  das  Wasser 
nach  plötzlicher  Hemmung  des  ursprünglichen  Ausflusses  ins  Freie 
von  zwei  Seiten  in  den  Windkessel  ergoss.  Tritt  in  diesem  eine  Steige- 
rung der  ursprünglichen  Druckhöhe  H  xxm  h  ein,  so  muss  für  die  ur- 
sprüngliche Geschwindigkeit  Wq  und  die  verzögerte  u  nach  (177)  und  (178) 

Ä  =  ^  K-  w) 


469)  Über  die  Regulierung  von  Turbinen,  Schweizerische  Bauzeitung  22 
(1893),  p.  117,  134.  Über  Druck-  und  Sangwindkeaael  bei  Kolbenpumpen  siehe 
IV  21,  Nr.  8  {M,  Grübler). 

470)  Trait^  des  turbo-machines,  p.  249,  253. 

471)  Teoria  generale,  p.  47. 

478)  Petersburg,  M^m.  de  l'Aoad.  d.  Sciences  (8)  9  (1900),  Nr.  6,  p.  64. 
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gelten.     Enthält  also  der  Windkessel  ursprünglich  den  Luftraum  W^ 
und  später  W,  so  muss  filr  zwei  Zuleitungen 

(19«)  -'-Z-  2-^  (u.  -  Ji) 

sein,  und  bei  adiabatischer  Luftverdichtung  zugleich 

(197)  Wo'H=W'{H  +  h), 

wobei   k  =  1,4   das   Verhältnis   der   spezifischen   Wärmen    bei   kon- 
stantem Druck  und  konstantem  Volum  bezeichnet.    Es  folgt 

(198)  0  =  {H+  A)T  ^  +  ^(ff  +  hj^  ^ 
oder  nach  Vereinigung  mit  (196) 

(199)  k^-^dt=^ j^ dh. 


H"  (ff+Ä)   »    (u._?^) 


JoukmiJsky  führt  noch  die  im  Windkessel  bei  Betriebstillstand  herrschende 
Druckhohe  Hy^j  welche  H  um  den  durch  die  ßohrreibung  veranlassen- 
den Druckverlust  übertrifft,  ein,  hat  für  den  Luftraum  W^^  bei  Betrieb- 
stillstand 

and  leitet^^')  fOr  unbedeutende  Stossdrucke  h  aus  (199)  eine  mit  seinen 
Versuchen  stimmende  Nähernngsformel 

ab,  in  der  i  die  Zeit  der  Druckzunahme,  nämlich  den  Zeitaufwand 
der  Stosswelle  für  den  Weg  bis  zur  Beäezionsstelle  und  zurück  be- 
deutet. 

Ist  an  ein  Hauptrohr  mit  offenem  Oberende  (dem  Behalter)  ein 
Zweigrohr  mit  geschlossenem  Ende  angeschlossen,  so  ermässige,  wie 
Joukowsky  anführt,  das  Zweigrohr  zwar  zunächst  den  Stossdruck, 
dafür  verdopple  sich  aber  der  letztere,  wenn  die  Stosswelle  das  ge- 
schlossene Ende  trifft,  und  hier  reflektiert  wird.  Da  die  Zurück- 
werfung sich  wiederholen  könne,  vermöge  der  Stoss  bedeutend  an- 
zuwachsen. 

V.    Onuidwasserbewegaiig. 

18«  Vorbemerkung  über  die  Bewegung  des  Wassers  duroh  enge 
Bohren.    Es  seien  hier  noch  einmal  die  Gesetze  über  die  Bewegung 

47S)  a.  a.  0.  p.  57. 
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des  Wassers  in  engen  Rohren  zusammengestellt^^^);  weil  auch  die  im 
Erdboden  yor  sich  gehende  auf  diese  Gesetze  zuiückzuf&hren  ist^  und 
sie  daher  sofort  viele  Erscheinungen  der  Ghimdwasserbewegung  er- 
klaren. 

Wegen  der  laminaren  oder  gleitenden  Bewegung  (ecauiement  can^' 
iinUy  direct  motion)  in  engen  Rohren  ist  der  Druckverlust  viel  kleiner 
als  er  nach  den  oben  (Nr.  4  b),  p.  334  u.  f.,  angegebenen  Gesetzen  für 
die  gleichförmige  Bewegung  sein  müsste.  Zugleich  unterliegt  eS; 
wenigstens  wenn  die  Flüssigkeit  die  Wandung  benetzt,  keinem  Zweifel, 
dass  die  äusserste  Schicht  unbeweglich  haftet  ^^^),  während  dies  bei  der 
turbulenten  Bew^ung  nicht  ebenso  feststeht*'®).  Nach  0.  ifeynoHs*''), 
welcher  sich  auf  eigene  Versuche,  sowie  auf  die  von  J.  L,  M,  Poiseuüle 
und  H,  Darcy  stützt,  folgt  die  Strömung  in  Röhren  vom  Durchmesser  D 

den  Gesetzen   der  wirbelnden  Bewegung,   wenn  der  Ausdruck , 

worin  q  die  Dichte  und  ft  den  „inneren  Reibungskoeffizienten^'  be- 
deutet, einen  bestimmten  für  alle  Flüssigkeiten  gleich  grossen  Wert 
überschreitet.     Für  Wasser  ist  nach  PoiseuiUe*''^) 

0,00001887 _j 

**""  1  +  0,0337  r+ 0,00022  T»  2®^^®°^     ' 

worin  T  die  Temperatur  in  Gelsiusgraden  bezeichnet,  und  beträgt  die 
in  itisec'^  gemessene  kritische  Geschwindigkeit  (für  einen  Rohrdurch- 
messer 2)  in  m)  ungefähr 

1  1  1 


(200) 


278     1  +  0,0337  T  +  0,00022  T«    D 


Damach    ist    es    z.    B.    für    Wasser    von    12^  G.    entscheidend,    ob 
D  CT  ^0,0026    ist.     Mit    Gleichung  (200)    stehen    die    aus    eigenen 

474)  Vgl.  das  Referat  von  Ä.  E,  H,  Love  (IV  15,  Nr.  16—18,  p.  76—82). 
476)  E.  Budaux,  Ann.  chim.  phys.  (4)  26  (1872),  p.  488 f. ;  W.  C.  D.Whetham, 
Lond.  Phil.  Trans.  (A)  181  (1890),  p.  682. 

476)  Vgl.  oben  p.  848.  Bei  Ausfluss  ans  einem  Gefässe  durch  ein  Ansatzrohr 
fliesst  nach  M.  Couette,  Paris  Th^ses  1890,  p.  49  das  Wasser  in  ihm  zuerst  turbu- 
lent und  tritt  mit  rauhem  Strahl  aus;  dann,  wenn  der  Spiegel  tief  genug  ge- 
sunken ist,  schwankt  der  Strahl  fortwährend  zwischen  zwei  Lagen,  wobei  er, 
wenn  er  die  grössere  Sprungbereite  annimmt,  glatt  wird;  endlich  folgt  stetiger 
Ausfluss  mit  glattem  Strahl. 

477)  Lond.  Phil.  Trans.  174  (1883),  p.  936  =  0.  Reynolds,  Papers  2,  Cam- 
bridge 1901,  p.  61  f. 

478)  Paris,  M^m.  pr^s.  par  div.  sav.  19  (1846);  Ann.  chim.  phys. (3)  7  (184S),  p.62. 
0.  E.  Meyer  berechnet  aus  PoiseuiUe's  Versuchen  den  Z&hler  zu  0,00001809,  Ann. 
Phys.  Chem.  N.  F.  2  (1874),  p.  394.  0.  Reynolds  setzte  später  den  Zähler  =  0,00001979, 
Lond.  Phil.  Trans.  177  (1886),  part  1,  p.  171  =  Papers  2,  p.  242. 
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und  fremden  Versuchen  abgeleiteten  Angaben  von  jH.  Lang^''^)  im 
Einklänge.  Auf  die  kritische  Geschwindigkeit  hat  zuerst  Q.  Hcyen^ 
hingewiesen.  Nach  dem  Gesagten  ist  es  f&r  den  Eintritt  der  Turbulenz 
nicht  gleichgiltig,  wie  warm  die  betreffende  Flüssigkeit  ist.  Findet 
aber  wirbelnde  Bewegung  statt;  so  ist  der  Reibungswiderstand  nach 
0.  Bejfnolds^^)  nur  mehr  von  der  Dichte  der  Flüssigkeit  und' nicht 
von  ihrer  sonstigen  Beschaffenheit^  also  auch  nicht  von  ihrer  Tempe- 
ratur abhängig.  Der  Reibungswiderstand  entsprach  bei  seinen  Röhren 
der  Formel 

(201)  J=a  17^728 

(worin  a  für  eine  und  dieselbe  Röhre  konstant);  doch  fing  der  Gel- 
tungsbereich von  (201)  erst  an,  wenn  die  Geschwindigkeit  1,325 mal 
so  gross  wie  die  kritische  war*®*).  0.  Beynolds  hat  auch  durch  Ein- 
führung eines  gefärbten  Wasserstreifens  die  Bewegungsweise  sicht- 
bar gemacht.  Dabei  zeigte  sich,  wenn  er  alle  Vorsicht  bezüglich  des 
Zulaufs  anwandte,  die  Bewegimg  in  Schichten  erst  gänzlich  unmög- 
lich, wenn  er  die  Geschwindigkeit  auf  mehr  als  das  sechsfache  der 
kritischen  steigerte*®'). 

Bei  der  gleitenden  Bewegung  setzt  man  den  Reibungswiderstand 

zwischen  zwei  benachbarten  Schichten  u  -t~  t  wenn  n  normal  zu  der 

Schicht  gemessen  wird,  die  aus  Teilchen  gleicher  Geschwindigkeit  u 
besteht;  /it  ist  für  den  ganzen  Bereich  der  FliSssigkeit  konstant. 
Hieraus  ergiebt  sich  leicht  das  PoiseuHle-HagefC^aYie  Gesetz,  dass  in 
runden  Haarröhrchen  vom  Halbmesser  r  und  Querschnitt  A  der 
Durchfluss  (in  cm'sec"*) 

(202)  <2  =  f^V«^ 
oder  die  mittlere  Geschwindigkeit  (in  cm  sec"  *) 


479)  Hatte,  18.  Aufl.  1902,  1,  p.  240. 

480)  Ann.  Phys.  Cham.  46  (1889),  p.  442. 

481)  Lond.  Phil.  Trans.  1877  (1886),  p.  167  =»  0.  Reynolds,  Papers  2,  p.  238. 
Auch  M.  Couette^  Paris  Th^ses  p.  48  bemerkt,  dass  die  Temperatur  wenig 
Einfluss  zu  haben  scheine^  ^was  schon  Girard  angedeutet  habe".  Theoretische 
Begründung:  Lond.  Phil.  Trans.  (A)  186  (1895),  p.  123  =  0.  Beynolds,  Papers  2, 
p.  636;  H,  Ä.  Lorente,  Amsterdam  Verslagen  (4)  6  (1898),  p.  28. 

482)  Lond.  Phil.  Trans.  174  (1883),  p.  976  =  0.  Beynolds,  Papers  2,  p.  97; 
H,  T.  Barnes  u.  E.  G.  Coker,  Lond.  Roy.  See.  Proc.  74  (1906),  p.  841 ;  vgl.  Flamant'^ 
Formel  oben  p.  338. 

483)  Lond.  Phil.  Trans.  174  (1888),  p.  943,  948  =  0.  Beynolds,  Papers  2, 
p.  60,  67.  Über  die  kritische  Geschwindigkeit  in  konischen  Röhren,  s.  Brit.  Ass. 
Rep.  64  (1894),  p.  564  »  0.  Beynolds,  Papers  2,  p.  686. 
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(203)  t7 -=^^-.  0,03979  ^y 

betragt.  Bildet  das  Rolir  ein  Prisma  oder  beliebigen  Zylinder  und 
ist  die  Bewegung  stationär,  so  muss  das  Element  der  stromenden 
Flüssigkeit  durch  die  Reibung  längs  eines  Teiles  der  Seitenflachen 
ebenso  verzögert  werden  ^  wie  beschleunigt  durch  die  Reibung  der 
übrigen  Seitenflächen,  so  dass  —  wenn  man  x  und  y  senkrecht  zu 
einander  und  zur  Strömungsrichtung  misst  — 

gelten  muss*®*).  Aus  (204)  lässt  sich  die  Geschwindigkeitsverteilung 
über  einen  dreieckigen  gleichseitigen  Prismenquerschnitt*^),  sowie  auch 
die  mittlere  Geschwindigkeit  ableiten,  welche  sich,  wenn  der  Quer- 
schnitt die  Fläche  Ä  hat,  zu 

(205)  ü  =  — -^  ^  =  0,02887  ^ 

ergiebt. 

Die  Benutzbarkeit  von  (205)  gewinnt  dadurch,  dass  J.  Baussinesq*^ 
für  verschiedene  Querschnittsformen  gezeigt  hat,  dass  geringe  Yer- 
drückung  der  Querschnitte,  sofern  man  deren  Grösse  beibehält^  U  nicht 
wesentlich  ändert. 

H.  S.  Hde-Shaw^'^)  halt  es  auf  Grund  seiner  Beobachtungen  für 
nahezu  erwiesen,   dass  auch  bei  wesentlich  wirbelnder  Bewegung  die 

neben  festen  Wänden  oder  Schwimmkörpern 
befindlichen  Schichten  nur  gleiten.  Zur  Unter- 
stützung dieser  Ansicht  werde  beigefügt,  dass 
bei  turbulenter  Strömung  benachbarte  Ge- 
schwindigkeiten thatsächlich  an  den  Wänden 
viel  stärker  als  im  Innern  von  einander  ab- 
^*  weichen  —  wenigstens  bei  netzenden  Flüssig- 

keiten, bei  denen  anzunehmen  ist,  dass  sie  unmittelbar  an  der  Wand 
unbeweglich  hafben.  Nimmt  man  femer  an,  dass  die  scheinbare  Wand- 
geschwindigkeit tio  an  jener  Stelle  herrsche,  an  der  die  laminare  Be- 

484)  A.  G.  GreenktH,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  18  (1881),  p.  43. 
486)  H,  Lamb,  Hydrodynamics,  Cambridge  1896,  p.  96,  628. 

486)  Ebenda,  p.  628. 

487)  Inst.  Naval  Archit  Trans.  (39)  1897,  p.  146;  40  (1898),  p.  21;  Paris 
C.  E.  182  (1901),  p.  1806;  vgl.  IV  16,  Nr.  1 6  (A.  E.  H.  Love),  p.  97  u.  IV  19,  Nr.  U 
(G,  ZempUnJy  p.  822,  sowie  oben  Nr.  4  f. ;  p.  848.  Fr.  AhJbom,  Über  den  Mecha- 
nismus des  Widerstandes  fltlssiger  Medien,  Phys.  Zeitschr.  3  (1901),  p.  120, 
X.  Prandtl,  Über  Flüssigkeitsbewegong  bei  sehr  kleiner  Beibang,  Verhandlungen 
des  8.  intemat.  Math.-Eongresses  in  Heidelberg,  Leipdg  1906,  p.  484. 
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wegong  in  die  turbulente  übergebt,  so  könnte  man  die  Dicke  a  der 
laminar  strömenden  Scbicht  berechnen,  für  sehr  breites  rechteckiges 
offenes  Gerinne  von  der  Tiefe  h  bezw.  für  kreisrunde  Röhren  vom 
Halbmesser  r  würde  dann  nämlich*^)   sowohl 

yJh    bezw.     yJ-^  =  /*  -^ 
als  auch 

Jh    bezw.    jr  —  =  JB«*o*  *=  ~~r 

M  C 

gelten,  wonach  sich  für  beide  Querschnitfsformen 

(206)  a  =  ?^  =  _^ 

fände,  also  —  wie  dies  auch  JBele-Shaw  beobachtete  —  die  laminar 
bewegte  Schicht  mit  zunehmender  Geschwindigkeit  dünner  würde. 
In  Zementrohren,  wie  das  von  H.  Bazin*^^)  untersuchte,  wäre  also 
(wegen  /t  =  0,0000181  gseccm-«,    c«  =  3012  msec-«,    u^  =  0,742  U, 

y  =  1  gcm""')  a  =  -U-,  wobei  a  und  U  in  cm  bezw.  cmsec"*  aus- 
zudrücken sind. 

14.  Bewegung  des  Wassers  duroh  Sand.  Zum  Zwecke  der  Er- 
forschung des  Durchflusses  des  Wassers  durch  ein  Eugelhaufwerk 
ordnet  C.  S.  Slichter  zunächst  acht  voll 
gedachte  Kugeln  vom  Durchmesser  d 
(derart  an,  dass  ihre  Mittelpunkte  die 
Ecken  eines  Rhomboeders  bilden,  dessen 
Oberfläche  aus  Rhomben  von  der  Seiten- 
länge d  und  den  Winkeln  d  bezw.  180®—  d 
bestehen^»<>)  (Fig.  52).  VomRhomboeder-  ^''«'  ^^ 

inhalt  d*  (1  —  cos  d)  ]/l  +  2  cos  d  wird  dann  durch  die  acht  sich  be- 

rührenden  Kugelausschnitte  stets  der  Teil  -y-  ausgefüllt^  während  der 

Kern  hohl  bleibt.  Das  Verhältnis  m  des  Hohlraumes  zum  ganzen 
Rhomboeder  wird  dann  durch 

(207)  m  =  1 ^^- 

(1  —  cos  a)  y  l  +  2  cos  a 

ausgedrückt  imd  für  die  Grenzwerte  von  d,  das  ist  für  ^  s=  60®  bezw. 
90®,  zu  0,259  bezw.  0,476.  Den  Rhomboederhohlraum  fasst  C.  8, 
SUchter  als  Pore  von  wechselndem  dreieckigen  Querschnitt  und  einer 

48S)  Vgl.  oben  Gl.  (9)  und  (28),  p.  886  n.  849. 

489)  Paris,  M^m.  pr^s.  par  div.  sa¥.  88  (1902),  Nr.  6,  p.  4,  8,  14. 

490)  Annaal  Report  of  the  United  States  Geological  Surrey  19*  (1899),  p.  811. 
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krummen  Axe  auf^  deren  Lange  er,  falls  das  Rhomboeder  die  Hohe  h 
besitzt^  zn*'*) 

(208)  l  =  h l±_^J. — ,  (i  195  _  0^9  -) 

berechnet. 

Den  Durchfluss  bewertet  er  dann  auf  Grund  der  Annahme  des 
PoiseuUU^schen  Gesetzes  bei  10^  C.  und  setzt  so  den  Durchfluss  (in 
cm'sec"^)  durch  einen  mit  regelmässig  geordneten  Kugeln  von  dem 
Durchmesser  angeßiUten  Zylinder  vom  Querschnitte  F  (in  cm^)  gleich 

(209)  Q^l,'ilJ?^-, 

wobei  der  Koeffizient  x  fdr  jedes  m  aus  einer  Tabelle^^^)  zu  entnehmen 
ist  und  sich  für  m  zwischen  0,26  und  0,47  von  0,843  bis  0,118  be- 
wegt;  als  Gefälle  J  ist  das  Verhältnis  des  in  Wassersäulenhohe  ire- 

Abstand  anzusehen. 

Versuche  von  King^^^)  haben  dargethan,  dass  (209)  anwendbar 
bleibt,  wenn  man  es  statt  mit  Kugehi  mit  natürUchem  durdh  Su^Msn 
CMf  einheitliches  Korn  gebrachtetn  Sand  zu  thun  hat.  Doch  wuchs  bei 
(2^0,11  cm  der  Durchfluss  bei  steigendem  Druckgefalle  weniger  als 
letzteres. 

Bei  natürlichen  Feinsanden  hat  zuerst  H.  Darcy^^)  die  Propor- 
tionalität von  Durchflussmenge  und  Druckverlust  beobachtet. 

Dividiert  man  die  Durchflussmenge  durch  den  Querschnitt  des 
durchflossenen  Baumes,  wobei  man  sich  nicht  nur  die  Poren,  sondern 
auch  die  Körner  durchflössen  denkt,  so  erhält  man  die  Feuergeschwin- 
digkeit mU,  welche  denmach  nur  ein  Bruchteil  der  wahren  mittleren 
Porengeschwindigkeit  U  ist.  F.  Seetheim^*^)  fand,  dass  bei  12^  C.  die 
Filtergeschwindigkeit  (in  cmsec"^)  in  reinem  Quarzsand  vom  mittleren 
Komdurchmesser  d  (in  cm) 

(210)  mU=OßSdJ 

beträgt.  Da  es  fOr  die  Porengrösse,  also  die  Durchlässigkeit,  mehr 
auf  die  kleinen  Kömer,  die  sich  zwischen  grössere  einlagern  können. 


491)  Ebenda,  p.  SIS. 

492)  Ebenda,  p.  326. 
498)  Ebenda,  p.  241. 

494)  H.  Darcy,  Les  fontainee  publiques  de  la  Ville  de  Dijon  1866,  p.  590. 
Weitere  Litteratar:  Ph.  Forchheimer,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.  45  (1901), 
p.  1786. 

495)  Zeitschr.  f.  analyt.  Chemie  19  (1880),  p.  887. 
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als  auf  letztere  ankommt^  fährt  A,  Hcufen^^  den  Begriff  des  unri- 
Samen  Komdurchmessers  (effective  size  of  grain)  d^  ein.  Dieser  wird 
dadurch  gekennzeichnet,  dass  sämtKche  Kömer,  deren  Volumen  kleiner  als 

der  Eugelinhalt  —  dl  ist,  zusammen  %q  des  gesamten  Sandgewichtes 

wiegen  sollen.  Die  Gleichung  A.  HazerCs  bezieht  sich  auf  grösst- 
möglichen  Durchdraug,  leichteste  Schüttung,  10^  C.  und  lautet  (für 
U  in  msec"^,  d^  in  cm) 

(211)  mü=lylQdlJ, 

Bei  abweichender  Temperatur  ändert  sich  mU  anscheinend  dem  inneren 
Beibnngskoeffizienten  (ygl.  p.  446)  fi  entsprechend. 

F.  Seelheim  befasste  sich  auch  mit  der  Vurchlässigkeit  von  Thon 
und  geschlämmter  Kreide  und  fand  sie  sehr  klein.  Hiermit  steht  es 
in  Einklang,  dass  schwache  Verunreinigungen  des  Sandes  mU  ausser- 
ordentlich yerringem.  Bei  gröberem  Eom  oder  schneUerer  Bewegung 
wächst  nach  C,  Kröber^^'^)  mU  nicht  mehr  so  stark,  wie  J,  Das  be- 
obachtete auch  A,  Hazen,  der  mit  Gefällen  bis  zu  0,1  arbeitete,  als  er 
d^  über  0,2  cm  wählte,  und  U.  Masoni  bei  noch  so  feinen  Sauden,  als 
er  zu  Druckgefallen  von  mehr  als  100  schritt.  Es  tritt  also  turbu- 
ente  Bewegung  ein,  wenn  auch  deren  Beginn,  da  die  Geschwindigkeit 
in  den  einzelnen  Porenstrecken  verschieden  ist,  sich  nicht  so  deutlich 
wie  bei  Haarröhrchen  äussert.  Nach  Fh.  Forchheimer^^)  entsprechen 
Formeln  vom  Bau  J=  a(mUy  weniger  gut  als  solche  vom  Bau 

J=a{mU)  +  ß(mU)^ 

und  zeigen  sich  bei  Wahl  der  Form 

J=  cc(mü)  +  ß(niU)^  +  y(mU)^ 

die  Eonstanten  a,  ß  und  y  positiv. 

Ein  gegenteiliges  Verhalten  zeigt  merkwürdigerweise  naoh  Kiry*'^^) 
und  Newell^  poriger  Sandstein  und,  wie  es  scheint,  manchmal  selbst 
feiner  Sand,  nämlich  eine  Zunahme  des  Verhältnisses  müiJmit 
wachsendem  J.^^)  Auch  bei  Haarröhrchen  soll  dies  nach  E,  v,  Beg^zy- 
Nagy^^  bei  grösseren  Drucken  zu  beobachten  sein. 

496)  24^  Annnal  Report  of  the  State  Board  of  Health  of  Massachusetts; 
A.  Hasen,  The  filtration  of  public  water-supplies,  New  York  1S96,  p.  19. 

497)  Zeitschr.  d.  Yer.  deutsch.  logen.  28  (1884),  p.  617. 

498)  Ebenda  45  (1901),  p.  1782. 

499)  Annaal  Report  of  the  ü.  S.  Geol.  Sorvey  19*  (1899),  p.  147. 

600)  Ebenda,  p.  186. 

601)  Ebenda,  p.  166,  241. 

602)  Mathematische  und  naturwissenschaftliche  Berichte  aus  Ungarn  1 
(1882/88),  p.  282. 
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16.   Stationäre  GrnndwaBserbewegnng. 

16  a.  Station&re  GhmndwaBBerbewegnng  in  räumlfeher  Behand- 
lung. Die  Drackrerteilnng  bei  Strömung  von  Grundwasser  lasst  sich 
durch  die  Wasserhöhen  messen,  die  sich  in  unten  offenen  Standrohren 
einstellen,  welche  man  bis  zu  dem  jeweils  zu  untersuchenden  Punkt 
in  den  Boden  getrieben  hat.  Zwischen  Punkten,  deren  Standrohr- 
spiegel sich  in  gleicher  Höhe  befinden,  herrscht  Gleichgewicht.  Fasst 
man  nun  alle  Punkte  gleich  hochgelegener  Standrohrspiegel  zusammen, 
so  erhält  man  Flächen,  die  das  Wasser  senkrecht  durchquert  Nach 
dem  Vorigen  erfolgt  diese  Strömung,  wenn  u  die  (beliebig  gerichtete) 
Filtergeschwindigkeit  bedeutet^  in  feinporigem  Boden  nach  dem  Gesetze 

(212)  *        mu  =  —  hJ, 

worin  die  „Durchlässigkeit^^  k  eine  fQr  den  betreffenden  Boden  kon- 
stante Zahl,  nämlich  die  Filtergeschwindigkeit  beim  GeföUe  1  be- 
deutet. 

Für  einen  einzigen  wasseraufnelimenden  Punkt  in  unendlicher 
Bodenmasse  werden  die  Flächen  zu  konzentrischen  Kugeln  mit  dem 
Punkt  als  Mittelpunkt  und  fallen  die  Stromlinien  mit  den  Eugel- 
radien  zusammen.  Bezeichnet  man  diese  mit  J2,  den  gesamten  Zu- 
fluss  zum  Punkt  mit  Qy  so  gilt 

(213)  -  m«  =  ^^^, 
und  daher 

(2U)  jr__-_^ 

oder,  wenn  z  die  Höhe  der  Standrohrspiegel  über  einer  festen  wage- 
rechten Ebene  bedeutet, 

Es  ist,  wie  hieraus  ersichtlich,  z  ein  i^eu^^'sches  Potential.  Zugleich 
ergiebt  sich,  dass  das  Grundwasser  wie  eine  Flüssigkeit  der  theore- 
tischen Hydrodynamik  strömt,  deren  Geschwindigkeitspotential  dem 
Druck  z  proportional  ist^'). 

Potentialtheoretische  Betrachtungen^^)  sind  also  auf  Grundwasser- 
bewegung durch  blosse  XJmdeutung  übertragbar.  So  folgt  z.  B.  ohne 
weiteres,   dass  bei   elliptischer  Durchbohrung  einer  dichten,   ebenen 


503)  Das  Geschwindigkeitopotential  wird  »  —  z  (vgL  lY  16,  Nr.  1  b,  Love, 
p.  87). 

504)  Fh,  FarMieimer,  Zeitschr.  d.  Gsterr.  Ingen.-  u.  Ärchit.-Ver.  57  (1905), 
p.  585.  Eonfokale  EUipsoide  abPotentialfl&chen:  O.  Kirchhoff,  Uechtadk,  S.Anfl. 
Leipzig  1888,  p.  807  f. 
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Schicht;  unter  welcher  sich  wasserführender  Boden  allseitig  auf  grosse 
Entfernung  hin  erstreckt^  das  Wasser  zur  Öffnung  (der  Brunnensohle) 
in  Hyperbeln  fliesst,  die  alle  die- 
selbe durch  den  Ellipsenmittelpunkt 
gehende  und  zur  dichten  Schicht 
senkrechte  Axe  besitzen  und  ihren 
Brennpunkt  auf  der  Randellipse 
haben  (ygL  Fig.  53).  Der  gesamte 
Druckverlust  bleibt^  selbst  wenn 
die  Zuströmung  aus  dem  Unend- 
lichen erfolgt,  in  diesem  Falle 
endlich. 

Für  eine  kreisförmige  Öffnung 
vom  Halbmesser  r^  aus  der  in  der 


Pig.  63. 


Zeiteinheit  die  Menge  Q  emporquillt,  folgt  für  den  Druckyerlust  vom 
Unendlichen  bis  zur  Öffnung^^) 

(216) 


n—h  = 


4A:r 


(worin  "k  die  Durchlässigkeit  der  Bodenart).  Bei  Betriebsstillstand 
ist  der  Spiegel  im  Brunnen  so  hoch  wie  im  Unendlichen;  Ä—  Ä  be- 
deutet also  zugleich  die  Spiegelsenkung  im  Brunnen  infolge  seines 
Betriebes.  Gl.  (216)  gilt  noch  angenähert  für  einen  Brunnen  mit 
dichter  Wand  und  offener  Sohle ,  auch  wenn  keine  undurchlässige 
Erdschicht  die  Wand  umgiebt  und  kann  nach  PA.  Forchheinier^ 
sogar  näherungsweise  als  Gleichung  der  Meridianebene  des  Trichters 
gelten,  den  die  Gmndwasseroberfläche  um  den  Brunnen  herum  bildet. 
Zwischen  den  Höhen  h^  und  h^  hat  dieser  Trichter  (einschliesslich 
des  betreffenden  Brunnenteiles)  den  Rauminhalt 

^»-iS*  ^7  -  ^)  -  Y  Cd»  -  A.)' -  (!>  -  *,)•] 

(worin  p  die  Tiefe  der  Brunnensohle  unter  dem  Ruhespiegel). 
Wird  der  Brunnenbetrieb  eingestellt,  so  ändern  sich  zunächst  die 
Gefalle  nur  wenig,  so  dass  der  Zulauf  vorerst  Q  bleibt  und  das  an- 
kommende Wasser  den  Trichter  in  einen  unterirdischen  Teich  mit 
wagerechtem  Spiegel  verwandelt.  Der  Brunnen  fasse  zwischen  h^  und 
h^  die  Wassermenge  W^^,  Dann  gilt,  wenn  das  Ansteigen  des  Spiegels 
von  h^  auf  h^  die  Zeit  t^^  braucht: 

Qii,  =  ♦»  Fl,  +  TT,,, 

605)  Ph.  Forchheimer,  a.  a.  0.  p.  687.    Hiermit  im  Einklang:  Versuche  von 
Thivenet,  Ann.  des  ponts  et  chanss^es  (6)  7  (1884),  p.  SOO. 

606)  Zeitschr.  d.  Gsterr.  Ingen.-  u.  Archit.-Yer.  67  (1905),  p.  690. 
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•o  da»  bei  bekanntem  Porenverhiltnis  der  Bodenart  anf  ihre  Dnrek- 
lassigkeit  k  geschlossen  werden  kann. 

Li^en  £tcei  ähfdiche  Gruben^  Tom  limgenTerhaltnis  fi  in  einem 
ausgedehnten  tiefen  Sand-  oder  Schotterboden  and  yeiindert  man 
durch  Pampen  den  Wasserspiegel  um  beide  Gruben  in  ahnliehfir 
Weise,  so  werden  —  der  Ähnlichkeit  wegen  —  die  Gesdiwindi^ceüen 
in  einander  entsprechenden  Punkten  einander  gleich,  so  dass  der  einen 
Grube  in  gleicher  Zeit  n'-mal  soviel  als  der  andern  zufliesst.  Anderer- 
seits muss,  so  lange  sich  der  Spiegel  nicht  wesentlich  ändert,  der 
Zudrang  in  die  nämliche  Grube  imgefahr  den  GteßUen,  also  ihrer 
Spiegelsenkung  proportional  sein.  Will  man  also  gleiche  Senkungen 
in  den  beiden  Gruben  verursachen,  so  muss  man  aus  der  einen  i>-mal 
soviel  wie  aus  der  andern  entnehmen  oder  das  Verhältnis  der  Ent- 
nahmen dem  der  Längen  gleich  wählen.  Eine  Fortsetzung  der  Be- 
trachtung zeigt,  dass  wenn  es  sich  nicht  um  Dauerbetrieb  handelt, 
sondern  die  Aufgabe  vorliegt,  in  beiden  Gruben  die  Spiegel  in  gleicher 
2ieit  aus  ihrer  ursprünglichen  Lage  gleich  tief  zu  bringen,  das  Ver- 
hältnis der  hierzu  erforderlichen  Entnahmen  zwischen  n  und  n*  liegt. 

Bei  artesischen  Brunnen  kann  der  Reibungsverlust  im  Steigrohre 

und   die  Geschwindigkeitshohe  —  meist  vernachlässigt  werden   und 

wächst  der  Druckverlust  im  Untergrund  bei  konstantem  k  proportional 
der  Geschwindigkeit  U  im  Steigrohre.  Hieraus  folgert  J.  Dupuii^^, 
dass  U  und  also  auch  die  Ergiebigkeit  der  Tiefe  h  proportional  ist^ 
in  welcher  das  ausgiessende  obere  Ende  der  Steigerohre  unter  dem 
Spiegel  liegt,  bis  zu  welchem  das  Wasser  überhaupt  emporsteigen 
kann.  Dies  wird  durch  die  Erfahrung  bestätigt"*).  J.  Dopurt"*) 
stellte  auch  Betrachtungen  über  den  gegenseitigen  Einfluss  mehrerer 
Bohrungen  an. 

16  b.  Stationäre  Gmndwasaerbewegang  ala  Fläohenproblem. 
Zunächst  wird  die  Grundwasserbewegung  zum  Flächenproblem,  wenn 
der  Spiegel  eine  Zylinderfläche  mit  wagerechten  Erzeugenden  bildet, 
wie  dies  bei  der  Zusickerung  in  eine  gerade  Flussstrecke  geschieht. 
Beschreibt  hierbei  die  Grundwassersohle  im  Schnitt  eine  flache  Parabel, 
so  geht  die  Differentialgleichung  in  die  RiccaU^sche  über  und  führt 


507)  Ph.  Forchheimer,  a.  a.  0.  p.  591. 

508)  J.  Dupuü,  Stades,  2.  6d.  1868,  p.  261. 

509)  J.  Dupuü,  Trait^  de  la  conduite  et  de  la  diBiribation  des  eauz,  Paris 
1865,  p.  104  f.;  G,  Ä.  Demäriadis,  Technologie  sanitaire  5  (1900),  p.  862;  6(1901), 
p.  441;    7  (1901),  p.  49,105. 

510)  /.  Dupuit,  Stades,  p.  267. 
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ihre  Lösang  auf  Bessd*sche  Funktionen  ^^^).  Als  verwandte  Aufgabe 
sei  hier  die  Berechnung  der  Sickerung  durch  einen  Damm  genannt '^^^). 
Bei  nahezu  wagerechter  Bewegung  vereinfacht  sich  bei  nicht 
zylindrischen  Formen  des  Grundwasserspiegels  die  Aufgabe  dadurch^ 
dasSy  weil  die  Druckverluste  in  der  Bewegungsrichtung  erfolgen, 
keine  nennenswerten  in  lotrechter  Richtung  mehr  auftreten.  Auf 
den  über  einander  befindlichen,  fast  gleich  langen  Wasserfäden  sind 
also  in  diesem  Falle  die  Druckverluste  unter  einander  und  mit  dem 
Gefalle  des  obersten  im  Grundwasserspiegel  liegenden  Fadens  fast 
gleich.  Bezeichnet  js  die  Grundwasserspiegelhöhe  über  einer  wage- 
recht angenommenen  undurchlässigen  Schicht  und  wird  auf  dieser 
ein   Axenkreuz    xy    gezogen,    so    ist    dann    zufolge    Gl.    (212)    die 

Filtergeschwindigkeit  in  der  a;-Richtung  =  —  Je  ^  und  die  Durch- 
flussmenge in  der  Zeiteinheit  in  derselben  Richtung  für  den  Streifen 
von  der  Breite  Eins 

Ebenso  findet  sich  für  die  y-Bichtung  —  y  -^-y  •  Aus  der  Forderung 

der  Kontinuität  folgt  sofort  die  von  Pä.  Forchheimer^^^)  für  schwach 
geneigte  Grundwasserströmungen  angestellte  Differentialgleichung 

Durch  Funktionen  zweiten  Grades  ist  (217)  erfüllt,  sie  stellen 
den  Spiegel  vom  Grundwasser  dar,  das  sich  in  einen  Fluss'^^)  oder 
auch  in  einen  ELaupt-  und  einen  in  ihn  mündenden  Nebenfluss  er- 
giesst.  Für  letzteren  Fall  sind  allerdings  allgemeinere  Lösungen 
möglich,  wie  solche  C.  Orane^^^)  angegeben  hat. 

Eine  einfache  der  Gl.  (217)  entsprechende  Spiegelfläche  ist  femer 

(218)  z*-h^  =  ^  log  nat  y  • 

Sie  entsteht,  wie  J.  Dupuit'^^^)  gezeigt  hat,   wenn  aus  einem  bis  zu 

511)  E,  Maülei,  Essais  d'hydrauliqne  souterraine  et  fluviale,  Paris  1906,  p.  109. 

612)  O.  DSnil,  Internat,  ständiger  Verband  der  Schiffahrtakongresse.  10.  Kon- 
gress,  Mailand  1906,  1.  Abt.,  6.  Mitteilung. 

618)  Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  82  (1886),  col.  644. 

614)  J.  JDupmt^  fitudes,  p.  286 ;  0,  Lueger,  Theorie  der  Beweg^g  des  Grund- 
wassers in  den  AlluTionen  der  Flussgebiete,  Stuttgart  1888,  p.  16;  Ders,,  Die 
Wasserversorgung,  Darmstadt  1890,  p.  129. 

616)  Journal  f.  Gasbeleuchtg.  u.  Wasserversorgg.  88  (1890),  p.  669. 

616)  /.  Dupuit,  ätudes,  p.  264. 
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einer  wagerecfaten  nndnrchläsBigeiL  Schicht  reichenden  Brunnen  vom 
Halbmesser  r  mit  dorchläBsiger  Wandung  in  der  Zeiteinheit  die 
Mmge  Q  geschöpft  wird  und  k 
den  Wasserstand  im  Brunnen, 
R  die  Abstände  der  Spi^el- 
pnabte  tod  seiner  Axe  bezeichnet 
(Tgl.  Fig.  54).  Ä.  mem^^")  hat 
die  tatröchlicbe  Entstehung  Ton 
Spiegeln  nach  (318)  in  der 
Natur  beobachtet  and  an  (318) 
Tiele  Untersuchungen  ftlr  Wasser- 
gewiminngsanlagen  geknüpft. 
Für  mehrere  wasserspendende 
oder  auch  verschlii^nde  Brunnen  —  die  durch  Indices  nntenichiedeu 
werden  mögen  —  geht  ans  (217)  nnd  (218),  wie  Pk.  Forehheimer^^ 
bemerkt, 
(219)        xk(is*  ~  h')  =  +  ft  log nat  ^  +  ft  log nat  ^  ±  •  ■  ■ 

hervor. 

Ordnet  man  im  Schichtenplane  die  spendenden  Brunnen  bezflglich 
einer  Geraden  Bjmmetriech  zu  den  rerscblingeaden  an,  so  wird  ftlr 
die  Symmetriegerade  e  •=  h.  Hau  kann  sich  daher  die  Oebietshälfte 
mit  den  spendenden  Brunnen  durch  einen  See  oder  FIuss  von  kleinem 
Gefälle  ersetzen,  ohne  dass  die  andere  ^Ifte  eine  Änderung  erHilirt. 
Bezeichnet  mau  dann  die  Abstände  von  den  Axen  der  spendenden 
Brunnen  mit  S,  die  vom  Ufer  mit  y  und  lässt  man  flberdies  vom 
Binnenlande  die  Wassermenge  Qq  gegen  die  I^geneinheit  des  Sees 
oder  Flusses  laufen,  so  nimmt  (219)  die  Form"*) 

(219a)    ick(e'  —  Ä»)  —  g,  [log  nat^  —  lognat  ^] 

+  ft[lognat^-lognat|]H 
oder 


■+2«ffo!' 


617)  Jonmal  f.  Qaabelenchtg.  u,  Wagierrersorgg.  IS  (18T0),  p.  460;  19  (1B76), 
p.  707;  82  (1879),  p.  618;  28  (1880),  p.  166;  A.  Thiem,  Die  Wueervenor^Dg  der 
Stadt  Nürnberg,  Leipzig  1879,  p.  26;  N.  Cucti  St.  Nouele  are  alimentäre  ale 
OiMolai  BocurcBci,    Bucureaci  1897;    Zeitachr.   d,  Ver.   deutsch.   Ing.  81   (1887), 

p.  iise. 

618)  Zeitachr.  d.  Aicbit.-  u.  Ingen.-Ver,  zu  Eannover  32  (1886),  col.  650. 
Technologie  aanitaire  1  (l8B5/a),  p.  18B.  Verasche:  Fos»a- Mancini,  Ann.  des  ponta 
et  chausa^es  (S)  19  (1890),  p.  817. 

619)  Ph.  Forehheimer,  Zeitachr.  d.  Osterr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.  60  (1898),  p.  6S8. 
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ää(ä*— Ä*)  =  2nqQy  —  Q^  log nat -g^  —  ö, log nat -^ 

an. 

So  wie  Kreise  als  Bronnen  können  gerade  Strecken ^^)  als  Sicker- 
schlitze  gedeutet  werden,  denen  freilich  in  Wirklichkeit  eine  gewisse 
Dicke  zukommt.  Für  einen  einzigen  Sickerschlitz  von  der  Länge  l, 
den  das  Wasser  bis  zur  Höhe  h  ftQlt,  bilden  die  Höhenkurven  kon- 
fokale Ellipsen  und  findet  sich  bei  einer  Gesamtergiebigkeit  Q 

«Ä(.»  -  Ä«) = « lognat  [^±^ + -[/(S^sjrri], 

worin  R^  und  B^  die  Abstände  von  den  Schlitzenden  bedeuten.  Be- 
zeichnet X  den  Abstand  von  der  Schlitzmitte  und  q  den  Zufluss  in  die 
Längeneinheit  des  Schlitzes,  so  gilt 

.  = g-_ 

wonach  die  Eintrittsgeschwindigkeit  gegen  die  Schlitzenden  wächst 
und  hier  nach  der  Formel  sogar  unendlich  gross  würde. 

Ein  seichter  Brunnen  erfordert  bei  gleicher  Entnahme  Q  o£Pen- 
bar  eine  stärkere  Spiegelsenkung  H — \  als  jene  H — h,  welche 
ein  Brunnen  von  gleichem  Durchmesser;  der  aber  mit  durchlässiger 
Wand  bis  zur  undurchlässigen  Schicht  hinabreicht,  heryorrufen  würde. 
Nach  Versuchen  von  Pfe.  Forchheimer^^^)  ergiebt  sich  für  seichte 
Brunnen  von  durchlässiger  Wand  und  dichter  Sohle  die  empirische 
Formel 

wenn  p  den  Abstand  der  Brunnensohle  vom  Brunnenspiegel  beim  Be- 
triebe bezeichnet. 

Für  die  Grundwasseroberfläche  sind  im  allgemeinen  nur  die  Lagen 
der  Brunnenaxen  mit  ihren  zugehörigen  Entnahmen  Q  von  Wichtig- 
keit, während  die  besondere  Gestalt  jedes  Brunnens  nur  den  Spiegel 
in  seiner  Nähe  stärker  beeinflusst. 

Zusicherungen  infolge  von  Niederschlägen  verwandeln  bei  statio- 
närer Strömung,  wenn  auf  der  Flächeneinheit  in  der.  Zeiteinheit  q 
versickert  die  partielle  Differentialgleichung  (217)  in, 


620)  Ph.Forchheimer,  Zeitschr.  d.  Archit.-  u.  Ingen.-Ver.  zu  Hannover  32  (1886), 
col.  554. 

521)  Zeitschr.  d.  österr.  Ingen.-  u.  Arch.-Ver.  50  (1898),  p.  646;  Twhnologie 
sanitaire  4  (1898/9),  p.  30. 
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Fig.  &5. 
^s  _  Ä«  =  !l^  _  3 »_ 


f-|i'»8»-'l; 


Zwei  einfache  Falle  gab 
Ph^Farckkeimer^m.  Für 
mehrere  Brunnen  inderNahe 
eines  Flusses,  in  dessen 
Längeneinheit  bei  Stillstand 
des  Brannenbetriebes  Tom 
Binnenlande  in  der  Zeitein- 
heit q^  dringt,  hatte  man^ 
wie  hier  bemerkt  und  durch 
Fig.  55  erläutert  werde,  bei 
Beibehaltung  der  Bexeich- 
nungs weise  Ton  OL  (219  a) 

—  %lognat§^ . 


16.  ICit  der  Zeit  veriuiderliohe  Gmndwasserströmung.  Be- 
zeichnet t  die  Zeit,  H  die  Tiefe  der  Grundwassersohle  unter  einer  an- 
genommenen wagerechten  Ebene,  z  die  Höhe  des  Grundwasserspiegels 
über  derselben,  m  den  Porengebalt,  k  die  Durchlässigkeit  längs  der 
betreffenden  r-Ordinate,  so  folgt  aus  der  Kontinuität^  dass  bei  schwachem 
Sohlen-  und  Spiegelgefalle  die  Bewegung  dem  Gesetze^*') 

(221)         -  ff  =  ä  [HB^  .)|^]  +  ^[*(^+  .)|J] 

folgen  muss.  Ist  H  sehr  gross  und  liegen  die  Quellen,  durch  welche 
das  Becken  überlauft,  in  der  angenommenen  Gleichenebene  jer »» 0, 
so  kann  dieser  Ausdruck  durch 


»ll-A{«li)+Ä(*<) 


^         ^  '"  dt        dx  V*"  dx)    •    dy  V"""  dy^ 

ersetzt  werden,  wonach  die  Abnahme  der  z  um  so  langsamer  stattfindet, 
je  kleiner  die  Gefalle  sind  und  die  Ergiebigkeiten  der  Quellen,  wenn 
sie  nicht  durch  neue  Niederschlage  gespeist  werden,  nach  dem  Ge- 

abnehmen,  worin  A  und  a  Eonstante  bedeuten. 

Wenn  jedoch  zu  den  Zeiten  ^,  ^  u.  s.  w.  RegenHUle  den  Spiegel 
um  Hohen  i^^,  r^^  u.  s.  w.  heben,  so  gilt  zur  Zeit  t 

Q  =  Ae-"'  +  -Bh-^C'-*»)  -j-  iy-«('-'-)  H ], 

worin  B  wieder  eine  Konstante  bezeichnet**). 

622)  Zeitschr.  d.  Archit.-  u.  Ingen- Ver.  zu  Hannover  82  (1886),  col.  662. 

623)  J.  Baussine9q,  J.  de  math.  (6)  10  (1904),  p.  14. 

624)  J.  Bausiineiq,  Paris  G.  B.  187  (1908),  p.  6;  J.  de  math.  (6)  10  (1904),  p.  17. 
626)  /.  B&ussmesq,  J.  de  math.  (6)  10  (1904).  p.  20. 
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Ist  ^  ="  0,  also  der  Spiegel  cylindrisch,  und  die  geringe  Sohlen- 

neigung  i  überall  dieselbe,  also  3—  =  —  *,  femer  m  nnd  k  überall 
gleich;  so  verwandelt  sich  (221a)  in  die  Gleichung 

(221b)  m|-;  +  *ifi  =  *Ä|J., 

welche  unter  anderem,  wenn  M  und  N  Eonstante  bedeuten,  durch 

Jl  —jr 

z Jir  **      co8^(a;-^<-i^) 

erfüllt  wird,  wonach  Oberflächenwellangen  (von  der  Länge  S)  mit  der 

Schnelligkeit  —  unter  fortgesetzter  Verflachung  Torwarts  wandern"*). 

Speist  das  Grundwasser  Quellen,  so  ist  es,  worauf  JB.  MaiUd^^ 
aufmerksam  macht,  von  praktischer  Bedeutung,  dass  es  ein  regime 
habe,  d.  h.  dass  die  Ergiebigkeitskurven  aller  Trockenzeiten  zusammen- 
fallen, so  dass  man  bei  Kenntnis  der  Ergiebigkeit  in  einem  bestimmten 
Zeitpunkte  vorhersagen  kann,  wieviel  die  Quelle  nach  einer  beliebigen 
Frist  noch  liefern  wird,  wenn  sie  inzwischen  keine  neuen  Zuflüsse 
erhält.  E.  MatUet  hat  auch  für  einige  bestehende  Quellen  die  ein- 
heitlichen Ergiebigkeitskurven  eimittelt. 

Ist  bei  geringer  Tiefe  H^=^0,  also  die  dichte  Sohle  wagerecht, 

dz 
femer  wieder  k  und  m  unveränderlich  und  g—  =  0,  so  wird  Gl.  (221)  zu 

(221c)  »»  ät"       *  ~di *"äF- 

J.  Boussinesq  verlangt  nun,  dass  dies  Grundwasser  ein  derartiges 
regime  habe,  dass  (nachdem  die  Zusickerungen  aufgehört  haben)  sich 
alle  Tiefen  e  proportional  ändern,  also  jedes  e  das  Produkt  aus  einer 
Funktion  des  Ortes  und  einer  Funktion  der  Zeit  sei,  oder  dass 

dz 

(worin  a  f&r  alle  Punkte  gleich  gross)  und  hiernach 

—  maz^k-j^ 
oder 
(222)  —  mazHz  =  k  ^j^^dz  =  k'Zz*  d{zz') 

gelte.  Die  Integration  von  (222)  liefert,  wenn  f&r  x  ^=  L  der  Spiegel 
seine  Scheitellinie  hat,  also  z'^=  0  ist,  wie  das  der  Fall  ist,  wenn  in 


ÖS6}  J.  Boussinesq,  Eaux  conraBtes,  p.  258. 

627)  Paris  C.  B.  184  (1902),  p.  1108;  K  MaiOet,  Essais  dliydraalique,  p.  21  f 

81* 
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der  Entfernung  L  von  der  Quellenlinie  (für  die  x  ^=^0)  kein  Wasser 
zudringt: 

y  ma  (jd»x  —  ^•)  =  Y  (ß^* 


oder 


oder 


'max       'niAx 

welche  Beziehuog  nur  zutrifFt,  wenn'*^ 
(223)  Vjr^  =  0,862 

ist.    Für  einen  entsprechenden  Zeitanfang  wird  dann 

xr„„  =  0,896  5^' 

und  nimmt  die  Ergiebigkeit  der  Quellen  proportional  ^  ab.   J.Boussinesq 

beweist  nun  weiter,  dass  die  Schar  der  der  Zeit  nach  aufeinander 
folgenden  Spiegelleitlinien,  für  welche  (223)  zutrifft,  sehr  ausharrt, 
dass  nämlich,  wenn  (z.  B.  durch  Regen)  eine  Kurve  entsteht,  die 
von  einer  Kurve  der  Schar  etwas  abweicht,  die  Abweichungen  sich 
proportional  ^"  verändern,  also  rasch  verschwinden '^**). 

Er  wiederholt  seine  Betrachtungen  für  gekrümnUe  Sohlenlinieny 
deren  positive  bezw.  negative  H  den  z  einer  Spiegelkurve  propor- 
tional sind  und  findet,  dass  sich  hier  die  Spiegel ordinaten  im  Laufe 
der  Zeit  proportional 

ändern,  wobei  die  Zahl  k  die  Stärke  der  Einbauchung  zum  Ausdruck 
bringt,  femer  dass  Abweichungen  von  einer  Scharkurve  bei  konkaver 
Sohle  mit  e"  ^^*'  verschwinden,  dass  endlich  die  Quellen  proportional  mit 

(i -«-»')• 

versiegen"^). 


e-*' 


628)  J.  de  math.  (6)  10  (1904),  p.  25. 

629)  J.  de  math.  (6)  10  (1904),  p.  38. 

530)  J.  de  math.  (6)  10  (1904),  p.  10,  47,  61. 
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Weitere  Betrachtungen  über  das  Versiegen  stellte  E,  MaiUet^^) 
an  und  fand  beispielsweise^  dass  über  einer  parabolischen  Sohle  mit 
den  nach  oben  positiven  Ordinaten 

(224)  ZQ  =  a'\-hx  —  cx^ 

während  der  trockenen  Jahreszeit  die  Spiegelordinate 

(224a)  z^a  +  hx-cx^^Ae    "" " 

und  daher  die  Strömungsmenge  der  Breiteneinheit  Grundwasserstrom 

-2±c, 

(224b)  q  =  Ak{h-2cx)e    " 

(worin  A  konstant)  sei. 

In  der  Tat  erfüllen  (224  a)  nnd  (224  b)  die  Forderung  der  Kontinuität 

Nach  (224  a)  yermindem  sich  alle  z  beim  Versiegen  um  gleiche  Stücke. 

Da  gleichförmig  zusickernde  Regenwässer  alle  z  gleichviel  yergrössern^ 

bestehen  alle  Änderungen  des  Spiegels  in  einer  Hebung  oder  Senkung'"). 

Ist  die  Sohle  stark  geneigt  und  der  Grundwasserstrom  seicht,  so 

weicht  dessen  Spiegelgefälle  wenig  von  ^  ab,  so  dass 
und  näherungsweise  (225)  zu 

dg  fe^  ^    _      N  d0f^d*Zf^ 

dt~  m^^       ^o;  ^aj  dx* 

wird,  wonach  sich  q  überall,  also  auch,  wo  das  Wasser  zu  Tage  tritt, 
vermehrt  oder  vermindert,  je  nachdem  ^-t<0,  das  heisst,  die  Sohle 
konkav  oder  konvex  ist^^).  Gleichmässig  versickernder  Niederschlag 
ändert  die  ^     nicht.     Er   verursacht    eine   plötzliche   Zunahme    des 

€t  X 

Wasserausflusses,  der  hierauf  wie  zuvor  weiter  wächst  oder  sofort 
abnimmt^.  Ist  die  Sohle  im  oberen  Teil  konvex,  im  unteren  konkav, 
so  nimmt  der  Ausfluss  erst  zu,  dann  ab*^^). 

Werden  die  Ordinaten  des  Grundwasserspiegels  nunmehr  mit  h 
bezeichnet  und  die  Hohen  der  Standrohrspiegel  oder  die  Geschwindig- 
keitspotentiale mit  9,  während  z  jetzt  wieder  die  senkrechte  Koordinate 


681)  E.  Maulet,  Essais  d'hydraolique,  Paris  1906,  p.  49. 
632)  Ebenda,  p.  48.  6S8)  Ebenda,  p.  76. 

634)  Ebenda,  p.  83.  686)  Ebenda,  p.  87. 
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bedeuten  soll,  so  folgt  aus  dem  allgemeinen  Gesetz  der  Gh'undwasser- 
bewegung  ftlr  den  Grundwasserspiegel  sofort 

dh  ,  / d^    .    ch  dtp    »    dh^  3y\ 

di  \      cz  ~^  dx  dx  "^  dy  dg) 

oder  bei  schwacher  Neigung  des  letzteren 

dh  ,  dh 

dt  de  ' 

welcher  Ausdruck  für  ihn,   weil   bei  ihm  tp  und  h  gleichbedeutend 
sind,  mit  ^ 

^dt—      ^d$ 
zusammenfallt.     J,  Boussinesq^^)   führt   nun   aus^   dass   in  unendlich 
tiefem  Grundwasser^'^  letztere  Beziehung  auch  filr  die  übrige  Masse 
zutrifft.      Ist    fQr     eine     solche     daher    bei     stationärer    Bewegung 
q>  —  F{Xj  y,  z)y  so  gibt 

die  Standrohrspiegel  fQr  die  erlöschende  Strömung  an.    Die  Bewegung 
hört  also  dadurch  auf,  dass  die  Bewegungs-  und  Druckzustände  mit 

der  Schnelligkeit  -j-  aufwärtsrücken. 

YI.   Anhang. 

17.  Einwirkung  des  Wassers  auf  das  Flussbett  ^^)  oder  den 
Meeresgrund.  Für  die  Eigenschaften  eines  Flusses  erscheint  vor 
allem  die  Wassermenge  massgebend,  welche  ihm  aus  seinem  Gebiete 
zufliesst.  R,  Siedek^^^  geht  sogar  soweit,  im  normalen  Fluss  Spiegel- 
breite, mittlere  Tiefe,  Gefälle  und  Geschwindigkeit  in  solche  Beziehung 
zu  setzen,  dass  aus  einer  Grösse  alle  anderen  berechnet  werden  können. 
Da  nun  seit  L,  G.du  Btiat^^)  angenommen  wird,   dass  es  für  jede 

586)  J.  de  math.  (6)  10  (1908),  p.  887  f. 

587)  Bei  geringer  Tiefe  findet  hingegen  Füllung  mit  nnstetigem  Anschluss 
an  den  jeweils  noch  onveriUiderten  Spiegelteil  statt;  siehe  oben.  —  Noch  nicht 
mathematisch  behandelt  wurde  der  Wasserspiegel,  der  seitweise  durch  Nieder- 
schläge gehoben,  dann  sinkend  und  verflachend,  sich  über  parallelen  Drftnstr&ngen 
bildet.  Den  Grundwasserspiegel  bei  Bewässerungen  suchte  Basaine^  Ann.  des 
ponts  et  chauss^s  (6)  5  (1888),  p.  84,  zu  verfolgen. 

588)  Die  Ausgestaltung  des  Flussbettes  durch  das  Wasser  bespricht  unter 
Angabe  der  Litteratur  sehr  vollständig  G,  Crugnola,  Politecnico  47  (1899),  auch 
teilweise  deutsch  Zeitschr.  f.  Gewässerkunde  4  (1902),  p.  288  u.  5  (1908),  p.  241  f. 

589)  Siehe  oben  Nr.  4  b,  p.  889  und  Zeitsch.  d.  österr.  Ing.-  u.  Arch.-Ver.  57 
(1905),  p.  61,  77,  216. 

540)  Du  Buat,  Principes  d'hydraulique,  nouv.  ^d.  Paris  1  (1786),  p.  98;  2 
(1786),  p.  98;  Ders.^  Schweben  von  Kugeln  nach  NewUm's  Fallversachen  2,  p.  274. 
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Erd-,  Sand-  oder  Kiesgattong  eine  Stromgeschwindigkeit  giebt^  bei 
der  weder  Abbrach  noch  Ablage  erfolgt  and  sogar  yon  Du  Buat 
und  anderen  ^^)  Bestimmungen  solcher  Geschwindigkeiten  vorliegen, 
könnten  durch  Vereinigung  der  Theorien  Siedek^s  und  Du  Biuifs 
Schlüsse  auf  das  Geschiebe  des  normalen  Flusses  gezogen  werden. 

Mit  dieser  Auffassung  steht  H,  Sternberg  insofern  in  Widerspruch, 
als  nach  ihm  die  Geschiebegrösse  nicht  von  der  Wassermasse  abhängt. 
Er  nimmt  an,  dass,  wenn  ein  Geschiebestück,  also  ein  Sandkorn  oder 
Kiesel  stromab  getrieben  wird,  der  Wasserstoss  den  Reibungs wider- 
stand 9P  nur  unbedeutend  überwiegt,  dieser  dem  Gewichte  P  des 
Geschiebestückes  proportional  ist,  und  dass  die  Verkleinerung  des  Ge- 
schiebes durch  allmähliches  Abreiben  dem  Produkt  aus  dem  Reibungs- 
widerstande und  der  Wegelänge  proportional  ist^*).  Letzteres  ver- 
kleinere sich  also  fortwährend  und  zwar,  wenn  die  Flusslänge  strom- 
auf gemessen  wird,  nach  dem  Gesetze 

(226)  dP  =  cq>Pds. 

Bezeichnen  9>i9  ^'s;  -  *  -  weitere  Konstanten,  so  folgt  aus  (226),  dass 
das  Geschiebegewicht  die  Funktion 

(227)  P^ip^eFv* 

der  Flusslänge  bildet.  Der  Wasserstoss  tpP  wird  seit  L  Newtan^^) 
den  Quadraten  der  Längenabmessung  des  Körpers  und  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  gesetzt,  so  dass  sich  für  ein  Geschiebe- 
stück, das  der  Sohlengeschwindigkeit  Uq  ausgesetzt  ist, 

(228)  9>P-9,F/V 
und  aus  (227)  und  (228) 

(229)  Uo  =-  q>,e'^ 


641)  Th,  Telford  u.  A.  Nimtno  in  Artikel  Bridge  der  Edinburger  Encyolo- 
pädie;  Fr.Ä.  C/mp/en^oeft,  Theorie  der  Eiinststrassen,  Berlin  ISSO,  p.6;  E.H.  Hooker, 
Amer.  Soc.  Giv.  Eng.  Trans.  36  (1897),  p.  289  nennt:  P.  Botmiceau,  £fcude  sur  la 
navigation  des  riviäres  &  mar^es,  Paris  1845,  p.  19  und  BUuikweU  in  Report  of  the 
Referees  upon  the  main  drainage  of  the  metropoUs,  Julj  1857,  Appendix  lY; 
L.  Franzius,  Der  Wasserbau,  Berlin  1800,  p.  168 ;  B.  Luini,  Politecnico  41  (1898), 
p.  398;  SuMer  nach  A.  DoeU,  Regalienmg  geschiebeffihrender  Wasserläofe, 
Leipzig  1896,  p.  23  «  Deutsche  Bauzeitung  17  (1883),  p.  381. 

543)  Zeitschr.  f.  Bauwesen  25  (1875),  p.  488  u.  f.  Der  von  H  Stemberg 
geteilten  Auffassung  hat  bereits,  jedoch  ohne  Rechnung,  D.  Ouglielmini  (lebte 
1655—1710)  Ausdruck  gegeben:  Raccolta  d*antori  italiani  (Bologna  1822)  2, 
p.  842 :  Della  linea  cadente  dei  fiumi  che  corrono  in  ghiara,  opuscolo  inedito. 

543)  /.  Newton,  Philosophiae  naturalis  principia,  Lond.  1687,  YII,  p.  819. 
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ergiebt.  Die  durch  (228)  ausgesprochene^^)  Proportionaliiät  Ton  ti^* 
-and  P  ergiebt  sich  übrigens^  wie  H.  Lato^  bemerkt,  auch  wenn  der 
Stein  nicht  geschoben,  sondern  gekippt  oder  gerollt  wird.  Auf  Flnss- 
strecken,  auf  denen  sich  die  Tiefe  nicht  wesentlich  ändert^  bildet  die 
Sohlengeschwindigkeit  einen  bestimmten  Bruchteil  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit ü,  so  dass,  falls  man  die  Meereshöhe  mit  jer,  also  das 

Gefalle  mit  -f-  v-  bezeichnet,  nach  (9) 

b  jj^ dg 

ist,  und 

(230)  '^  =  ne* 
oder 

(231)  z  —  y'e^'  +  (p' 

als  Gleichung  des  Flusslangenprofiles  hervorgeht. 

Mit  (227)  stimmt  die  Gb-össe  der  Ton  F,  v.  Hochmburger  ge- 
messenen Geschiebe  der  Mur,  mit  (231)  das  Langenprofil  des  Mittel- 
rheins, der  Maas,  Mur  und  Enns^^). 

Sternberg' ^  Theorie  erscheint  zutreffend,  wenn  einzelne  grössere 
Geschiebestücke  die  Sohlenlage  festhalten;  bei  wachsendem  Wasser- 
stand werden  nänüich  die  feineren  Körner  foi-tgeschwemmt,  bis  jene 
Körner  hervorragen,  welche  gross  genug  sind,  der  Strömung  zu  wider- 
stehen. Das  geschieht  häufig  unter  Bildung  von  Kiesbänken  ^^  mit 
flachem  Anstieg  und  steilem  AbfaU.  Die  Kömer  laufen  dann  die 
flache  Rampe  empor  und  bleiben  auf  der  vom  Stromanfall  geschützten 
steilen  Böschung  liegen,  so  dass  die  Bänke,  wie  vielfach  beobachtet, 
langsam  stromabwärts  rücken.  Der  grössere  Teil  der  potentiellen 
Energie  JiJSy  welche  die  Wassermasse  eines  Flussstreifens  von  1  m 
Breite  und  h  m  Tiefe  bei  der  Stromabbewegung  über  die  Strecke  s 
verliert,  wird  also  in  Reibung  längs  fester  Flächen  verbraucht  In  der 
That  ist  auch  der  Geschiebetrieb  der  Flüsse  im  Vergleich  zum  Durch- 


544)  Die  Proportionalität  von  U^  und  P  behauptete  zuerst  A.  Brahma,  An- 
fangsgründe der  Deich-  und  Wasserbaukunst,  Aurich  1763,  p.  108. 
646)  Min.  Proc.  Inst  Civ.  Eng.  82  (1886),  p.  29. 

646)  F,  V,  Hochekburger,  Ober  Geschiebebewegung  und  Eintiefung,  Leipsig 
1886 ;  H,  Stemberg,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  26  (1875),  p.  498 ;  TT.  Heyne,  Wochenschr. 
des  Österr.  Ing.-  u.  Arch.-yer.  11  (1886),  p.  268  nach  den  Angaben  Hochenburger's. 

647)  (L,  G.)  du  Buat,  Prinzipes  d'hydraulique  1,  §  72,  p.  99;  G.  Hagen, 
Handbuch  der  Wasserbaukunet,  2.  Teil,  1.  Bd.,  Berlin  1891,  p.  161.  Sftgezahn- 
fOnnige  Sohlenbildung:  B.  Luini,  Politecnico  41  (1898),  p.  401,  404. 
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fluss  sehr  gering  ^^),  so  dass  z.  B.  auf  1  m^  Anschwemmung  in  der 
Loire  60000,  in  der  Garonne  9000,  in  der  Seine  11800  m»  Wasser 
kommen.  Zum  Unterschied  hiervon  betrachtet  P.  du  Boys^*^)  eine 
aus  übereinander  liegenden  Schichten  gleicher  Kömer  bestehende 
Sohle,  welche  bis  in  grössere  Tiefe  in  Bewegung  begriffen  ist,  wie 
man  es  schon  beobachtet  hat^^).  Jede  Schicht  habe  die  Stärke  e. 
Ist  die  Schleppkraft  (force  d'entrainement)  dem  Reibungswiderstande 
von  n  Schichten  gleich  oder 

(232)  yhJ=  n6(y^  —  r)q>, 

worin  y  das  Raumgewicht  des  Wassers,  y^  jenes  der  Schüttung  und 
9)  wieder  die  Reibungsziffer  bedeutet,  so  bewegt  sich  die  unterste 
Schicht  noch  nicht,  die  darüber  mit  einer  —  übrigens  nicht  bekannten 
—  Geschwindigkeit  v,  die  nächstfolgende,  weil  bei  der  Gleichförmig- 
keit des  Geschiebes  der  Geschwindigkeitsunterschied  benachbarter 
Lagen  gleich  gross  sein  muss,  mit  2v  u.  s.  w.  Der  ganze  Geschiebetrieb 
über  1  m  Sohlenbreite  wird  demnach 

(233)  G^Bv  5^5^) 

sein.  Wird  die  Schleppkraft,  bei  welcher  die  Bewegung  eben  beginnt 
oder  n  =  1  ist,  S  (in  kgm"*)  genannt,  so  dass  S  eine  für  jedes  Ge- 
schiebe bestimmbare  Zahl  ist,  so  gilt  nach  (232) 

(234)  S  =  Biy,-r)9, 
so  dass  sich 

(285)  yhJ=nS 

und 

(236)   G=='i.r^(r^-l)==  -^|,  yhJ{YhJ-S)^n,hJ  (ä  J-f ) 

zeigt,  falls  V^  eine  für  jede  Schichtstärke  «,  also  auch  eine  das  Ge- 
schiebe kennzeichnende  Zahl  bedeutet.  Wird  gemäss  (9)  hJ  =^bU^ 
gesetzt,  so  geht  (236)  in 

(236  a)  G  =  ^hü^  (b  ü^  —  ~) 

über,  wonach  der  Geschiebetrieb  bei  einer  Geschwindigkeit 

beginnt  und  dann  sehr  rasch  mit  U  wächst.     Hierin  liegt  das  Zu- 

648)  X.  X.  Vauihier,  Association  fran9ai6e  pour  ravancement  des  sciences, 
Blois  (1884),  Paris  1886,  18,  p.  97. 

649)  Ann.  des  ponta  et  chaussäes  (6)  18  (1879),  p.  149. 

660)  M,  Eads  im  Mississippi  nach  Amer.  Soc.  Civ.  Eng.  Trans.  36  (1896),  p.  280. 
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treffende  der  Formel.  Ihrer  Ableitong  ist  namlicli  entgegenzuhalten, 
dass  der  Sand^  sofern  er  nicht  rollt,  in  Flüssen  nnr  ausnahmsweise  in 
über  einander  gleitenden  Schichten  und  meist  in  Wirbdn,  die  den 
Staubwirbeln  auf  den  Strassen  ähneln,  fortgetrieben  wird^^).  Auch 
das  Sprunghafte  der  Bewegung  grosserer  Gegenstande  ist  im  Wasser 
wie  in  der  Luft  zu  beobachten.  Die  Geschiebewanderung  findet  ge- 
mäss (336)  nur  auf  jenen  Teilen  der  Sohle  statt,  wo  beim  jeweiligen 
Wasserstande  yhJ^  S  ist.  Durch  Untersuchung  der  bei  Nieder- 
wasser blosliegenden  Eiesbänke  bestimmte  F.  Kreuter^^  an  einigen 
Flüssen,  welches  Geschiebe  beim  Abschwellen  der  Hochwässer  liegen 
blieb.  Konnte  er  dann  auch  die  Höhe  h,  des  Hochwassers  über  dem 
Eies  und  das  Gefalle  J^  des  Hochwassers  bestimmen,  so  setzte  er 

(237)  JX  =  Ä 

Die  S  nahmen  stromabwärts  ziemlich  stark  ab. 

Nach  unmittelbaren  Versuchen  von  6r.  F,  Deacon^^)  soll  übrigens 
bis  zu  Oberflächengeschwindigkeiten  u  Ton  etwa  3  msec'^,  wenn  die 
Sohle  aus  Schlamm  und  feinem  Sand  besteht,  die  Fördermenge  Cr 
der  Potenz  u^  proportional  sein. 

Von  der  Bewegung  des  Geschiebes  auf  der  Sohle  ist  die  Forde- 
rung der  suspendierten  Teüchen  zu  trennen  ^^).  Letztere  entstehen 
—  wenigstens  grösstenteils  —  beim  Abrieb  der  Geschiebestücke  und 
ihre  Grösse  ist  so  gering,  dass  sie  im  allgemeinen  Tom  Wasser  mit 
fortgetrieben  werden  und  sie  für  die  Gestaltung  des  Flussbettes  nur 
wenig  Bedeutung  haben.  Erst  in  der  Nähe  der  Mündungen,  wo  die 
Geschwindigkeiten  sehr  gering  sind,  sinken  sie  zu  Boden  und  bilden 
dort  den  Schlick.  Nach  J,  Dupuü^^)  nimmt  zwar  die  Fähigkeit  des 
Wassers,  Körper  schwebend  zu  erhalten,  wesentlich  mit  dem  Geschwin- 
digkeitsunterschiede benachbarter  Fäden,  also  mit  j-    (worin    z    die 

Tiefe)  zu,  bewegen  sich  aber  die  Schwebeteilcheu,  soweit  dem  nicht 
die  Schwere  entgegenwirkt,  gegen  die  Stelle  hin,  wo  u  sein  Maximum 
hat.     Auch   nach  G.  Jäger  ^^  bewegen   sich  kleine  Körperchen  von 

651)  H.  L.  Partiot,  Ann.  des  ponts  et  chaoss^s  (5)  1  (187 1),  p.  257  f. 

552)  Zeitschr.  f.  Gewässerkunde  1  (1898),  p.  198.  Folgeningen  für  den 
Flnssbau:  F,  KretUer  im  Handbuch  der  Ingenienrwissenschaften  8,  Wasser- 
bau, 2.  Abt.,  1.  Hälfte,  3.  Aufl.,  Leipzig  1899,  p.  175f.  Auf  Grund  des  Wasser- 
stosses :  B.  Williams,  Projektierung  und  Veranschlagung  von  Flussbefestigungen, 
Leipzig  1899,  Erläuterungsbericht  zum  Projekt  der  Elsterberichtigung,  Leipzig  1902. 

558)  Min.  Proc.  Inst,  of  Civ.  Eng.  118  (1894),  p.  95. 

554)  Ausführliche  Angabe  früherer  Arbeiten:  E.  H,  Hooker,  Amer.  Soc. 
Civ.  Eng.  Trans.  86  (1896),  p.  289  u.  f.  555)  J.  Dujmit,  £tudes,  p.  220. 

556)  Wien.  Ber.  112»»  (1908),  p.  1685. 


17«  Einwirkung  des  Wassers  auf  das  Flussbett  oder  den  Meeresgrand.      467 

Stellen  grösseren  zu  solchen  kleineren  Geschwindigkeitsgefälles.  A  Fla- 
mant^^'^)  meint^  dass  die  Tragefähigkeit  des  Wassers  sowohl  mit  seinel* 
Geschwindigkeit  als  auch  mit  seinem  Geschwindigkeitsgefälle  wachse. 
Jedenfalls  nimmt  in  Strömen  der  Gehalt  an  Schwebeteilchen  von  der 
Sohle  zum  Spiegel  ab.  Daher  ist  das  Schweben  wohl  eher  als  Be- 
weis dafür  anzusehen  y  dass  sich  in  Strömen  das  Wasser  wirbelnd 
bewegt  und  stets  solches  von  der  Sohle  zur  Oberfläche  gelangt. 
Das  Mitreissen  wird  dadurch  erleichtert,  dass,  wie  L.  L,  Vauthier^^^) 
nachweist,  in  ruhigem  Wasser  kleine  fallende  Teilchen  ausserordent- 
lich rasch  ihre  Endgeschwindigkeit  erreichen.  Gewöhnlich  ist  der 
Gehalt  an  schwebenden  Bestandteilen  gering^*);  doch  kann  er  —  wie 
dies  bei  Wildbächen  und  Murgängen  geschieht  —  bedeutend  werden. 
Hierbei  giebt  es  nach  Sc.  Gras^^)  einen  Sättigungsgrad,  bei  dem  jede 
Zugabe  neuen  Stoffes  eine  Ablagerung  verursacht. 

Die  Geschiebewanderung  wächst  also  jedenfalls  stark  mit  der 
Geschwindigkeit.  Diese  ist  in  den  einzelnen  Teilen  eines  Laufes  ver- 
schieden. In  den  Krümmungen  findet  am  einbuchtenden  Ufer  eine 
Art  Bückprall  der  Geschwindigkeiten  statt;  die  reflektierten  Ge- 
schwindigkeiten setzen  sich  mit  den  ursprünglichen  zusammen  und 
bewirken,  dass  die  Linie,  längs  welcher  die  grösste  Geschwindigkeit 
herrscht  —  der  Stromstrich  —  sich  dem  einbuchtenden  Ufer 
nähert  und  dort  Auswaschungen  verursacht.  Zudem  verdrängen,  wie 
J.  Boussinesq^^^)  bemerkt,  bei  dem,  Übergang  aus  einer  Geraden  in 
eine  Kurve  die  Wasserteilchen  von  der  grösseren  Fliehkraft,  also  die 
schnelleren  Teilchen,  die  an  der  Oberfläche  waren,  die  langsameren, 
die  sich  in  der  Tiefe  befanden,  wodurch  die  ganze  Wassermasse  in 
Drehung  gerät  und  in  den  Kurven  an  der  Oberfläche  gegen  das  kon- 
kave Ufer  strömt,  an  diesem  abwärts  gleitet  und  an  der  Sohle  sich 
wieder  von  ihm  entfernt.  Auch  diese  Bewegung  führt  zu  einer  Ver- 
tiefung ^^^)  am  einbuchtenden  neben  einer  Erhöhung  am  ausbauchen- 
den Ufer.    In  Kurven   ist   also  die  Wassertiefe   ungleichmässig,   wo- 

657)  A,  Fiamant,  Hydrauliqae  1900,  p.  808. 

558)  Association  fTaii9ai8e  pour  rayancement  des  sciences ,  Blois  18  (1884), 
Paris  1885,  p.  93;  abgekürzt  Ann,  des  ponts  et  chaussäes  (6)  10  (1886),  p.  1168. 

659)  Zahlreiche  Angaben:  (J7.)  Blohm,  Zeitschr.  d.  Architekten-  n.  Ingen.- 
Yereins  zu  Hannover  18  (1867),  col.  246  u.  f. 

660)  Ann.  des  ponts  et  chauss^es  (8)  14  (1867),  p.  17. 

661)  Eaux  coorantes,  p.  610. 

662)  J,  Thomson,  London  Boy.  See.  Froc.  86  (1877),  p.  6;  H,  CHrardon, 
p.  16  in:  6.  internationaler  Binnenschiffahrtskongress,  Haag  1894,  7.  Frage.  Über 
den  Querschnitt  in  der  Geraden:  F.  Kreuter^  Zeitschr.  d.  Osteir.  Ingen.-  u.  Arch.- 
Vereins  66  (1904),  p.  670. 
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durch  sowohl  nach  (228)  als  auch  nach  (233)  die  Ausräumung  bei 
gegebener  mittlerer  Geschwindigkeit  des  Flussquerschnittes  yermehrt 
wird.  Da  aber  schliesslich  ein  Zustand  eintreten  muss,  bei  dem  die 
vom  Oberlaufe  kommende  Geschiebemenge  der  stromabwandemden 
gleich  ist^  folgt^  dass  sich  im  Laufe  der  Zeit  die  mittlere  Geschwindig- 
keit in  der  Kurve  kleiner  als  in  der  Geraden  gestalten,  dass  also  der 
Fluss  in  den  Kurven  einen  grösseren  Querschnitt  als  in  der  Geraden 
annehmen  muss. 

Mit  dieser  Erwägung  stehen  die  Gesetze  im  Einklang,  zu  welchen 
0.  Fargue  durch  die  Analyse  einer  Strecke  der  Garonne  gelangte^. 
Nach  0.  Fargtie  ist  die  Tiefe  des  Fahrwassers  (der  Stromrinne,  pcisse 
navigable)  eine  Funktion  der  ein  Stück  (ecart)  weiter  oberhalb  be- 
stehenden KrQmmung  der  Flussmittellinie  ^^),  mit  der  sie  sich  in 
gleichem  Sinne  ändert;  einem  Wendepunkte  folgt  also  eine  untiefe 
(A^art  du  maigre),  einer  Stelle  stärkster  Krümmung  ein  Tiefstpunkt 
der  Sohle  (ecart  de  la  mouiUe).  Die  stärkste  Krümmung  sei  für  die 
grösste  Tiefe  (loi  de  la  mouiUe),  die  mittlere  Krümmung  ffir  die 
mittlere  Tiefe  massgebend  (loi  de  Vangle)  und  eine  plötzliche  Ände- 
rung des  Krümmimgshalbmessers  rufe  jähe  Tiefenänderung  ^  hervor 
(loi  de  la  continuiU).  Beobachtungen  an  anderen  Flüssen^  und  an 
einem  Yersuchskanal^^^)  haben  diese  Gesetze,  auf  Grund  welcher  Fa/rgne 
auch  Regeln  für  die  Flusstracierung  entwickelt^,  bestötigt,  wenn- 
gleich Ausnahmen  häufig  sind.  Boussinesq^^)  findet,  dass  Fargue- s 
Angaben  über  die  Garonnestrecke  mit  der  Gl.  (109  a)  in  Einklang  stehen. 
Wenn  bei  den  für  die  Ausgestaltung  des  Bettes  massgebenden  Hoch- 
wassern Gefalle  und  Flussbreite  allenthalben  gleich  sind,  gilt  nämlich 
gemäss  (109  a)  für  die  Beziehung  der  Tiefe  h  in  den  Kurven  zu  der 
Aq  in  der  Geraden 

(238)  ^^-^=1 


668)  Ann.  des  ponts  et  chauss^eB  (4)  15  (186B),  p.  84. 

664)  Dass  die  gekrümmten  Strecken  die  grössere  Tiefe  besitzen,  haben 
schon  früher  Legrom  und  Chaperon  ebenda  1888^,  p.  342  f.  ausgesprochen. 

666)  Ebenda,  1804  \  p.  427;  Fargue  sagt  1868',  p.  49  Tiefenabnahme  statt 
Tiefenänderung. 

666)  6.  internationaler  Binnenschiffahrtskongress,  Haag  1894,  JR.  Jasmund 
(Elbe),  P.  Mengin-Lecreuix  und  G,  Guiard  (Seine),  H,  Doyer  (Geldersche  Yssel), 
E.  P.  J.  Tutein-Nolthenius  (Maas). 

667)  Ann.  des  ponts  et  chauss^cs  (7)  7  (1894),  p.  480. 

668)  Ebenda  (4)  16  (1868),  p.  60;  (6)  4  (1882),  p.  801;  (6)  7  (1884),  p.  411; 
7  (1901*),  p.  106. 

669)  Eaux  courantes,  p.  616. 
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Clavd^'^^)  macht  aufmerksam,  dass  wenn  die  Wirkungen  stromab  von 
der  Ursache  auftreten^  soweit  nicht  andere  Umstände  es  verhindern^ 
die  Kurven  abwärts  wandern  müssen.  Solches  wird  häufig  beobachtet ^^^), 
so  hat  Sainjon^'*^)  gefunden^  dass  die  Hager  oder  Sandbänke  in  der 
Loire  mit  der  Geschwindigkeit  0,0013  (u^  —  0?11)  fortschreiten,  wenn 
u  die  Oberflächengeschwindigkeit  bedeutet.  H,  Engd^s^'^^)  hat  durch 
Versuche  im  Kleinen  gefunden,  dass  bei  solchen  Wanderungen  das 
Geschiebe  von  einer  Ausbiegung  des  einen  Ufers  zur  nächsten  des 
anderen  Ufers  überschlägt,  also  einen  Weg  zurücklegt,  der  weniger 
geschlängelt  als  die  Flussaxe  ist. 

Alle  sich  selbst  überlassenen  Flussläufe  zeigen  Windungen. 
J.  Thamson^'^^)  erklärt  sie  durch  die  Abwärtsbewegung  des  Wassers 
an  konkaven  Ufern,  wodurch  sich  schwache  Einbuchtungen  mit  der 
Zeit  verschärfen.  E,  Faber  ^'^^)  bringt  sie  mit  der  von  M.  Moller  und 
F.  P.  Stearns  behaupteten  Bewegung  des  Wassers  in  zwei  Spiralen 
in  Zusammenhang. 

Die  Wirkungsweise  von  Buhnen ,  d.  h.  quer  zur  Flussrichtung  in 
den  Fluss  hereinragenden  Dämmen,  auf  die  Ausgestaltung  des  Bettes 
haben  G,  Hagen  *''*)  und  H.  Engels  ^'^)  mittels  Modellen  untersucht, 
wobei  ersterer  die  Buhnenlage,  letzterer  name&tlich  die  Buhnenform 
veränderte. 

Während  Buhnen  im  Binnenlauf  dadurch,  dass  sie  den  Fluss 
einengen y  ihn  auch  vertiefen,  ist  ihre  Wirkung  in  den  Mündungen 
von  Strömen,  die  sich  in  Meere  mit  starker  Flut  ergiessen,  die  ent- 
gegengesetzte. Für  die  Ausbildung  der  Tiefe  solcher  Mündungen  ist 
es  nämlich,  wie  J.  Dalmann^'^^  erkannt  hat,  am  wichtigsten,  dass  das 

570)  Ann.  des  ponts  et  chaussäes  (7)  9  (1895),  p.  869. 

571)  J,  E,  SilberscMag,  Ausführliche  Abhandlang  der  Hydrotechnik,  Leipzig 
1772,  p.  145,  siehe  auch  oben  p.  464. 

672)  H.  L.  Partiot,  Ann.  des  ponts  et  chaussäes  (5)  1  (1871),  p.  278. 
678)  Zeitschr.  f.  Bauwesen  50  (1900),  col.  858. 

574)  London  Roy.  Soc.  Proc.  25  (1877),  p.  6. 

575)  Deutsche  Bauztg.  81  (1897),  p.  810.    YgL  oben  Nr.  4d,  p.  845. 

576)  G.  Hagen,  Handb.  der  Wasserbaukunst,  8.  Aufl.,  2.  Teil,  1.  Bd.,  p.  396. 

577)  Zeitschr.  f.  Bauwesen  54  (1904),  col.  449.  Versuche  über  eine  Buhnen- 
form: a  Krischan,  Zeitschr.  d.  österr.  Ing.-  u.  Arch.-Ver.  64  (1902),  p.  144, 469.  — 
H,  Engels  machte  auch  Versuche  über  die  Unterspülung  von  Strom pfeilem, 
Zeitschr.  f.  Banw.  44  (1894),  col.  407. 

578)  J.  Dalmann,  Ober  Stromkorrektionen  im  Flutgebiet,  Hamburg  1856. 
Siehe  auch  L.  Frangius  und  G.  de  Thierry  im  Handbuch  d.  Ligenieurwissen- 
Schäften,  8,  8.  Aufl.,  8.  Abt.  1900,  p.'  198  u.  f.;  L,  F.  Vemon-Harcourt ,  Min. 
Proc.  Inst.  Civ.  Eng.  118  (1894),  p.  If.;  H.L.  Partiot,  ebenda  p.  47  f.  sowie  die 
den  letztgenannten  Aufsätzen  folgende  Diskussion. 
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Flutwasser  möglichst  imgehindert  stromauf  laufe,  sich  also  viel  Wasser 
ansammle,  welches  während  der  Ebbeströmung  wieder  stromab  fliesst 
und  die  Sohle  ausscheuert.  Hierbei  ist  der  Endzustand  nach  Ver- 
suchen von  0.  BeynoUls^'^^)  nur  von  der  Höhe  der  Springfluten  ab- 
hängig. Die  natürliche  Form  solcher  Mündungen  folgt  nach  W.  H. 
Wlieeler^^)  dem  Gesetze 

worin  y  die  Breite  bei  mittlerem  Niedrigwasser  und  x  den  Abstand 
vom  offenen  Meer  bedeutet. 

In  fluüosen  Meereii  breitet  sich  das  Süsswasser  bei  seinem  Aus- 
tritt zunächst  über  dem  Salzwasser  aus.  Dabei  schlagen  sich  die 
Schwebestoffe  nieder  und  bilden  eine  Barre,  die  für  die  Schifffahrt 
hinderlich  sein  kann^^).  Aber  die  Barren  bestehen  sowohl  in  fluten- 
den wie  auch  in  flutlosen  ^^)  Meeren  nicht  immer  aus  den  Schwebe- 
stoffen, die  der  Strom  führt,  und  die  Ursachen,  welche  das  Vorhanden- 
sein oder  Fehlen  von  Barren  bewirken,  sind  zum  Teil  strittig^. 

Verwandt  mit  dieser  Frage  ist  jene  nach  den  Ursachen  der  Ver- 
sandung von  Häfen  an  Sandküsten,  sowie  die  Beurteilung  der  Mittel, 
durch  welche  ihre  Tiefe  erhalten  werden  soU^.  Im  wesentlichen 
handelt  es  sich  darum,  den  längs  der  Küste  wandernden  und  sich 
dabei  nach  G.  Hagm^^)  fortwährend  verkleinernden  Sand  aufzuhalten, 
ehe  er  den  betreffenden  Hafen  erreicht  oder  auch  ihn  zu  weiterem 
Vorwärtswandem  zu  bringen.  Naheliegend  ist  die  Annahme,  dass, 
weil  der  Wellenschlag  den  Sand  hin-  und  hertreibt,  schon  eine  ge- 
ringfügige Meeresströmung  den  Sand  mitführt.  Doch  ist  f^  den 
Unterschied  der  Hin-  und  Herbewegung,  also  für  den  Sandtrieb,  nicht 
immer  die  Strömung  massgebend,  sondern  sind  dies  unter  Umstanden 
auch  die  Tiefe  und  die  herrschende  Richtung  des  Seeganges^.     So 

579)  Brit.  Assoc.  Bep.  61.  meeting  held  at  Cardiff  1891,  London  1892  «= 
0.  Eeynolds,  Papers  2,  p.  487. 

580)  W.  H.  WheeUr,  Tidal  rivers,  London  1893,  p.  183;  so  in  anderer  Schreib- 
weise nach  Ansbessenuig  von  Druckfehlern,  auf  die  W.  H.  Whedfr  freundlichst 
aufmerksam  machte. 

681)  W,  H.  Wheelei-,  Min.  Proc.  Inst.  Civ.  Eng.  100  (1890),  p.  118. 

582)  L.  Luiggi,  Min.  Proc.  Inst.  Civ.  Eng.  118  (1894),  p.  110. 

583)  W.  H.  WheeUr,  Min.  Proc.  Inst.  Civ.  Eng.  100  (1890),  p.  122  f. ;  W,  R, 
Bromie,  ebenda  66  (1881),  p.  1. 

584)  Eingehend  mit  Angabe  der  Litteratur  behandelt  von  U.  Keller,  Zeitschr. 
f.  Bauw.  81  (1881),  col.  189,  301,  411;   32  (1882),  coL  19,  161  ff. 

585)  G.  Hagen,  Handbuch  der  Wasserbaukunst,  S.Teil,  1.  Bd.,  p.  215,  Berlin 
1863. 

586)  L.  M,  Haupt,  Joum.  Franklin  Institute  (3)  94  (1887),  p.  264  und  Amer. 
Soc.  Civ.  Eng.  Trans.  23  (1890). 
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entdeckte  0.  Beynolds^'^f  dass  die  Flutbewegung  Sandbänke  erzeugte, 
welche  den  Riffeln  entsprechen,  die  der  Wellenschlag  in  den  Prielen 
hervorruft.  Nach  Mrs.  H,  Ayrion^B  ^^)  Trogversuchen  sammelt  sich  der 
Sand  unter  den  Stellen  grösster  w^erechter  (kleinster  lotrechter) 
Schwingung  stehender  Wellen.  Die  Riffbildung  wäre  viel  stärker, 
wenn  nicht  durch  die  Unregelmässigkeit  der  Astuare  Querströmungen 
entstünden. 

Die  Sandablagerung  an  den  Küsten  selbst  wird  von  den  Wellen 
derart  bespült,  dass  sie  (als  Strand)  eine  Oberfläche  ohne  scharfe 
Krümmung  erhält.  Die  Gestalt  des  Strandes  wird  durch  künstliche 
Einbauten  sehr  beeinflusst^^^).  Bei  Kiesbänken  ist  die  Oberfläche 
stärker  gewölbt  und  findet  eine  Aufbereitung  des  Kieses  derart  statt^ 
dass  die  gröbsten  Kiesel  zu  oberst  kommen.  Sir  John  Coode^^), 
welcher  fand,  dass  der  Orobkies  stets  auf  der  dem  Seegang  ab- 
gewendeten Seite  liegt,  nimmt  an,  dass  die  freiliegenden  grossen  Stücke 
leichter  als  die  eingebetteten  kleinen  bewegt  werden  ^•^).  Er  erwähnt 
auch,  dass  der  Kies  sich  auf  einem  Strand  ansammelt,  wenn  Binnen- 
wind bläst  und  dass  er  bei  Seewind  wieder  verschwindet.  Bemerkt 
werde,  dass  die  erwähnten  Erscheinungen  sich  erklären  lassen,  wenn 
man  im  Gegensatz  zu  Sir  John  Coode  voraussetzt,  dass  die  grossen 
Steine  weniger  als  die  kleinen  mitgerissen  werden,  falls  man  zugleich 
annimmt,  dass  der  Wind  zwar  an  der  Oberfläche  eine  Strömung  in 
seiner  Richtung,  aber  in  der  Tiefe  einen  Rücklauf  in  entgegengesetzter 
bewirkt.  Hiermit  stünde  es  auch  im  Einklänge,  dass  Seewind  den 
Strand  mehr  abflacht  als  Landwind,  nämlich  ersterer  unter  9-  bis  Oy^- 
facher,  letzterer  unter  37^-  bis  4-facher  Anlage^**).  Bei  Versuchen 
von  0.  JicynoWs**')  wurde  der  Strand  um  so  steiler,  je  kürzer  die 
Flutperioden  gewählt  waren. 

Vorstehende  Ausführungen  geben  ein  Bild,  wie  zahlreich  die 
Fragen  sind,  welche  Natur  und  Technik  im  Fluß-  und  Seebau  vor- 
legen und  bei  wie  wenigen  derselben  bisher  eine  mathematische  Be- 
handlung begonnen   hat.     Häufiger   dagegen   nahm   man   zu  Modeü- 

6S7)  Brit.  Assoc.  Rep.  61.  meeting  held  at  Cardiff  1891,  London  1892  »> 
0.  Beynolds,  Papers  8,  p.  489. 

588)  Nach  einem  Vortrag  auf  der  Brit.  Assoc.  74.  meeting  at  Cambridge 
1904;  vgl.  Brit.  Assoc.  Rep.  1904,  p.  676. 

589)  Näheres  in  den  Lehrbüchern  des  Seebaus. 

590)  Min.  Proc.  Inst.  Civ.  Eng.  12  (1853),  p.  537.  Eine  andere  Erklärung 
versucht  H.  B.  Palmer,  London  Phil.  Trans.  1  (1884),  pi  568. 

591)  Min.  Proc.  Inst.  Civ.  Eng»  12  (1853),  p.  540. 

592)  Min.  Proc.  Inst.  Civ.  Eng.  12  (1858),  p.  548. 

598)  Brit.  Assoc.  Rep.  1889  =  0.  Beynolds,  Papers  2,  p.  896. 
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versuchen  seine  Zuflucht.  Für  deren  Erspriesslichkeit  spricht  es,  dass 
als  0.  Reifnolds^^)  die  Merseymündung  nachbildete  und  künsÜiche 
Tiden  erzeugte,  Bänke  und  Rinnen  entstanden,  die  denen  in  der  Natur 
ähnlich  waren,  dass  das  Nämliche  in  einem  Modell  der  Seinemündung  ^*^) 
eintrat,  und  auch  in  einem  Abbild  einer  Binnenstrecke  der  Elbe  die 
Sohle  sich  ähnlich  wie  im  Grossen  ausbildetet^®). 

Da  die  Geschwindigkeiten  mit  der  Wurzel  der  Tiefe  h  wachsen, 
muss  man,  nach  0.  Beynolds^^'^,  wenn  l  die  Länge,  p  die  Zeitperioden 

bezeichnet,  im  Abbild  ^-^^ —  (oder  genauer  unter  Berücksichtigung  des 
Sohlenwiderstandes 

worin  Ä  und  B  durch  den  Versuch  zu  ermittelnde  Konstanten  sind) 
so  gross  wie  im  Urbild  machen,  damit  die  Vorgänge  ähnlich  seien. 
Doch  dürfe  die  Geschwindigkeit  im  Modell  nicht  zu  klein  sein  und 
daher,  wenn  e  die  Steigerung  des  Gefälles  gegenüber  dem  in  der 
Natur  bedeutet,  h^e  nicht  unter  ein  bestimmtes  Mass  sinken,  welches 
für  verschiedene  Darstellungen  desselben  Urbildes  gleich  gross  ist. 
Die  Geschiebedurchmesser  sollten  sich  nach  H,  Engds^^^)  wie  die 
Quotienten  Gefälle  durch  Wassertiefe  verhalten. 

Durch  Modellversuche  hofft  man  daher,  wenn  auch  die  Prüfung 
im  Massstabe  der  Wirklichkeit  nicht  entbehrlich  werden  kann,  mit 
der  Zeit  von  tastender  Empirie  zu  besserer  Einsicht  zu  gelangen. 
In  der  Schaffung  von  Flussbaulaboratorien  einerseits,  in  der  Ein- 
richtung fortlaufender  hydrographischer  Aufnahmen,  welche  das  Wasser 
auf  seinem  ganzen  Wege  vom  Niederschlage  bis  zum  Meere  verfolgen 
sollen,  andrerseits  kennzeichnet  sich  der  Pfad,  den  die  Forschung  auf 
dem  Gebiete  des  Flussbaues  einzuschlagen  begann. 


594)  Brit.  Assoc.  Kep.  57.  meeting  held  at  Manchester  1887,  London  1888 
«  0.  Beynolds,  Papers  2,  p.  883. 

595)  L.  F,  Vemon-HarcouH,  London  Roy.  Soc.  Proc.  45  (1889),  p.  512. 

596)  H.  Engel»,  Zeitachr.  f.  Bauwesen  50  (1900),  col.  357. 

597)  Brit.  Assoc.  Rep.  59.  meeting  held  at  Newcastle  1889,  London  1890 
«  0.  Reynolds^  Papers  2,  p.  394;  Th,  A.  Hearson,  Min.  Proc.  Inst.  Civ.  Eng.  146 
(1901),  p.  216. 

598)  Zeitschr.  f.  Bauwesen  60  (1900),  col.  355. 
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1.  Einleitende  Übersicht.  Die  hydraulisdien  Motoren  dienen 
zur  Gewinnung  von  Leistung;  die  Wirkungsweise  des  Wassers  in  den 
hydraulischen  Motoren  beruht  auf  Umwandlung  von  potentieller  oder 
kinetischer  Energie  des  Wassers  der  natürlichen  und  künstlichen 
Wasserläufe  in  Arbeit.  Die  Arbeit  wird  erzeugt  entweder  durch  eine 
anmittelbare  Wirkung  der  Schwere  des  Wassers  auf  den  Motor^  oder 
durch  eine  Entziehung  von  kinetischer  Energie.  Letztere  wird  erreicht 
durch  Änderung  der  Grösse  und  Richtung  der  relativen  Geschwindig- 
keit des  Wassers  und  das  geschieht  entweder  durch  das  Erzwingen 
bestimmter  Bewegungen  des  Wassers  im  Motor  oder  durch  den  Stoss 
des  Wassers  gegen  Teile  des  Motors. 

Der  Motor  erhält  das  Wasser  meist  aus  natürlichen  Wasserlaufen 
oder  Reservoiren  mittels  des  Zuflussgerinnes  (Oberwassergraben)  zu- 
geführt, während  es  das  tiefer  gelegene  Abflussgerinne  (Unterwasser- 
graben)  in  den  Wasserlauf  zurückführt.  Der  Höhenunterschied  h  der 
Wasserspiegel  im  Zu-  und  Abflussgerinne,  gemessen  in  unmittelbarer 
Nähe  des  Motors,  wird  das  disponible  Gefälle  genannt.  Bezeichnet  q 
das  auf  die  Sekunde  bezogene  Volumen  der  in  derselben  Zeit  durch 
den  Motor  fliessenden  Wassermenge  (sekundliche  Wassermenge)  und  y 
die  spezifische  Schwere  des  Wassers,  so  stellt  das  Produkt 

(1)  L^  =  y.q.  h 

die  auf  die  Sekunde  bezogene  Arbeit,  die  sogenannte  dispotiibte  Lei- 
stung (oder  das  Arbeitsvemidgen)  der  motorischen  Anlage  dar,  welche 
dem  Wasser  durch  den  Motor  entzogen  werden  soll.  Das  kann  wegen 
unvermeidlicher  Verluste  durch  Bewegungshindernisse,  Flüssigkeits- 
reibung  u.  a.  nur  zum  Teil  geschehen.  Die  durch  den  Motor  tat- 
sächlich gewonnene  Leistung  L  wird  die  effektive  Leistung  (Nutzeffekt 
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nach  Grashof)  genannt.     Das  Verhältnis  beider 

L 

L' 


W  ^  -  n 


nennt  man  den  Wirkungsgrad  der  Anlage,  Bezeichnet  L^  den  Ver- 
lust an  Leistung  in  der  Zu-  und  Ableitung  des  Aufschlagwassers^  so 
würde  der  Motor  nur  die  Leistung  L^  —  L^  ausnutzen  können.  Man 
unterscheidet  daher  den  Wirkungsgrad 

(3)  Tjpn:,  =  n. 

des  eigentlichen  Motors  tou  dem  Wirkungsgrad  rj  der  ganzen  Anlage. 

Die  maüiematische  Theorie  der  hydraulischen  Motoren  sucht  die 
Bedingungen  für  die  Grestaltgebung  und  die  Abmessungen  der  Motoren, 
sowie  für  die  Utnlaufsgeschunndigkeit  zu  ermitteln,  unter  denen  rj  und 
iy,  die  grösstmöglichen  Werte  annehmen. 

Die  hydraulischen  Motoren  lassen  sich  in  der  Hauptsache  in  zwei 
Gruppen  bringen,  in  die  der  Wasserräder  und  die  der  Kolbenmascfiinen. 
Bei  ersteren  wirkt  das  Wasser  auf  ein  sich  drehendes  Rad,  bei 
letzteren  durch  seinen  hydrostatischen  Druck  auf  einen  Kolben,  der 
sich  in  einem  Hohlcylinder  hin  und  her  bewegen  kann.  Die  wich- 
tigsten Kolbenmaschinen  sind  die  sogenannten  Wassersäulenmasdiineny 
welche  zur  Hebung  des  Wassers  in  den  Bergwerken  dienen.  Die 
Kolbenmaschinen  werden  hier  nicht  behandelt,  weil  sie  in  mathe- 
matischer Hinsicht  kein  Literesse  bieten. 

Die  Wasserräder  werden  eingeteilt:  1.  in  die  eigenüichen  Wa^er- 
räder,  in  denen  das  Wasser  sich  in  relativer  Ruhe  gegen  das  Lauf- 
rad befindet,  imd  2.  in  die  Turbinen**),  in  welchen  das  Wasser  eine 
Relativbewegung  gegen  das  Rad  vollzieht. 

Die  eigentlichen  Wasserräder  werden  in  der  Gegenwart  mehr 
und  mehr  durch  die  Turbinen  verdrängt;  auch  hat  ihre  Verhältnis- 
massig  einfache  Theorie  keinen  grossen  Einfluss  auf  ihre  Ausführung 
erlangt,  weshalb  sie  im  folgenden  (Nr.  3)  nur  kurz  und  in  den  Haupt- 
zügen angedeutet  wird. 

Die  Pumpen  sind  Vorrichtungen  zur  Hebung  und  Bewegung 
schwerer  Flüssigkeiten,  erfordern  also  Arbeit  zu  ihrem  Betriebe.  Von 
den   zahlreichen  Formen    solcher  Vorrichtungen  sollen  hier  nur  die 


**)  Der  Name  „Turbine**  tritt  zuerst  auf  in  dem  Preisansschreiben  im 
Bulletin  de  la  soci^t^  d'encouragement  pour  rindustrie  nationale  26  (1826),  p.  6: 
Prix  pour  Tapplication  en  grand  des  torbines  hjdrauliqnes.  Vgl.  M,  Rühlmann, 
Beitrag  zur  Geschichte  der  horizontalen  Wasserrilder,  Zeitschrift  des  HannöTer- 
sehen  Arch.  u.  Ing.  Vereins  1  (1864),  p.  227. 
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^7H   rp"  11    if.  ^i*€MtT 

/^<!hn«»f   /    \\^    mr^h    h*»  .^motf-    a    isr  ^r^msanm-  ^lesoome-  glSame- 


,T>fttijr»h  «ti-pr.gjK*  TlwKirT^  f**r  .tritraniufhf^  jfoforpa.  Tiid  Pimo^rfi  .sc 
ivi>^n«o  r-^  >?7i^  -«olch^  i^r  3r.iTaiiiik  i.  Z.  neflc  tnrciiJSlhiiiar 
-▼<><]fpt)  'l^r  ^'»tifn.prTafr**'*^-'^.  "vv^i^he-  iü'  naxfamiasisciie  3«4miiiilx2ii!r 
rfAT  i?M«qttflf»»^riir>Air<*^mjen  inö»r  B^räeksirniiininir  iff"  ^hhekoi  H«??- 
r-mn^.  I«^  -V'  rivi'ihfifinna  nut  ier  iirmiiemHi  V.inpmg!»  biiiii  ir:  sl- 
.•t  ,fh*r  ifi)#»h  55 r  li«^  '«^dmiflehm  AnAimenngwi  so.  üeae  Theone 
ni^^h^  rtoficf,  la  -»s?  i(*»Jln«t,  inrnh  ZIndlhmTur  xer  iijdzauliadusL  WIiiEr- 
•rlwfi/ffllroHli7if^t<ti  fii»  Ch^miuniiimiins  r^viaeiieii  der  heongieaL  :ui* 
2(«>^«h«>rVit  Thpor.e  irul  i««  Ver^n^^hBerzBbniBBcii  w  wisii:  htaaiAirtrilgn. 
»U  'ii^if  4iA  prftWt)w^hp  v''?r^*»nfhmj5  ■''*^  ävdnuiiiachöi  Momrai  omi 
PiTT»p^7i  «»rfor4#>Tlich   mai*hr. 

f>**r  ^fähntÄii   A  nnäh^mmratiieorie  liegr  «iie  .zipirin»  Vorsfceilmuc 

<^h^r  ^^h  Hi^  Hj^raiiiilc  in  der  HaiipCMiiJie  anfbaos* .  An  Scelle  der 
^f^^}\w\r\f\}iifl(mf/>!n  (U^  ^n»dn«!ii  V^'^MereLemeiir«  biirr  die  aoizenAiuLre 
mfM^^.  G^iwk^rmditffk^Ät  «n«i  Wasueracralilea.  Unser  «ler  Voraus- 
4^t/orv^,  4Af9«f  /<i#)!  O^d^.hwinWitjfluitMi  der  einzeinea  Flääsi^eitKlemciite. 
^^I^h^,  ffi**,b  /ii  ^inw  jf/5jrfth45!iiftn  Zeit  in  den  Paukten  einer  ebenen 
KIä^Wä  /"  iWlrid<*n,  d^  Kir:htnnt;f  nach  nicht  ^fM  von  der  Normalen 
4^  Flii/'K^  Ahwm/^h^),  fnhrt  man  das  Verhiltnia  des  Volnmens  q  der 
\n  «\^  MkunA^  Anrr\i  die  fläche  /"  Tden  ätrahlqnerschnitt  >  tataSehlich 
.•♦r^Vm^TKl^  Flßwi^keitJimeD^e  zn  /",  d.  i. 

nU  üof^^AnriM  mit.Men;  ^ie^chwindiffkeit  des  Wasserstrahles  im  Quer- 
fl^hof^fr  /^  iviri  Ihr  fmt.Mpricht  die  Annahme,  dass  die  Bewegung  des 
MfruhlAfi  rriAfh^rnatifK^h  wie  die  eines  unendlich  dfinnen  Wasser&dens 
MmuMi  w^rdnii  darf. 

I;  V^l.  IV  »(;,  Vorbffmffrkiifig  ( Farchheimerj. 

M>  VkI    rnr  fiMH  K/il^driiln  nuoh  TV  20,  Nr.  1— »    Fon^AA^mer). 
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Die  Kontinuitätsbedhigiuig  wird  stets  in  der  Form 
(5)  f^i\  =f^v^  =  ..-  =  q 

benutzt,  wenn  die  f\  die  Strahlquerschnitte  an  verschiedenen  Stellen, 
die  t;^  die  entsprechenden  mittleren  Geschwindigkeiten  bezeichnen  und 
q  die  effektive,  d.  h.  tatsächlich  durch  die  Querschnitte  in  der  Zeit- 
einheit strömende  Wassermenge,  bezogen  auf  die  Zeiteinheit,  ist. 

In  der  Theorie  der  hydraulischen  Motoren  wird  femer  die  Flüssig- 
keitsbewegung als  stationär  vorausgesetzt  und  auf  sie  das  Prinzip 
der  kinetisdien  Energie  in  der  Form  angewendet,  wie  es  sich  für 
einen  unendlich  dünnen  Wasserfaden  gestaltet,  welcher  die  Schwer- 
punkte der  Strahlquerschnitte  enthält,  und  sich  mit  der  mittleren 
Geschwindigkeit  bewegt.  Erfolgt  die  Bewegung  vom  Strahlquerschnitt 
/*!  bis  zum  Querschnitt  f,  deren  Schwerpunlde  über  einer  horizontalen 
Ebene  die  Höhen  jer^,  bezw.  z  haben,  sind  die  hydraulischen  Drücke 
in  diesen  Schwerpunkten  p^,  bezw.  |?,  die  mittleren  Geschwindigkeiten 
t?i,  bezw.  Vy  und  bezeichnet  g  den  hydraulischen  Widerstandskoeffi- 
zienten für  diese  Bewegung,    so  ist  diese  Form  durch  die  Gleichung 

(6)  ^x  +  ?+f^  =  ^  +  7  +  |^(i  +  0 

gegeben.  Sie  wird  sowohl  für  freie,  als  gebundene  Flüssigkeits- 
bewegungen, für  absolute,  wie  relative  Bewegungen  benutzt;  in  letz- 
terem Falle  bedeuten  die  v  relative  Geschwindigkeiten  und  an  die 
Stelle  der  z  •  y  tritt   die  entsprechende  BjÄftefimktion,   so  z.  B.   bei 

der  gleichförmigen  Rotation  der  schweren  Flüssigkeit  U  =  y  (z  -j-  ^j 

falls  u  die  Bahngeschwindigkeit  des  Teilchens  bei  der  Drehung  ist. 
Der  Verlust  an  Energie,  bezw.  Leistung  infolge  des  Stosses  von 
Flüssigkeitsstrahlen  gegen  feste  Körper  oder  Flüssigkeiten  L^  wird 
durch  die  Barda-Camotsche  Formel  in  Rechnung  gestellt.  Diese  ist, 
wenn  m^  die  auf  die  Sekunde  bezogene  Wassermasse,  welche  zum 
Stoss  kommt,  femer  v'  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  Wasserstrahles 
vor,  ü"  die  nach  dem  Stoss,  und  v  —  v'  ihre  geometrische  Differenz 
bezeichnet, 

(7)  Z,  =  i«,(t,'^t>T') 


8)  Für  plötzliche  Grössenilndenmgen  der  Geschwindigkeiten  von  Wasser- 
strahlen berechnet  schon  J,  A.  Borda  (Paris,  M^moires  de  TAcad.  (1766),  p.  579) 
den  Verlust  an  kinetischer  Energie  nach  dieser  Formel;  später  gab  L.  M.  Camotj 
Principes  fondamentanx  de  T^tiilibre,  Paris  1808,  p.  145,  die  Yerallgemeinening 
auf  Grössen-  und  Bichtnngsändenmg  der  Geschwindigkeiten  sich  stossender  un- 
elastischer Körper. 
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der  Beaktionskräfke  für  das  ruhend  gedachte  Rohr  yon  einem  Strahl- 
element 

«  A  =  am  '    --JI — '  TL  s.  w., 

falls  V  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  Elementes  dm  zwischen  zwei 
unendlich  benachbarten  Querschnitten  des  Rohres^  und  a  den  Winkel 
zwischen  v  und  der  X*Axe  bezeichnet.  Bei  der  stationären  Bewegung 
des  Strahles  ist  aber  dm  =  s  -  f »  v  -  dt  =  m^dtj  sonach 

dX  =  m^d{v  cos  a) 
und 

(9)  X  =  mj  (vg  cos  «2  —  Vi  cos  o^). 

Hierin  ist  m^  die  sekundliche  Wassermasse  und  v^  und  a^  beziehen 
sich  auf  den  End-,  v^  und  a^  auf  den  Anfangsquerschnitt  des  Rohres. 
Ist  das  Rohr  in  gleichförmiger  Bewegimg,  so  treten  an  die  Stelle  der 
V  die  relativen  Geschwindigkeiten.  Dreht  sich  das  Rohr  gleichförmig 
um  eine  Axe^  so  ist  das  Moment  der  Reaktionskröfte  für  diese,  wenn 
man  die  Z-Axe  des  Koordinatensystems  in  sie  legt, 

(10)  ifcfj  =  m^  \r^  (q  cos  B^  +  **i)  —  ^2  fe  cos  Ö,  +  w,)] 
und  die  entsprechende  Leistung 

(11)  L  =  M^  •  G}  =  m^\ii^{c^  cos  öl  -j-  Ml)  —  «Ig  (cj  cos  6^  -\-  ti,)]. 

Hierin  bedeuten  die  «  =  r  •  o  die  Drehgeschwindigkeiten  der  Punkte 
im  Abstände  r  von  der  Drehaxe,  o  bezeichnet  die  Winkelgeschwindig- 
keit und  die  0  sind  die  Winkel  zwischen  den  relativen  Geschwindig- 
keiten c  der  Flüssigkeit  im  Rohr  und  den  u, 

3.  Wasserräder.  Das  Laufrad,  dessen  Axe  meist  horizontal 
liegt,  wird  gebildet  von  einem  kreiscylindrischen  Körper,  auf  welchem 
aussen  die  zur  Aufnahme  des  Aufschlagwassers  dienenden  Zellen  sich 
befinden.  Die  Zellen  werden  entweder  aus  ebenen  Brettern  oder  ge- 
krümmten Eisenblechen  hergestellt  (s.  Fig.  2  und  3)  und  sind  seitlich 
entweder  durch  die  Radkränze  abgeschlossen  {Zellenräder)  oder  ofifen 
{Schaufelräder).  Die  Schaufelräder  müssen  deshalb  seitlich  und  auf 
einen  Teil  des  Umfanges  auch  nach  unten  hin  einen  Abschluss  er- 
halten, damit  das  Wasser  nicht  wirkungslos  aus  dem  Rade  fliesst. 
Das  geschieht  durch  den  sogenannten  Kropf y  einem  ruhenden  Bau 
aus  Holz,  Eisen  oder  Stein,  in  dem  sich  das  Laufrad  mit  möglichst 
kleinem  Spielraum,  dem  sogenannten  Kropfspalt,  bewegt  (s.  Fig.  4). 
Die  Wirkungsweise  des  Wassers  ist  allen  diesen  Rädern  (die  Stoss- 
räder  allein  ausgenommen)  gemeinsam.  Das  zugeführte  Wasser  füUt 
die  Radzellen  und  sinkt  mit  dem  sich  gleichförmig  drehenden  Rade 
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ans  dem  Zuflnse-  in  den  Abflussgrabeu  und  die  von  der  Schwere  des 
Wassers  hierbei  verrichtete  Arbeit  wird  auf  das  Rad  übertragen,  da 


vs  relativ  zum  Wasser  in  Uuhe  ist.  In  Fig.  '2  und  3  ist  der  Vorgang 
an  einem  sogenannten  oberschlächtigen  Zellenrade,  in  Fig.  4  an  einem 
Schaufel-  oder  Kropfrade  dargestellt. 


Fig.  4. 

Die  vom  Wasser  auf  das  Rad  übertrugeuo  Leistung  würde  die 
disponible  L^i^h-y  sein,  wenn  nicht  der  Vorgang  mit  Arbeits- 
verlusten  verbunden  wäre.  Einerseits  sind  es  durch  die  Beweguugs- 
widerstände  des  Rades  (Zapfen-  und  Luftreibung)  bedinfrte  Verluste. 
andererseitB  hydraulische  Verluste,  roxi  denen  die  wichtigsten  Ifui-z  be- 
sprochen werden  sollen. 
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Beim  Austritt  des  Wassers  aus  dem  Zuflussgraben  findet  infolge 
der  Plüssigkeitsreibung  und  Wirbelbildnng  ein  Verlust  statt,  welcher 
in  der  Form  von  ^SWit«?o*  bezogen  auf  die  Masse  m^  der  sekund- 
lichen Aufschli^wassermenge  berechnet  wird;  hierin  ist  Wq  die  mitt- 
lere Austrittsgeschwindigkeit  des  Wassers  aus  dem  Zuflussgraben  und 
J;  der  entsprechende  hydraulische  Widerstandskoeflizient. 

Femer  findet  beim  Eintritt  des  Wassers  in  das  Laufrad  ein  Ver- 
lust deshalb  st^tt,  weil  im  Allgemeinen  die  Geschwindigkeit  des  ein- 
tretenden Wassers  von  der  Geschwindigkeit  des  in  den  Zellen  ruhenden 
Wassers  nach  Grösse  und  Richtung  verschieden  ist.  Man  behandelt 
den  Vorgang  wie  einen  unelastischen  Stoss  und  berechnet  den  Verlust 
näherimgsweise  nach  Formel  (8). 

Der  wesentlichste  Energieverlust  ist  meist  mit  dem  Austritt  des 
Wassers  aus  dem  Laufrade  verbunden.  Bei  Zellenrädem  beginnt  die 
Entleerung  der  Zellen  schon  vor  deren  tiefster  Stellung  und  der  Ver- 
lust entspricht  der  Leistung,  welche  die  Schwere  des  aus  den  Zellen 
frei  herabfallenden  Wassers  auf  dem  Wege  bis  zum  Wasserspiegel 
des  Abflussgrabens  verrichtet.  Er  wird  meist  angenähert^)  berechnet 
oder  graphisch^)  ermittelt.  Vergrössert  wird  der  Verlust  durch  den 
Umstand,  dass  die  Wasserspiegel  in  den  Zellen  keine  horizontalen 
Ebenen  sind;  sondern  coaxiale  Kreiscy linderflächen,  deren  Axe  um 
g :  (o^  (w  =  Winkelgeschwindigkeit  des  Rades)  vertikal  über  der 
Radaxe  liegt.  Endlich  bewirkt  einen  Verlust  das  sogenannte  Frei- 
hängmi  des  Rades  (d.  i.  eine  höhere  Lage  des  Rades  über  dem  Ab- 
flussgraben, damit  das  Rad  besonders  bei  Hochwasser  nicht  zuviel 
eintaucht),  sowie  der  Umstand,  dass  das  Wasser  das  Rad  mit  der 
Radgeschwindigkeit  verlässt. 

Bei  den  Kropfrädern  tritt  an  Stelle  des  Verlustes  durch  vorzeitige 
Entleerung  der  Zellen  der  Verlust  im  Kröpfe  durch  den  unvermeid- 
lichen Kropfspalt.  Das  Wasser  in  einer  ZeUe  läuft  zum  Teil  durch 
den  letzteren  in  die  nächst  tiefere  Zelle  und  verrichtet  hierbei  keine 
Arbeit,  welche  auf  das  Rad  übertragen,  also  gewonnen  wird.  Auch 
dieser  Verlust  lässt  sich  nur  näherungsweise  in  Rechnung  stellen 
und  zwar,  indem  die  aus  den  einzelnen  Zellen  austretenden  Wasser- 
mengen mittels  der  Formel 


5)  YgL  hierüber :  J.  V.  Poncelet,  Cours  de  mäcaniqne  appliquäe  aux  machines, 
Pariß  1S76,  2,  p.  184;  F.  Redtenhacher,  Theorie  der  Wasserräder,  p.  70;  C.  Bach, 
Wasserräder,  p.  188;  F.  Orashof,  Kraftmaschinen,  p.  92. 

6)  Th.  Seeberger,  Ableitung  der  Theorie  der  oberschlächtigen  Wasserräder 
auf  graphischem  Wege,  Civilingenieur  16  (1869),  p.  409. 
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berechnet  werden,  in  welcher  f  den  3palt<juer8chnitt,  z^  die  Tiefe  der 
Spaltmitte  unter  dem  Waseerspiegel  der  Zelle  und  u  den  Ausfluse- 
koeffizienten  bezeichnet.  Die  Summe  der  Leistungsrerlnste,  welche 
dem  Herabeinken  dieser  Wassermengen  nm  die  HShendifferenz  der 
Wasserspiegel  zweier  benachbarten  Zellen  entsprechen,  ftir  alle  im 
Kropf  befindlichen  Zellen  führt  seihat  bei  einfachen  Schaufelformen 
auf  ein  kompliziertes  Integral,  welohea  meist  näherungsweise 0  be- 
rechnet wird.  Ein  genaueres  halb  graphisches  Verfahren,  bei  welchem 
die  zu  ennitteltenden  Integrale  durch  Flächen  dargestellt  werden, 
teilte  Grübler^)  mit. 

Zu  den  unterschlächtigen  £opAüdem  gehört  auch  das  sogenannte 
Sagebienrad  ^*)  (s.  Fig.  5).     Es  wird   bei  grossen  Wassermengen  und 


Fig.  6. 

kleinen  Gefällen  mit  Vorteil  verwendet,  da  sein  Wirkungsgrad  ver- 
bältnismässig  gross  ist.  Die  ebenen  hohen  Badschaufeln  weichen  um 
einen  gewissen  Winkel  a  entgegen  dem  Drehsinn  tou  den  Meridian- 
ebenen  ab,  um  das  Überlaufen  des  Waesers  über  die  oberen  Schaufel- 
enden zu  verhindern  und  zugleich  die  Stosswirkung  des  eintretenden 
Wassers  besser  auszunutzen.  Die  Wasserfipiegelmitten  in  den  Zellen 
liegen  auf  einer  Kurve,  die  mit  hinreichender  Annäherung  durch  einen 

7)  VgL  hierüber;  F.  Sedtenbadier,  Iheorie  der  Wasaemidor,  p.57;  K.Schüikt, 
Ober  den  Effektverluat  im  Anagnssbogen  der  Zellenräder  mit  Itfantel,  Verh»nd]. 
d.  Vereins  z.  BefCrd.  d.  GewerbfleisBes  64  (1875),  p.  276;  C.  Bach,  WasaerrHder, 
p.  19S;  F.  Grashof,  KraftmaBchtneit,  p.  100. 

8)  Zur  Theorie  mittelschlächtiger  WftSEerräder  und  dee  Sagebienradea,  Ciril- 
ingenieni  2S  (1876),  p.  109. 

8*)  Vgl.  M.  eil.  Leblanc,  Snr  !a  roue-vanne,  inveut^e  el  executife  par 
H.  Sagebien,  Annalee  des  ponte  et  cbanas^  (3)  15  (18G6;.  p.  IST. 
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zur  Radaxe  konzentrischen  Kreis  vom  Radius 


«•-"i/'*-'^' 
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ersetzt  werden  kann;  hierin  bezeichnet  ^  die  sekundliche  Wassermenge, 
r  den  äusseren  Radius,  h  die  Breite  und  u  die  Umfangsgeschwindig- 
keit des  Rades.  Der  Spaltverlust  wird  wie  bei  den  unterschlächtigen 
Eropfr'adern  analytisch  oder  graphisch  näherungsweise  ermittelt  ^^). 

Eine  Verbesserung  des  Sagebienrades  hat  W.  Zuppinger^^)  be- 
wirkt, indem  er  die  ebenen  Schaufeln  durch  gekrümmte  ersetzt  und 
hierdurch  die  Verluste  beim  Ein-  und  Austritt  des  Wassers  herab- 
zieht. 

Eine  besondere  Klasse  von  Wasserrädern  bilden  die  sogenannten 
Stossräder,  auf  die  das  Wasser  nur  durch  Stoss  wirkt.  Da  äussersten 
Falles  nur  die  Hälfke  der  Energie  durch  Stoss  in  Arbeit  umgewandelt 
werden  kann,  so  ist  der  Wirkungsgrad  solcher  Räder  stets  <  ^. 
Die  vorteilhafteste  mittlere  Umfangsgeschwindigkeit  des  Stossrades 
ist  theoretisch  gleich  der  Hälfke  der  Zuflussgeschwindigkeit  des  Was- 
sers im  Zulaufgerinne  (sog.  Schnurgerinne);  in  Wirklichkeit  ist  sie 
nur  etwa  0,4  dieser  Geschwindigkeit,  welche  Abweichung  als  eine 
Folge  der  Verluste  sich  ergiebt. 

Nicht  unbeträchtlich  ist  der  Verlust,  welcher  dadurch  entsteht, 
dass  das  Wasser  im  Schnurgerinne  unter  den  Schaufeln  zum  Teil  weg- 
fliesst,  ohne  zum  Stoss  zu  gelangen,  wenn  sich  die  Schaufeln  vor 
oder  hinter  der  tiefsten  Stellung  beiGlnden;  mit  hinreichender  An- 
näherung hat  ihn  F.  Gerstner  ^^)  ermittelt.  Durch  Anordnung  meh- 
rerer Stossräder  im  selben  Schnurgerinne  hintereinander  lässt  sich  ein 
höherer  6esamtwirkungsgrad  erzielen  ^^,  da  dann  die  kinetische  Energie 
des  abfliessenden  Wassers  zum  Teil  auf  jedes  folgende  Rad  über- 
tragen wird. 

9  •  Dieses  Resultat  rührt  von  G,  Zeuner  her  und  findet  sich  mitgeteilt  in 
der  in  Fussnote  8  genannten  Arbeit  Grüblers  zugleich  mit  der  Zeunerschen  Theorie 
dieses  Rades.  YgL  anch  C.  Bach,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutscher  Ingenieure  17 
(1878),  p.  202. 

10)  Vgl.  hierüber  M.  Grübler,  Civiling.  2  (1876),  p.  409;  femer  F.  Grashof, 
Kraftmaschinen,  p.  155. 

11)  Vgl.  C.  Bach,  Wasserräder,  p.  126  u.  287. 

12)  Abhandlungen  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  2 
(1795);  femer  auch:  Handbuch  der  Mechanik,  Prag  1882,  p.  849. 

18)  Vgl.  hierüber  J.  Weisbaeh,  Maschinenmechanik,  p.  228;  F.  Chnxshof, 
Kraftmaschinen,  p.  175;  femer  A.  Fliegner,  Zur  Beurteilung  der  unterschlächtigen 
Wasserräder,  Schweiz.  Bauzeitung  85  (1894),  p.  102. 
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ZwiKhen  den  WaE»errödeni  und  den  Turbinen  steht  das  sog. 
Foncelet-Had^**),  bei  dem  das  Wasser  von  nuten  her  atossfrei  in  das 
iütd  eintritt,  an  sehwach  gekrfimmten  Schaufeln  an&teigt  (b.  Fig.  6), 
bis  seine  Geschwindigkeit  relativ  zum  Etode  =  0  geworden  ist,  und 


Pig   6 


dann  durch  seine  Schwere  Arbeit  Terrichtend  wieder  herabsinkt.  Das 
Elad  eignet  sich  nur  für  kleine  Gefälle  und  Wassermengen  und  wird 
längst  nicht  mehr  verwendet  Seine  Theorie  ist  aber  sehr  interessant 
und  bat  zu  vielen  Untersuchungen**'')  Änlass  gegeben. 

4.  Grandgleiobungen  der  Torblnentheorie.  Der  Hauptteil  einer 
jeden  Turbine  ist  das  Laufrad,  welches  znnieist  aus  zwei  Radkränzen 
besteht,  dereu  Zwischenraum  durch  eine  Anzahl  kongruenter  gekrfimmter 
Schaufeln  in  die  gleiche  Zahl  kongruenter  Zellen  oder  Kai^e  (Kad- 
kanäle)  zerlegt  wird.  Durch  die  Zellen,  bezw.  längs  der  Schaufeln 
tliesst  das  Wasser  und  erleidet  hierdurch  eine  Änderung  der  Grösse 
und  Richtung  seiner  relativen  Geschwindigkeit.  Die  so  entstehenden 
lleaktionskriifte  verrichten  die  Nutzarbeit  der  Turbine,  Füllt  das 
WtiBser  die  Zellen  des  Laufrades  ganz  aus,  so  heisst  die  Turbine  VoH- 
Uirbiiif  {mch  Reaktions-  oder  Überdruckturbine,  weil  der  hydraulische 
Druck  in  den  Radkannlini  im  allgemeinen  grösser  als  der  Luftdruck 
i8t\  im  anderen  Falle  Frästre^tUurbinc  (Aktion»-  oder  Dmckturbiiie, 
wohl  auch  Partialturbine).  Das  Wasser  wird  dem  Laufrade  in  be- 
stimmter Riohttmg  zugt'ftlhrt  und  zwar  durch  den  sogenannten  Lrit- 
ii/tpnr»/,  welcher  aus  ähnlich  geformten  Zellen  oder  Kanälen  (^Leit- 
kanälun)  besteht,  wie  das  Laufrad.    Findet  die  Zuführung  des  Wassers 

ii'i  J.  rimcrlel ,  Mt'uioira  eur  ta  roue  hjdranliqae  ü  anbes  i'oaibes.  mu«i 
l'Hr  dOMOUd.  Moti  l^äT. 

IS^>  J.  PoMttIfl,  Cour«  de  mecaniqae  appUqu««  kiu  maclÜDH,  Meti  IniC, 
$  l&V.  \'g\.  hi«nu  ausser  d«ii  aul'  das  FoDcelet-Rad  betüglicheD  Äbtchnitten 
d»r  »iiifjangi  aufgctithrten  Lehiliächer  noch  die  Arbeit  ton  H.  Biiiü.  Pari«  0. 
K.  «t  ,i8«r.  p.  1194. 
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auf  dem  ganzen  Umfange  des  Laufrades  statt,  so  bilden  die  Leitkanäle 
einen  ruhenden  radförmigen  Körper,  das  sogenannte  Leitrad,  und  die 
Turbine  heisst  voll  beaufschlagt.  In  jedem  anderen  Falle  heisst  die 
Turbine  teilweise  oder  partiell  beaufschlagty  wohl  auch  Partialturbim, 
Der  schmale  Raum  zwischen  Lauf-  und  Leitrad  heisst  der  Spalt,  Ist 
der  hydraulische  Druck  im  Spalte,  der  sogenannte  Spaltdruck,  grösser 
als  der  Aussendinick,  so  tritt  Wasser  durch  den  Spalt  aus  und  das 
führt  zu  einem  Energieverlust,  welcher  Spaltverlust  heisst. 

Das  Wasser  bewegt  sich  durch  das  Laufrad  der  Hauptsache  nach 
entweder  in  axialer  oder  in  radialer  Richtung.  Demgemäss  unter- 
scheidet man  Axial-  oder  Radialturbinen.  Fliesst  in  letzteren  das 
Wasser  von  innen  nach  aussen,  so  heissen  sie  von  innen  beaufschlagte, 
innenschlächtige  oder  auch  Foumeyronturhinen^^)]  bei  umgekehrter 
Bewegungsrichtung  werden  sie  von  aussen  beaufschlagte,  ausseti- 
schlächtige  oder  auch  nach  ihrem  Erfinder  Francisturbinen^^)  genannt. 

Der  Austritt  des  Wassers  aus  dem  Laufrade  erfolgt  entweder  in 
die  freie  Luft,  oder  in  das  Wasser  de?  Abflussgrabens  oder  endlich 
in  ein  luftdicht  abgeschlossenes  Rohr,  Saugrohr  genannt-  Letzteres 
wird  entweder  vom  abfliessenden  Wasser  ganz  erfilllt  (wie  z.  B.  bei 
den  Turbinen  von  Henschel^*^)  und  Francis),  oder  aber  nur  bis  zu  einer 
gewissen,  regulierbaren  Höhe  unter  dem  Laufrade.  In  letzterem  Falle 
wird  in  das  Saugrohr  eine  regulierbare  Luftmenge  eingeführt  und 
hierdurch  der  Druck  im  Saugrohr  auf  der  erforderlichen  Höhe  unter 
dem  Luftdruck  gehalten. 

Im  Folgenden  wird  zunächst  die  Theorie  der  VöUturbinen  ent- 
wickelt und  der  Ableitung  der  bezüglichen  Gleichungen  eine  Radial- 
turbine mit  äusserer  Beaufschlagung  und  Saugrohraufstellung,  wie  sie 
die  Fig.  7a  und  7b   schematisch   zeigen,   zu  Grunde  gelegt**).      Die 

14)  Die  Erfindung  der  heutigen  Turbinen  ist  unzweifelhaft  dem  französischen 
Ingenieur  B,  Fourneyron  zuzuschreiben  (vgl.  hierüber  z.  B.  M.  Bühlmann,  All- 
gemeine Maschinenlehre  1,  Braunschweig  1862,  p.  808),  obwohl  die  Verbesserung 
der  Reaktionsräder  durch  Hinzufugung  eines  ruhenden  Leitapparates  ein  Verdienst 
L.  Eulef%  bildet. 

14»)  Vgl.  J.  Frafuns,  Lowell  hydraulic  ezperiments,  Boston  1866. 

14^)  Die  Axialturbine  und  das  Saugrohr  wurden  erfunden  und  zuerst  aus- 
geführt Yon  Oberbergrat  Henschel  in  Cassel;  vgl.  hierüber  die  in  der  Fußnote 
auf  p.  475  zitierte  Arbeit  von  M.  Bühlmann, 

16)  Die  heutige  Turbinentheorie  ist  auf  PonceUt  zurückzuführen,  der  sie 
unabhängig  von  den  bezüglichen  Arbeiten  L.  Euler^s  zunächst  für  die  Fourneyron- 
turbine  entwickelte,  wobei  er  die  inneren  Verluste  nach  Borda  in  Rechnung 
stellte.  Bedtenbacher  übernahm  die  IJheorie  Poneelefs,  indem  er  die  erwähnten 
Verluste  sowohl  nach  Borda  ^  als  mittels  des  Weisbaeh'' sehen  Verfahrens  gleich- 
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entflprechenden  Gleichungen  uiid  Ausdrücke  fSi  die  aadereiL  Turbineii- 
orten  lassen  sich  aus  den  entwickelten  dann  durch  einfache  Speziali- 
sierangen  ableiten. 


Bezeichnen   wie  in   Nr.  3   die  g^   die   HShea    der    Schwerpunkte 
der  Flüssigkeiteqnersduiitte  über  einen  beliebigen  Horizont,  a^  ■=  ^ 


seitig  berückaichtigte  und  die  Theorie  &of  die  Aziftlturbinen  übertrug.  Die 
Dftratellnng  bei  Weübach  ist  einheitlicher,  da  die  Widentäude  nur  mittela  seines 
hydraulischen  WidentandskoeiBzienten  berechnet  werden.  Die  ÜbMtragung  der 
Theorie  anf  die  anwenbeanfscfalagten  Badia1-(E^nciB-)Tnrbinen  erfolgte  doreh 
G.  Zeuner  (Cirilingenienr  2  (1866),  p.  101).  Von  «ehr  allgemeinen  Grundlagen 
geht  hei  der  AnfsteUnng  der  Gruudgleicbnngen  der  Tnibinentheorie  H.  Gerardi» 
(Theorie  de«  moteurs  hydraoliqnea,  Pitib  ISTS)  aus,  doch  gelangt  er  durch  ent- 
iprecbende  vereinfachende  Annahmen  schli^eelich  zu  Gleichungen,  die  im  weeoDt- 
lichen  mit  den  folgenden  fibereinstimmen. 
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die  entsprechenden  hydraulischen  Dmck-(Piezometer-)Höhen,  v^  die 
wahren^  c^  die  relativen  mittleren  Geschwindigkeiten  des  Wassers  in 
den  beti-eflFenden  Querschnitten,  %  =  r^  •  ©  die  Umfangsgeschwindig- 
keiten des  Laufrades,  g^  die  hydraulischen  Widerstandskoeffizienten, 
und  zwar  sei  füi'  den  Zuflussgraben  k  =  0,  fQr  den  Eintritt  in  das 
Laufrad  k  =  1,  für  den  Austritt  aus  ihm  k  =  2,  für  den  Eintritt  ins 
Saugrohr  k  =  3  und  für  den  Austritt  aus  letzterem  7:  =  4;  werden 
endlich  die  entsprechenden  Grössen  ohne  Index  auf  den  Austritt  des 
Wassers  aus  dem  Leitapparat  bezogen,  so  erhält  man  zufolge  Gl.  (6) 
für  die  Bewegung  des  Wassers  aus  dem  Zuflussgraben  bis  zum  Aus- 
tritt aus  dem  Leitapparat  die  Gleichung 

(12)  2  g  (z,  +  a,-g-a)  =  to%'  +  (1  +  g)  «*  -  i'oS 

in  welcher  a^  =        dem  Druck  der  Luft,  der  im   Oberwassergraben 


V, 


herrscht,  entspricht  und  ^  -~    die   dem   Verluste    an    Energie    vom 

Oberwassergraben  bis  zum  Eintritt  in  den  Leitapparat  entsprechende 
Geschwindigkeitshöhe  darstellt. 

Der  übertritt  des  Wassers  aus  dem  Leitapparat  ist  mit  einem 
Verlust  an  kinetischer  Energie  infolge  des  Wasserstosses  gegen  die 
Badschaufeln  verbunden,  welcher  nach  Gl.  (7),  bezw.  (8)  sich  zu 

(13)  -«     1   « 

"^   ==  ^  mj  [(v  cos  ipi  —  Cj  cos  6^  —  u^y  +  {v  sin  ^^  —  q  sin  öj*] 

berechnet.  Hierin  bezeichnet  ^^  den  Winkel  zwischen  v  und  der 
Umlaufsgeschwindigkeit  u^  des  Laufrades,  q  die  relative  Geschwindig- 
keit des  Wassers  gegen  das  Laufirad  nach  dem  Stoss  und  0^  den 
Winkel  zwischen  q  und  u^. 


Fig.  9. 


Femer  findet  noch  ein  Wasserverlust  durch  den  Spalt  (Spalt- 
verlust) bei  diesem  Übertritte  statt;  doch  soll  dieser  als  sehr  klein 
und  daher  in  den  folgenden  Gleichungen  vemachlässigbar  vorausgesetzt 
werden. 
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Für  die  relative  Beivegung  des  Wiissers  durdi  das  Laufrad  erhält 
man  aus  der  durch  ZufÜgung  der  Glieder  u^^  —  u^*  (welche  den 
Zentrifugalkräften  entsprechen)  erweiterten  61.  (6)  die  Beziehung 

(14)       2.7  (z,-z,-\-a-  a,)  =  (!  +  £.)  c,'  -  c,»  +  h.»  -  «,»  +  r/, 

in  welcher  e^^=-  s  ist  und  z^  —  £^  =  h^^  die  sogenannte  Laufrad- 
höhe, d.  i.  den  Höhenunterschied  der  Schwerpunkte  der  Ein-  und  der 
Austrittsquerschnitte  des  Laufrades  darstellt ^^).  Liegt  die  Laufradaxe 
horizontal  und  bezeichnet  z^  ihre  Höhe  über  dem  angenommenen 
Horizont^  so  setzt  man  näherungsweise  z^=i  z^=  z.     Femer  ist 


( 15)  c^  =  y{v  cos  ^j  —  Ml)*  +  {v  sin  ^»j)^ 

die  relative  Eintrittsgeschwindigkeit  des  Wassers  in  das  Laufrad  vor 
dem  Stoss.  Gl.  (14)  geht  nach  Substitution  der  Werte  für  c^  und 
v,  über  in 

^     '^=(l  +  J;,)Cg*  +  q^  — 2i;qcos(0i  — tt^i)  +  2wiCiCos0i+V  — 'V- 

Der  Klammerinhalt  der  linken  Seite  stellt  zugleich  den  sogenannten 
SpaUiiberdruck  dar. 

Der    Übergang  des  Wassers  aus  dem  iMufrad  in   das  Saugrohr 
geschieht  gemäss  der  Gleichung 

(17)  2  g  (a^  —  a,)  =  v^^  -f  (Cj  sin  0^  —  r,)>  +  (o^  4-  c^  cos  Ö,)*  —  v^-, 

in  welcher  das  2.  und  3.  Glied  der  rechten  Seite  den  Stossverlust 
darstellen,  während 

(18)  r,  =  >/(«,  +  c,  cos  Ö,)*  +  (c,  sin  Ö,)- 

die  wahre  Äustrittsgeschwindigkeit  aus  dem  Laufrade  und  6^  der 
Winkel  zwischen  te,  und  Cj  ist. 

Endlich  ergiebt  sich  für  die  Bewegung  des  Wassers  durdt  das 
Saugrohr  die  Gleichung 

(19)  2g (z^ -g,  +  a^- «,)  =  ?,«,*  +  (1  +  g,)  i-/ -  r,», 

16)  Den  WiderstandskoefHzienton  ^  hat  zuerst  Combes  (Rechercbes,  Note  A, 
p.  82)  in  der  Turbinentheorie  verwendet  und  einen  entsprechenden  Ausdruck 
dafOr  abgeleitet;  in  die  Hydraulik  hat  ihn  jedoch  erst  J,  Weisbouih  (Versuche 
über  den  Ausfluss  des  Wassers,  Leipzig  1842,  Vorrede  p.  VE)  eingeführt.  Chnu- 
hof  (Kraftmaschinen,  p.  242)  stellt  tt  ^^  Funktion  der  Krümmung  und  Breite 
der  Radkanäle  dar,  während  H.  OtsterUin^  Untersuchungen  über  den  Energ^e- 
yerlust  des  Wassers  in  Turbinenkanälen,  Berlin  1908,  noch  den  Einfluss  der 
inneren  Reibung  des  Wassers  ausser  dem  der  Abmessungen  der  Kanäle  auf  die 
Grösse  yon  ^  in  Rechnung  zieht,  und  durch  Versuche  feststellt,  das» 
0,06  <C  ^  <C  ü,l  und  ^  stark  yon  der  Krümmung  der  Kanäle  abhängt. 
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in  welcher  jg^  =  z^  und  a^  =  a^  zu  setzen  ist,  da  der  Unterwasser- 
graben unter  dem  Luftdruck  steht.  Es  ist  hierbei  v^  die  mittlere 
Austrittsgeschwindigkeit  aus  dem  Saugrohr  und  ^  der  Widerstands- 
koeffizient fiir  den  Austritt. 

Die  Addition  der  Gleichungen  (12),  (13),  (16),  (17)  und  (19) 
liefert  unter  Berücksichtigung  von  (14),  (15)  und  (18)  die  erste  Grimä- 
gleichuny 

2gh  =  ^Vq^  +  (1  +  5)  ^^+  ^1*  +  2t;Ci  cos  (ö^  —  ^J  —  2u^  c^  cos  0^ 
(20)  ^u,'-u,'-^{l-^t,)c^-2c,v,sme,  +  (l  +  t,)v,, 


2 


S 


in  welcher  z^  —  z^  =  h  gesetzt  wurde.  Die  Grösse  h  entspricht  dem 
disponiblen  Gefälle,  wenn  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  Ober-  und 
Unterwassergraben  dieselbe  ist,  was  zumeist  vorausgesetzt  werden 
kann.  Femer  kann  ebenfalls  mit  hinreichender  Annäherung  v^  =  v^ 
gesetzt  werden. 

Zu  dieser  Gleichung  tritt  die  KonHnuitätsbedingung  in  der  Form 

(21)  Q=fo%  =  f'V  =  f\q  =  /;cj  =  f^v^  =  f^v^. 

Ersetzt  man  die  c^^  und  v^  durch  q  und  die  Querschnitte  f^,  so  giebt 
die  Gleichung  (20)  den  Zusammenhang  zwischen  q  und  cd  im  statio- 
nären Zustande.  Geometrisch  lässt  sich  dieser  Zusammenhang  durch 
einen  Kegelschnitt  darstellen,  dessen  Mittelpunkt  im  Eoordinaten- 
anfang  des  Systems  (g,  ca)  liegt. 

Für  die  Leistung  der  Beaktionskräfte  erhält  man  aus  Gl.  (11) 
unter  Berücksichtigung  des  Stossverlustes  L^  beim  Eintritt  des  Was- 
sers in  das  Laufrad  nach  Gl.  (8) 

(22)  L  =  q  '  y[uj^v  cos  V'i  —  w» (^2  cos  ög  -|-  **j)] ") 
und  sonach  als  Ausdruck  für  den  Wirkungsgrad  der  Anüage 

(23)  iy  =  -^^^  =  i-  [mj V  cos  ^^  —  u^  (cg  cos  0,  +  w^)]  •         ^ 
Ersetzt  man  in  (22)  und  (23)  die  Vj^  und  Cj^   mittels  (21)  durch 


17)  Einen  anderen  Ausdruck  für  L  ent¥rickelt  G,  Zeuner^  Theorie  der  Tur- 
binen, p.  101  ff.  in  der  Absicht,  Theorie  und  Versuch  in  bessere  Übereinstim- 
mung zu  bringen  und  L  sowohl  fQr  Turbinen  als  Pumpen  gültig  zu  machen, 
und  zwar  den  folgenden 

L  ^^  qy  [u^  V  cos  t^j  —  M,  (c,  cos  Ö,  -f  **i)] 

+  i  So  97  { «^  C08  (Oj  —  'tlf^)  —  1*1  cos  öj  —  Cj }  Wj  cos  Oj ; 
in  ihm  ist  {^  ein  besonderer  „Sto88koeffizient*\     Eine  entsprechende  Änderung 
erfährt  auch  61.  (20)  und  zwar  durch  Einführung  eines  weiteren  Koeffizienten  j;^^ 
des  ,,Eintrittskoef&zienten^S 

EncyUop.  d.  math.  WUtenioh.    IV  S.  38 
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<l  und  die  fj^,  so  erhält  man  nach  Elimination  Ton  q  aus  diesen  Glei- 
chungen und  aus  (20)  eine  Gleichung  vom  6.  Grade  zwischen  L  nnd 
Gj,  sowie  eine  solche  4.  Grades  zwischen  r^  und  to. 

Auch  der  Spaltdruck  ändert  sich  mit  co;  das  Änderungsgesetz 
lässt  sich,  wie  (16)  in  Verbindung  mit  (20)  ersichtlich  macht^  durch 
eine  Kurve  4.  Ordnung  anschaulich  darstellen. 

Bei  Aufstellung  vorstehender  Grundgleichungen  (20),  {22)  und 
(23)  sind  folgende  drei  Verluste  nicht  in  Rechnung  gestellt  worden: 
1.  Der  Verlust  infolge  des  Stosses  der  Wasserstrahlen  gegen  die 
Schaufelköpfe  beim  Eintritt  des  Wassers  in  das  Laufrad;  er  ist  ver- 
hältnismässig klein  und  kann  durch  zweckentsprechende  Form  der 
Schaufelköpfe  sehr  herabgezogen  werden;  2.  ein  Verlust,  der  dadurch 
entsteht,  dass  sich  die  Stellungen  der  Badschaufeln  gegen  die  Leit- 
schaufeln fortwährend  ändern,  wobei  die  relativen  Strahlquerschnitte 
zwischen  zwei  Grenzen  schwanken;  dieser  Energieverlust  wird  ver- 
schieden beurteilt  ^^);  jedenfalls  ist  er  sehr  klein  und  kann  näherungs- 
weise im  Koeffizienten  ^^  mit  berücksichtigt  werden;  3.  der  Spaltverlust^ 
welcher  bei  grossem  Spalt  und  Spaltdruck  sehr  beträchtlich  werden 
kann.  Jedoch  lässt  sich  der  Spalt  so  gestalten,  dass  das  Wasser  beim 
Durchfliessen  sehr  grosse  Widerstände  findet  imd  folglich  verhältnis- 
mässig wenig  Wasser  verloren  geht.  Bei  zweckmässiger  Ausführung 
der  Turbine  darf  deshalb  der  Spaltverlust  in  den  Gnmdgleichungen 
vernachlässigt  werden. 

Die  aufgestellten  Grundgleichungen  sind  für  innen  und  für  aussen 
beaufschlagte  Turbinen  nur  dadurch  unterschieden,  dass  r^  ^  r^  ist 
und  erstere  kein  Saugrohr  haben.  Bei  Axialturbinen  nimmt  man  g^e- 
wöhnlich  r^^=^r^  an,  wodurch  sich  die  Gleichungen  etwas  verein- 
fachen. Doch  fällt  hierdurch  der  Einfluss  der  Zentrifugalkräfte  aus 
den  Gleichungen,  ein  Umstand,  der  bisher  nicht  genügend  berück- 
sichtigt wurde  ^®). 

Die  neueren  aussen  beaufschlagten  Badialturbinen  mit  Saugrohr 
haben  die  Eigentümlichkeit,  dass  das  Wasser  nicht  nur  in  radialer, 
sondern  auch  in  axialer  Bichtung  abgelenkt  wird;  sie  sind  also  Kom- 
binationen  von  Axial-   und  Badialturbinen   und  haben  alle  doppelt- 


18)  Vgl.  z.  B.  C.  Bach,  Wasserräder,  p.  40;  F.  Grashof,  Kraltmaschinen, 
p.  216;  G.  Henmonn^  Weübach's  Maschinen  -  Mechanik  2*,  p.  422);  2?.  Siribel; 
Der  Einfluss  der  SchaufelstSrken  der  Turbinen,  Zcitscbr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing. 
36  (1891),  p.  612;  E,  Brauer,  Grundriss,  p.  28. 

19)  M,  Grübler y  Beziehungen  zwischen  Theorie  und  Versuchen  bei  Axial- 
Vollturbinen,  Rig.  Ind.- Zeitung  1891,  p.  282. 
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Fig.  10. 


gekrümmte  Schairfeln^®).  Besonders  auffällig  ist  dies  bei  den  Tur- 
binen von  Svaine  (s.  Fig.  10),  die  trotz  kleinem  äusseren  Durchmesser 
viel  Wasser  durchlassen;  ihre  Umlauf s- 
geschwindigkeit  ist  dementsprechend  gross. 

Sollen  die  entwickelten  Grundgleichun- 
gen mit  einer  för  technische  Zwecke  hin- 
reichenden Genauigkeit  bestehen,  so  muss 
in  erster  Linie  der  Bedingung  genügt  werden, 
dass  der  hydraulische  Druck  im  Innern  der 
Turbine  an  keiner  Stelle  ^  0  wird,  also 
das  Wasser  die  Turbine  völlig  erfüllt.  Das 
bedingt  Beschränkungen  einerseits  für  die 
Formen  der  Leit-  und  Radschaufeln,  anderer- 
seits für  die  Form  und  Höhe  des  Saugrohrs. 

An  sich  hat  die  Form  der  Schaufeln  zwar  keinen  unmittelbaren  Ein- 
fluss  auf  die  Grösse  der  Leistung  einer  Turbine,  wohl  aher  auf  die 
Grösse  von  ^2;  namentlich  wenn  sie  Anlass  zu  turbulenten  Bewegungen 
der  Flüssigkeit  gieht. 

Es  ist  daher  für  die  Formgebung  der  Turbine  und  ihrer  Schaufeln 
hauptsächlich  massgebend,  dass  die  Kontinuität  der  Flüssigkeits- 
bewegung gewahrt  bleibt.  Das  ist  der  Fall,  wenn  Unstetigkeiten 
und  rasche  Wechsel  der  Geschwindigkeiten  nach  Grösse  und  Richtung 
vermieden  werden,  also  die  Flüssigkeitsquerschnitte  allmählich  sich 
ändern  und  die  Krümmungen  der  Stromfäden  nicht  zu  stark  sind. 
Li  dieser  Hinsicht  ist  die  Kenntnis  des  absoluten  Wasserweges  und 
dessen  Abhängigkeit  von  der  Schaufelform  von  grosser  Bedeutung. 
Das  folgende  sehr  einfache  Verfahren  zur  Ermittlung  des  absoluten 
Wasserweges  gab  H.  Zeuner^^). 

Es  sei  A  ein  beliebiger  Punkt  der  Mittellinie  des  Laufradkanales 
einer  Radialturbine,  OÄ  =  r,  -^A 0J=  (p,  so  erhält  man  -^I  JOB=  <p' 
aus  der  Beziehung 

<P     -\-<P      =     ©•     -y» 

r 

in  welcher  V^  =  jfdr  das  (in  der  Fig.  11  schraffierte)  Volumen  des 


20)  Yorschl&ge  fOr  die  Formung  und  Aufzeichnung  solcher  Schaufeln 
machten:  E.  Speidel  und  W.  Wagenbcich,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  48  (1899), 
p.  681;  N.  Baashus,  ibid.  46  (1901),  p.  1602;  B.  Eseher,  Schweiz.  Bauzeit.  41 
(1903),  p.  25.  Besonders  ausführlich  behandelt  die  Geometrie  der  Schaufelung 
F.  Kaplan,  Zeitschr.  f.  d.  gesamte  Turbinenwesen  1  (1904),  p.  267. 

21)  Theorie  der  Turbinen,  p.  145. 

88* 
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Laufradkanales  bis  zum  Punkte  A^,   F  =  ßdr   das  gesamte  Kanal- 

Yolumen  und   cd  die  Winkelgeschwindigkeit   des  Laufrades   ist.     Der 
Winkel  g)'   bestimmt   den   Punkt   B    der   Mittellinie    des    absoluten 


Fig.  11. 

Wasserweges  y   und  da  der  Querschnitt  f  derselbe  bleibt,  erhält  man 

so  den  absoluten  Wasserstrahl  mit  der  entsprechenden  Annäherung. 

Bei  Axialturbinen  (r^  =  r,)  tritt  die  Beziehung  (s.  Fig.  12) 

an  die  Stelle  der  vorher- 
gehenden; in  ihr  ist  ÄJ=^y, 
BJ=  y,  u  die  mittlere  Bahn- 
geschwindigkeit des  Laufrades, 
während  F,  und  V  eine  ana- 
loge Bedeutung  haben,  wie 
im  vorhergehenden  Falle. 

Um  die  Bedingung  er- 
füllen zu  können,  dass  der 
hydraulische  Druck  an  keiner 
Stelle  der  Turbine  zu  Null  wird,  ist  die  genaue  Kenntnis  der  Druck- 
verteilung nötig.  Da  letztere  streng  zur  Zeit  noch  nicht  ermittelt  werden 
kann,  behilft  man  sich  mit  Annäherungen  imd  Schätzungen.  W^ertvoU 
sind  in  dieser  Hinsicht  die  Gesichtspunkte  und  Angaben,  welche 
J.  IscMchsen^)  entwickelt.   Der  Näherungsweg  von  Ä.  Brauer^^)  besteht 

22)  Über  die  Ablenkung  von  Wasserstrahlen,  Civilingenieur  82  (1S86),  p.  387. 


Fig.  12. 
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darin  ^  dass  er  in  die  Differentialgleichung  der  Dmckänderung  Diffe- 
renzen an  die  Stelle  der  Differentiale  setzt  und  die  erforderlichen 
Geschwindigkeiten  mittels  besonderer  Diagramme  aufsucht. 

Einen  neuen  Weg  in  der  Behandlung  der  Turbinentheorie  schlägt 
F,  Präsü^)  ein,  indem  er  Lösungen  der  hydrodynamischen  Differential- 
gleichungen für  reibungsfreie  Flüssigkeiten  ermittelt,  deren  ent- 
sprechende Bewegungsvorgänge  denen  des  Wassers  in  den  Leit-  und 
Laufradkanälen,  sowie  in  dem  Saugrohr  ähneln.  Da  hierbei  auch  die 
Form  der  Turbine  mit  bestimmt  wird,  so  *ist  in  derartigen  Turbinen 
die  Kontinuität  der  Flüssigkeitsbewegung  gewahrt  und  der  hydro- 
dynamische Druck  überall  grosser  als  Null,  soweit  nicht  die  Reibung 
auf  dieses  Ergebnis  Einfluss  hat.  Auch  entwickelt  Präiil  ein  zeich- 
nerisches Verfahren,  welches  ermöglicht,  die  ßeschwindigkeitsänderung 
in  einer  gegebenen  Turbine  unter  gewissen  Voraussetzungen  zu  er- 
mitteln. In  einer  weiteren  Arbeit*^)  giebt  F.  Prasü  noch  geeignetere 
Lösimgen  der  bezeichneten  Art,  sowie  ein  Verfahren,  mittels  der 
Methode  der  konformen  Abbildung  die  Schaufelkurven  in  die  Ebene 
zu  übertragen  und  so  der  Zeichnung  zugänglich  zu  machen. 

Von  der  Annahme  unendlich  vieler  Schaufeln  ausgehend  ent- 
wickelt H.  Lorenz^^)  aus  den  hydrodynamischen  Grundgleichungen 
Lösungen,  die  weniger  allgemein  sind,  als  die  Ton  Präsil,  und  die 
ihn  zu  einer  besonderen  —  von  den  bewährten  Formen  erheblich 
abweichenden    —    Art   von   Radialturbinen   fahren,    für    welche    das 


23)  Ttirbinentheorie,  p.  242. 

24)  Ober  FlÜBsigkeitsbewegnngen  in  Rotationshohlräumen ,  Schweiz.  Bau- 
zeit 41  (1908),  p.  207. 

26)  Bettimmang  der  Kranzprofiie  und  der  Schaufelformen  für  Turbinen 
und  Kreiselpumpen,  ibid.  48  (1906),  p.  277. 

26)  Die  Wasserströmung  in  rotierenden  Kanälen,  Physik.  Zeitschr.  6  (1906), 
p,  82  und  206;  Nene  Grundlagen  der  Turbinen theorie ,  Zeitschr.  f.  d.  ges.  Tur- 
binenwesen 2  (1905),  p.  267;  Theorie  und  Berechnung  der  Yollturbinen  und 
Kreiselpumpen,  Zeitschr.  d.  Yer.  deutsch.  Ing.  49  (1906),  p.  1670;  Folgerungen 
aus  den  neuen  Grundlagen  der  Turbinentheorie,  Zeitschr.  f.  d.  ges.  Turbinen« 
wesen  8  (1906),  p.  106;  diese  Arbeiten  sind  zusammengefaßt  in  der  Monographie: 
Neue  Theorie  und  Berechnung  der  Kreiselräder,  München  und  Berlin  1906. 

Vgl.  hierzu  die  wesentliche  Ergänzung  Yon  W.  Bauersfeld  in  der  Zeitschr. 
d.  Ver.  deutsch.  Ing.  49  (1906),  p.  2007;  femer  die  Bemerkungen  von  F.  Kaplan 
in  der  Zeitschr.  f.  d.  ges.  Turbinenwesen  4  (1907),  p.  69  und  die  Kontroverse 
zwischen  F.  Prdül  und  H.  Lorenz  ibid.  4  (1907),  p.  68,  72,  87  und  144,  sowie 
R.  V,  Mises,  Über  die  Jff,  Lorenzsche  Theorie  der  Kreiselräder,  Physik.  Zeitschr. 
8  (1907),  p.  814  und  H.  Lorenz,  Zur  Theorie  der  Kreiselräder,  ibid.  8  (1907), 
p.  884. 
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Reaktionsmoment  aller  Stromfäden  konstant  ist.  W.  Bauersfdd^  hat 
dann  gezeigt,  dass  es  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Turbinen-, 
bez.  Schaufelformen  giebt,  welche  Strömungen  in  den  Leit-  und  Lauf- 
radem  der  Turbinen  erzwingen,  die  den  hydrodynamischen  Differential- 
gleichungen ftir  reibungsfreie  Flüssigkeiten  genügen  und  der  Zoreturschen 
Annahme  konstanten  Reaktionsmomentes  für  alle  Stromfäden  entsprechen. 

5.  Bedingmigen  für  das  Maximum  des  Wirknngsgradds  der 
Turbinenanlage.  Aus  61.«(23)  geht  herror,  dass  17  =  0  wird  sowohl 
für  den  Stillstand  der  Turbine  (%  =  u,  =  0),  als  auch  für  den  so- 
genannten Leerlauf y  bei  welchem  die  Turbine  keine  Arbeit  abgiebt. 
Die  Leerlaufsgeschwindigkeit  u^^  folgt  aus 

Wjt?  cos  ^1  —  w,  (Cj  cos  0^  -f-  tij)  =  0 

in  Verbindung  mit  Ol.  (20).  Zwischen  Stillstand  und  Leerlauf  giebt 
es  eine  Umlaufsgeschwindigkeit  tiim  (die  sogenannte  vorteilhafteste 
Geschwindigkeit)^  für  welche  17  ein  Maximum  wird.  Diese  ti,^  ist 
im  Allgemeinen  verschieden  von  der  Oeschwindigkeit,  mit  welcher  L 
sein  Maximum  erreicht^  und  auch  von  der,  für  welche  q  einen  extremen 
Wert  annimmt. 

Das  so  bestimmte  max(i7)  ist  abhängig  von  den  Dimensionen 
der  Turbine,  insbesondere  von  den  Winkeln  ^j,  0^  und  öj,  welche 
bei  auszuführenden  Turbinen  innerhalb  weiter  Grenzen  wählbar  sind. 
Schon  L.Euler^)  hat  für  sein  Reaktionsrad  die  Bedingungsgleichungen 
für  diese  Winkel  ermittelt,  damit  max(i})  den  grösstmöglichen  Wert 
annehme.  Eine  analoge  Untersuchung  stellte  Poncelet^)  für  die 
Foumeyron-Turbine  an,  doch  führte  ihn  diese  zu  komplizierten  Glei- 
chungen, welche  sich  für  die  Berechnung  neuer  Turbinen  nicht  eig- 
neten. Man  behalf  sich  seither  mit  der  Annahme,  dass  rj  seinen 
grösstmöglichen  Wert  erreiche,  wenn  bei  derselben  Umlaufsgeschwindig- 
keit das  Wasser  ohne  Stoss  in  das  Laufrad  eintritt  und  mit  möglichst 
kleiner  Enei^ie  es  wieder  verlässt.  Erstere  Forderung  (v,  =  0)  führt 
zufolge  (13)  auf  die  beiden  Gleichungen 

(24)  V  cos  ^1  —  Cj  cos  öj  —  t*i  =  ö? 

(25)  V  sin  ^1  —  c^  sin  0^  =  0; 

letztere  zufolge  (18)  auf 

(26)  <*i  +  ^  cos  öj  =  0, 


27)  Zur  Laremachen  Theorie  der  Kreiselräder,  Zeitechr.  f.  d.  ges.  Turbinen- 
wesen  4  (1907),  p.  266. 

28)  Theorie  plus  complette  des  machines,  Berlin  Hist.  de  TAcad.  1755,  p.  286. 

29)  Theorie  de  la  torbine  Foume^on^  p.  2. 
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(also  auf  Vg  _L  u^)  und  die  Forderung,  dass  180®  —  0^  so  klein  als 
möglich  ist  (gewöhnlich  wählt  man  180®  —  ö^  ^  18®).     Die  Verhin- 

düng  von  (24)  und  (26)  durch  die  Beziehung  11^  =  u^  •  ~  führt  auf 
die  Bedingungsgleichung 

(27)  r^  (v  cos  ^1  —  q  cos  Öj  +  ^i^a  ^^s  Ö^  =  0, 

welcher  die  Dimensionen  der  Turbine  ausser  (25)  genügen  müssen. 
Dass    diese  Annahme   nicht  richtig  ist^   hat   Grübler^^)   gezeigt. 

Er  untersucht  den  Einfluss  der  Veränderlichen  w^,      ^  '  =  l,         ^  ^=Ji^ 

und  —   -TT-^  =  Ag    auf  die   Grösse   von  rj  und  i,   und  findet^   dass 

ri  und  L  ftir  dasselbe  U2  =  u^^  ein  Maximum  werden,  wenn  die 
Turbinendimensionen  ausser  den  Gleichungen  (25)  und  (27)  noch  der 
folgenden 

(28)  ?.';-x,  =  0^^) 


^f 


genügen  und  180®  —  Ö^  so  klein  als  möglich  ist.     Turbinen,   welche 
(28)  erfüllen,  haben  u.  a.  folgende  Eigenschaften:  Je  nachdem  r,  ^  r^ 

(Hyperbel 
Grerade     , 
EUipse 
fmin. 

also  die  Wassermenge  q  = 


der  Spaltüberdruck  = 


const. 
maz. 
rmax. 
const. 
min. 


und  der  Winkel  Ö^  ^y-     Dagegen   findet    sich    der    maximale  Wir- 
kungsgrad des  Laufrades  bei  allen  drei  Turbinenarten  gleich^  also  von 

*   unabhängig,  falls  0^  und  ^  die  gleichen  Werte  besitzen. 

Zu  dem  entgegengesetzten  Ergebnis  gelangt  B.  Proell^^)]  er  findet 
den  maximalen  Wirkungsgi-ad  um  so  grösser^  je  kleiner    /   ist. 

6.   Versuohe   an  Vollturbinen.     Die   an   Turbinen   angestellten 
Versuche**)  sind  meist  Bremsversuche,   welche  nur   in    der  Absicht 

30)  Zur  Theorie  der  Vollturbinen,  Civilingenieur  29  (1888),  p.  160. 

31)  Die  Bedingungsgleichungen  fOr  X  und  X,  sind  vom  8.  Grade;  ihre  ein- 
zige reelle  Lösung  wird  durch  die  Gl.  (28)  dargestellt. 

32)  Über   den   hydraulischen  Wirkungsgrad  von  Turbinen,   Dresden  1908 
(Dias.). 

33)  Über  die  älteren  Versuche  berichtet  zusammenfassend   3f.  Bühlmann, 
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ausgefOhrt  wnrden^  das  Maximum  der  Leistung  L  und  des  Wirkungs- 
grades %  sowie  den  Einfluss  der  Änderung  von  q  auf  L  und  17  kennen 
zu  lernen. 

Die  Versuche  von  Ä.  Fliegner^)  haben  zum  Gegenstande  die 
Ermittlung  des  Einflusses  der  Eanalformen,  bezw.  der  Richtungs- 
anderung  des  Wasserstrahles  in  den  YoUturbinen  auf  die  Grösse  der 
Energieverluste  beim  Eintritt  des  Wassers  in  die  Radkanäle  und  in 
letzteren;  die  hierbei  erlangte  empirische  Formel  ist  jedoch  zu  kom- 
pliziert für  deren  Verwendung  in  der  Theorie. 

Um  den  Grad  der  Übereinstimmung  zwischen  Theorie  und  Ver- 
such kennen  zu  lernen,  hat  M.  Grübler^*)  Bremsversuche  an  Axial- 
turbinen^  welche  den  Bedingungsgleichungen  (25),  (27)  und  (28)  ent- 
sprechend berechnet  und  ausgeführt  wurden,  angestellt.  Bei  der- 
artigen Turbinen  muss  die  Wassermenge  q,  konstantes  GeföUe  h  vor- 
ausgesetzt, von  der  Umlaufiszahl  n  unabhängig,  d.  h.  konstant  sein, 
femer  wird  der  theoretische  Zusammenhang  zwischen  der  Bremskraft 
P  und  n  im  Beharrungszustande  der  Turbine  durch  die  lineare  Be- 
ziehung 
(29)  n  =  B—C'P 

dargestellt,  in  welcher  B  und  C  Eonstauten  sind.  Die  Versuche  be- 
stätigten die  theoretischen  Schlussfolgerungen  mit  einer  Genauigkeit^ 
welche  die  Anforderungen  der  Technik  übersteigt. 

So  wurden  z.  B.  an  einer  in  Bauske  (Kurland)  aufgestellten 
Turbine  bei  folgenden  Bremskräften  P  die  darunter  stehenden  Um- 
laufzahlen n  in  der  Minute  gemessen: 

P=  103,19    86,81     70,43    54,05    37,67     21,29  kg 

n=    46,30    50,50    54,15    57,99    62,50    66,47 

Die  Konstanten  B  und  C,  berechnet  mittels  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  werden  hiernach 

P=  78,26,     C  =  0,2442, 


I 


AUgemeine  Maschinenlehre  1,  Hannover  1862,  p.  360,  sowie  G.  Herrmann  in 
Wei8bach''8  Maschinen-Mechanik  2',  Braxmschweig  1888 — 87,  p.  189;  femer  sehr 
ausführlich  A.  Nowack  in  der  2.  Anfl.  von  G,  Meissner,  Theorie  und  Bau  der 
Turbinen,  Jena  1897,  p.  486—697. 

84)  Versuche  zur  Theorie  der  Reaktionsturbinen,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch« 
Ingen.  28  (1879),  p.  469. 

36)  Über  TurbinenTersuche ,  Rig.  Ind.- Zeitung  1889,  p.  169;  femer  Be- 
ziehungen zwischen  Theorie  und  Versuchen  bei  Axial -Vollturbinen,  ibid.  1691, 
p.  868. 
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und  die  sich  aus  (29)  ergebenden  Werte  für  n 

M  =  46,27     50,27     54,27     58,27     62,27     66,27. 

Von  diesen  weichen  die  vorher  angeführten  Versuchsergebnisse  für  n 
Terhältnism'assig  nur  sehr  wenig  ab,  nämlich  um 

+  0,03     +0,23     —0,12     —0,36     +0,23     +0,20; 

die  Übereinstimmung  zwischen  Theorie  und  Versuch  ist  also  inner- 
halb der  Versuchsgrenzen  ganz  vorzüglich.  Auch  erwies  sich  während 
der  Versuchsreihe  q  bei  konstantem  Gefälle  als  unveränderlich,  d.  h. 
unabhängig  von  der  Drehgeschwindigkeit  der  Turbine,  wie  das  die 
Theorie  fordert. 

Von  den  neuen  Versuchen  seien  die  sorgfältigen  Versuchsreihen 
von  A.  Pfarr^)  und  F,  Präsä^'^)  hervorgehoben,  da  sie  einen  Vergleich 
zwischen  Theorie  und  Versuch  ermöglichen.  Die  ersteren  ermitteln 
den  Einiluss  der  Beaufschlagung  auf  den  Wirkungsgrad,  die  letzteren 
den  des  Schaufelspaltes  imd  des  Reaktionsgrades,  sowie  die  Grösse 
gewisser  Widerstandskoef&zienten. 

7.  FreiBtrahltorbinen.  In  den  Freistrahlturbinen  füllt  das  Wasser 
die  Kanäle  des  Laufrades  nicht  vollständig  aus  imd  deshalb  ist  die 
Relativbewegung  des  Wassers  durch  das  Laufrad  keine  zwangläufige. 
Das  hat  eine  weit  stärkere  Abweichung  der  wirklichen  Vorzüge  von 
den  der  Theorie  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  zur  Folge, 
denn  der  absolute  Wasserstrahl,  welcher  aus  einem  Leitkanal  in  das 
Laufrad  eintritt,  wird  durch  die  Schaufeln  des  letzteren  in  Teile  zer- 
legt, die  sich  dann  auf  den  Schaufeln  ausbreiten,  während  sie  sich 
längs  derselben  bewegen*®).  Wenn  ferner  beim  Eintritt  des  Wassers 
ein  Stoss  stattfindet,  so  ist  der  Stossvorgang  ein  ganz  anderer,  wenn 
der  Strahl  auf  die  Schaufel  stösst,  oder  letztere  gegen  den  ersteren, 
denn  im  letzteren  Falle  tritt  eine  Zersplitterung  des  Strahles  ein 
und  diese  entzieht  sich  z.  Z.  völlig  der  Berechnung.  Wenn  man 
gleichwohl  die  Theorie  der  Vollturbinen  trotz  der  grösseren  Ab- 
weichungen ungeändert  auf  die  Strahlturbinen  überträgt,  so  geschieht 
dies  mit  der  Beschränkung  auf  den  Fall  des  stossfreien  Eintrittes  des 
Wassers  in  das  Laufrad  und  der  Benutzung  der  Rechnungsergebnisse 
lediglich  für  die  Berechnung  neuer  Turbinen.     Ein  wesentliches  Er-- 


36)  Bremsrersuche  an  radialen  Reaktionsturbinen,   Zeitschr.  d.  Yer.  deutsch. 
Ing.  36  (1892),  p.  797. 

37)  Vergleichende    Untersuchungen    an    Reaktions  -  Niederdruckturbinen, 
Schweiz.  Bauzeit.  46  (1905),  p.  81. 

38)  Ygl.  hierzu:  Ä.  Pfarr,  Die  Turbinen  für  Wasserkraftbetrieb,  p.  646. 
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fordernis  für  die  erwähnte  Übertragung  ist  femer,  dass  das  Wasser 
sich  an  keiner  Stelle  von  der  Radschaufel  ablöst.  Wie  Grashof  ^) 
gezeigt  hat,  ist  dies  bei  Radialturbinen  der  Fall^  wenn  der  Überdmck 
über  die  Atmosphäre,  d.  i. 

—  0}^-  r  cos  0  —  2(DC  H 

9 

für  alle  Wasserteilchen  grösser  als  Null  ist  (s.  Fig.  13).    Hieraus  folgt 

ein  Maximum  fQr  den  Krümmungsradius 
Q  =  KA  der  RadschaufeL  Bei  Axial- 
turbinen findet  er  (p.  277) 

—  +  ^  cos  0  >  0 

als  entsprechende  Bedingung. 

Bei  Strahlturbinen  erfolgt  der  Aus- 
tritt des  Wassers  aus  dem  Leitapparat 
unter  dem  Luftdruck;  es  ist  also  in  den 
Gleichungen  (12)  bis  (23) 

rt  =  f/g  =  a,  =  fl^  =  ao 
zu  setzen,  und  da  das  Saugrohr  fortfällt^ 
r«  =  v,  und  v^  =  0. 


Fig.  18. 


'8 


An    die   SteUe   von   GL   (12)   tritt 


dann  hier  mit  z^  —  z  =^  K 


17 


(30)     2gh'  =  i,v,^  4-  (1  +  J)  „s  _  fo», 
und  an  Stelle  von  (16),  weil  voraussetzungsgemäss  r,  =  0,  also  c^  =  c^ 

(31)  2g\,  =  (1  +  g,)  c,*  -  Cj»  +  «,»  -  «,». 

Die  Kontinuitätsbedingung  (21)  beschränkt  sich  auf  die  Bewegung 
des  Wassers  bis  zum  Austritt  aus  dem  Leitapparat;  mit  nur  sehr 
zweifelhafter  Annäherung  kann  sie  zur  Berechnung  der  Strahlquer- 
schnitte /5l  und  /i  benutzt  werden. 

Endlich  erhält  man  für  die  Leistung  zufolge  Gl.  (11)  hier  ein- 
facher 

(32)  L  =  q'  y  •  \n^ {c^  cos  0^  +  u^  —  w, (Cj  cos  0^  -\-  Wj)] 

und  wenn  man  (24)  und  (26)  benutzt, 

(33)  Lm»x  =  g  •  y  •  UjV  cos  ^^, 
femer 

(34)  W  =  -^^'- 


> 


39)  Kraftmaschinen,  p.  295. 
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Bei  den  Freistrahlturbinen  ist  v,  wie  aus  (30)  ersichtlich,  kon- 
stant; daher  ändert  sich  L  und  i;  nur  mit  der  Umlaufsgeschwindigkeit. 

Die  Radialfreistrahlturbine  mit  äusserer  Beaufschlagung  (r^  >  r,) 
ist  unter  dem  Namen  Zuppinger-Turhine  oder  auch  Tangentialrad  be- 
kannt, die  mit  innerer  Beaufschlagung  (r^  <  r^)  als  Schtvammkrug- 
Turbine y  und  die  Freistrahlaxialturbine  (^'^  =  r^  als  Girard- Turbine. 

Zu  den  Frei  Strahlturbinen  gehören  auch  die  sogenannten  Löffd- 
räder^^y  bei  denen  der  Strahl  tangential  zum  mittleren  Radumfang 
und  die  Drehaxe  senkrecht  kreuzend  in  das  Rad  eintritt,  und  gegen 
die  Schneiden  der  sog.  Löffel  (s.  Fig.  14)  strömend  von  entsprechend 
geformten  Flächen  nach  beiden  Seiten  in  die  axiale  Richtung  ab- 
gelenkt wird. 

Eine  Abart  der  Löffelrader  sind  die  sog.  Prf^-Räder*^),  in  welche 


Fig.  14. 


Fig.  15. 


der  Wasserstrahl  wie  bei  den  Löffelrädern  eintritt,  und  durch  Schaufeln 
der  beistehend  skizzierten  Form  (s.  Fig.  15)  um  fast  180^  abgelenkt 
wird"). 

Versuclie  an  Freistrahlturbinen  sind  in  grosser  Zahl  ausgeführt 
worden,  doch  beschränken  sie  sich  zumeist  auf  die  Ermittlung  von 
i?max  durch  Bremsversuche  und  Wassermengen -Messungen.  Um  die 
Annäherung  der  Theorie  der  Strahlturbinen  an  die  Wirklichkeit  und 
insbesondere  die  AbhäjUgigkeit  der  Energieverluste  von  der  Umlaufs- 


40)  Vgl.  u.  a.  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.  45  (1901),  p.  1187;  ferner 
B.  Escher,  Über  die  Schaufelnng  des  Löffelrades,  Schweiz.  Bauzeitung  45  (1905), 
p.  307. 

41)  Vgl.  /..  Vigreux  et  Ch.  Milandre,  Turbines,  Paris  1899,  p.  142. 

42)  Eine  ausführlichere  Theorie  des  Peltonrades  giebt  L.  Hartwagner, 
Theoretische  Untersuchungen  am  Peltonrad,  Zeitschr.  f.  d.  ges.  Turbinenwesen 
2  (1906),  p.  98. 
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geschwindigkeit  zu  ermitteln^  hat  Ä.  Fliegner^)  zaMreiche  Versnchs- 
reüieu  angestellt ,  doch  haben  diese  zu  abschliessenden  Ergebnissen 
nicht  geführt. 

8.  Die  Begulierong  der  Turbinen.  Bei  den  Wasserkraftanlagen 
ändert  sich  zumeist  der  Zuiluss  aus  den  natürlichen  Wasserlaofen 
innerhalb  der  Betriebszeiten  und  entsprechend  das  Gefalle;  femer  ist 
die  Leistungsentnahme  häufig  grossen  Schwankungen  unterworfen. 
D^egen  wird  in  den  weitaus  meisten  Betrieben  gefordert,  dass  die 
Umlaufsgeschwindigkeit  der  Hauptwelle  des  Motors  konstant  bleibe. 
Die  Erfüllung  dieser  Forderung  ist  die  Aufgabe  der  Regulierung  der 
Turbinen;  als  ihre  Hilfsmittel  dienen  die  Bremsung  (Entziehung  der 
überschüssigen  Arbeit  durch  Reibung  fester  oder  flüssiger  Körper), 
Drosselung  (Störung  des  Zuflusses  durch  Schieber  oder  Drehklappen), 
Abschluss  eines  Teiles  der  Leitkanäle,  oder  Änderung  des  Austritts- 
querschnittes der  Leitkanäle.  Letzteres  hat  entweder  eine  Änderung 
des  Spaltdruckes  zur  Folge,  wie  bei  der  Anwendung  der  FinksiAiea 
Drehschaufeln^),  oder  nicht,  wie  z.  B.  bei  den  AusflussdQsen  der 
Freistrahlturbinen. 

Die  Regulierung  erfolgt  meist  automatisch  durch  Zentrifugal- 
regulatoren; durch  diese  werden  bei  eintretenden  Geschwindigkeits- 
änderungen der  Hauptwelle  besondere  Motoren  (Servomotoren)  in 
Bewegung  gesetzt,  welche  die  Regulierung  bewirken,  (also  z.  B.  die 
Querschnitte  der  Leitkanäle  durch  Drehung  der  Leitschaufeln  ändern) 
und  durch  sinnreiche  Mechanismen  die  Schwankungen  der  Umlaufs- 
zahl  des  Motors  in  engen  Grenzen  halten.  Die  Theorie  des  Regu- 
lierungSYorganges  bei  Turbinen  ist  besonders  von  B,ProeU^^),  n,LeauU*^\ 
A.  HmikowskY'^,  Ä,  Pfarr*^),  Ä,  Stod6la^%  A.  Ratemi^)  und  W.  Batters- 
feld^*)  studiert  worden. 


48)  Schweiz.  Banzeitang  2G  (1885).  p.  126;  femer  81  (1890),  p.  91. 

44)  Vgl.  hierzu:  R.  Camerer,  Experimentelle  Bestimmung  des  günstigsten 
Drehpunktes  von  Turbinenschaufeln,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  60  (1906),  p.  54. 

45)  Über  den  indirekt  wirkenden  Regulierapparat  Patent  Proell,  Zeitschr. 
d.  Ver.  deutsch.  Ing.  28  (1884),  p.  458. 

46)  M^moires  sur  les  oscillations  k  longues  p^riodes  dans  les  machine« 
actionn^es  par  des  moteurs  h jdrauliques ,  Journal  de  Tecole  poljtechnique  55 
(1885),  p.  1;  femer:  Du  mouvement  troubl^  des  moteurs,  cons^cutif  ä  une  pertur«- 
bation  bmsque,  Journal  de  Tdcole  poljt.  61  (1891),  p.  1. 

47)  Die  Regulierung  der  Turbinen ,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  40 
(1896),  p.  889. 

48)  Der  Regulierungsvorgang  bei  Turbinen  mit  indirekt  wirkendem  Regu- 
lator, Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  48  (1899),  p.  1558;  femer:  Turbinen  für 
Wasserkraftbetrieb,  p.  286. 
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9.  Anwendungsbereiche  der  hydraulisohen  Motoren.  Die  ober- 
scUächtigen  Wassemlder  werden  in  der  Gegenwart  nur  noch  ver- 
einzelt für  kleine  Betriebe  ausgeföhrt,  trotzdem  ihr  Wirkungsgrad  ein 
hoher  (bis  0,8)  ist,  und  zwar,  weil  sie  an  kleine  Gefalle  (3 — 12  m) 
und  kleine  Wassermengen  und  Umlaufsgeschwindigkeiten  geb.unden 
sind.  Ist  das  Gefälle  sehr  klein  (0,6 — 1,5  m),  jedoch  die  Wasser- 
menge gross  (2 — 5  m*),  so  verwendet  man  mit  Vorteil  die  unter- 
schlächtigen  Kropfräder,  insbesondere  die  von  Sagebien  und  Zupinnger, 
falls  die  kleinen  Umlaufsgeschwindigkeiten,  Hochwasser  und  Ein- 
frieren kein  Hindernis  bilden,  denn  ihr  Wirkungsgrad  übersteigt  zu- 
weilen 0,75. 

Weitaus  am  häufigsten  werden  zur  Ausnützung  der  Wasserkräfte 
die  Turbinen  verwendet,  weil  sie  sich  den  verschiedensten  Gefällen 
und  Wassermengen  anpassen  lassen,  grosse  Umlaufsgeschwindigkeiten 
besitzen,  leicht  regulierbar  sind  und  besser  vor  dem  Einfrieren  ge- 
schützt werden  können.  In  der  zweiten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts 
wurden  mehr  Axialturbinen  sowohl  mit,  als  auch  ohne  Saugrohr  ver- 
wendet; sie  können  als  Yollturbinen  mit  Saugrohr  äusserstens  12  m 
Gefälle  ausnutzen,  ohne  Saugrohr  nur  etwa  4  m.  Ihr  Wirkimgsgrad 
beträgt  0,7  bis  0,8  und  erreicht  zuweilen  0,85.  In  der  Gegenwart 
werden  überall  da,  wo  die  Wassermengen  die  Anwendung  von  Voll- 
turbinen gestattet,  Radialturbinen  mit  äusserer  Beaufschlagung,  also 
Francis-  und  Svaine-Turbinen  bevorzugt,  weil  ihre  Regulierungsfähig- 
keit gross  ist,  d.  h.  weil  sie  für  sehr  verschiedene  Wassermengen 
(Beaufschlagungen)  bei  derselben  Umlaufsgeschwindigkeit  doch  nur 
wenig  veränderliche,  verhältnismässig  hohe  Wirkungsgrade  (bis  0,85) 
besitzen.  Bei  sehr  kleinen  Wassermengen  und  grossen  Gefällen  (bis 
500  m)  sind  Freistfahlturbinen  angezeigt.  In  neuester  Zeit  verwendet 
man  im  letzteren  Falle  besonders  Löffel-  und  Peltonräder,  die  zwar 
keine  so  hohen  Wirkungsgrade  haben  (bis  0,75),  jedoch  sehr  gut 
regulierbar  sind. 

Die  Verwertung  der  Wasserkräfte  ist  sehr  gest.eigert  worden 
durch  die  elektrische  Kraftübertragung  auf  grosse  Entfernungen, 
welche  den  Betrieb  elektrischer  Bahnen,  die  elektrische  Beleuchtung, 
viele  elektrochemische  Industrien  u.  a.  wirtschaftlich  vorteilhaft 
machte.  Andererseits  gab  die  Anlage  von  Thalsperren  ebenfalls  häufig 
die   Veranlassung    zur   Ausnutzung    der    durch    sie    hervorgerufenen 


49)  Die  Eegulierang  der  Turbinen,  Schweiz.  Bauzeit.  22  (1898),  p.  118. 

60)  Traitö  des  turbo-machines,  Paris  1900,  p.  189. 

51)  Die  automatische  Begulierung  der  Turbinen,  Berlin  1906. 
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Gefälle.  Dementsprechend  ist  der  Bau  der  Turbinen  ganz  ansser- 
ordentlich  rasch  gestiegen  ^^  und  lässt  sich  besonders  infolge  der 
künstlichen  Erzeugung  der  Salpetersäure  auf  elektrischem  Wege 
(künstliche  Düngemittel^  Ersatz  fQr  den  Salpeter)  eine  weitere  grosse 
Steigerung  erwarten.  Andererseits  drängt  die  Wirtschaftlichkeit  der 
Betriebe  auf  eine  möglichst  vollkommene  Ausnutzung  der  natürlichen 
Wasserkräfte,  also  auf  die  Erzielung  hoher  Wirkungsgrade;  die  Ver- 
vollkommnung der  Theorie  und  Berechnung  der  Turbinen  ist  deshalb 
von  grosser  Bedeutung. 

10.  Kolbenpumpen.^^)   Obwohl  die  Kolbenpumpen  in  sehr  vielen 
verschiedenen  Formen  verwendet  werden**),  lässt  sich  doch  ihre  Theorie 

auf  die  der  einfach  wirkenden  Saug-  und 
Druckpumpe  zurückführen  (s.  Fig.  16). 
Der  Kolben  in  dem  Pumpenzylinder 
wird  zumeist  mittels  einer  Pleuelstange 
von  einer  gleichförmig  rotierenden  Kur- 
bel aus  auf  und  ab  bewegt;  doch  kommen 
auch  andere  Arten  der  Erzeugung  der 
Kolbenbewegung  vor,  wie  z.  B.  bei 
Handpumpen,  Feuerspritzen,  Dampfpum- 
pen  mit  direkter  Übertragung  u.  s.  w. 
Bei  der  Aufwärtsbewegung  des 
Kolbens  wird  das  Wasser  (oder  eine 
andere  Flüssigkeit)  durch  das  Saugrohr 
Ai  angesaugt,  wobei  das  Ventil  B^  sich 
selbsttätig  öffiiet  und  das  Wasser  in 
den  Pumpenzjlinder  durch  den  Luft- 
druck getrieben  wird.  Bei  dem  Nieder- 
gange des  Kolbens  dagegen  schliesst 
sich  das  Ventil  B^  und  es  öShet  sich 
infolge  der  Zunahme  des  durch  die  Be- 

_      triebskraft  der  Pumpe  erzeugten  Druckes 

Fig.  10.  das  Ventil  bei  B^,  durch  welches  das 
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62)  Vgl.  B.  Thonvann,  Die  Entwicklung  des  Torbinenbaues,  Stuttgart  1901. 

68)  Die  Pumpen  mit  deformierbaren  Kolben  (Membranpumpen)  und  die 
kolbenlosen  Pumpen,  die  mit  Luft-,  Qas-  oder  Dampfdruck  betrieben  werden, 
sollen  hier  nicht  behandelt  werden,  da  ihre  Theorie  zum  Teil  sehr  einfach,  zum 
Teil  noch  wenig  entwickelt  ist. 

64)  Nach  Art  des  Kolbens  unterscheidet  man  Pumpen  mit  Scheiben-,  mit 
Plunger-,  mit  Differential-  oder  mit  Yentilkolben,  nach  der  Wirkungsweise  ein- 
fach- und  doppeltwirkende  Pumpen. 


\ 
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Wasser  aus  dem  Zylinder  in  das  Steigrohr  (Druckrohr)  ^  tritt;  letzteres 
führt  es  zu  der  in  entsprechender  Höhe  gelegenen  Ausgussstelle. 

Die  Theorie  dieser  Pumpe  ermittelt  den  hydraulischen  Druck 
unter  dem  Kolben  der  Pumpe,  die  Kraft  und  Leistung  zum  Betriebe 
der  letzteren '^^)^  und  stellt  die  Bedingungen  auf,  unter  denen  das 
Wasser  der  Bewegung  des  Kolbens  stetig  folgt,  also  kein  Hohlraum 
in  der  Wassersäule  eintritt,  der  sich  mit  nachfolgendem  zerstörend 
wirkendem  Stoss  (sogenannter  Wasserschlag)  wieder  schliessen  würde. 
Die  Annäherungen  sind  ganz  ähnliche,  wie  in  der  Theorie  der  Tur- 
binen. Die  vorkommenden  Geschwindigkeiten  der  Flüssigkeit  sind 
nur  mittlere,  ebenso  die  Drücke;  femer  werden  die  hydraulischen 
Widerstandskräfte  in  der  Form  f  -  y  '\  eingeführt,  wenn  f  den  Quer- 
schnitt der  prismatisch,  bezw.  zylindrisch  gedachten  Flüssigkeitsmasse, 
y  die  spezifische  Schwere  der  Flüssigkeit  und  \  die  bei  stationärer 
Bewegung  der  Flüssigkeit  infolge  der  Widerstände  verlorene  Druck- 
höhe bezeichnet. 

a)  Saugvorgang.  Ist  r  der  Radius  der  treibenden  Kurbel,  s  =  2r 
der  Kolbenhub,  f  der  Kolbenquerschnitt  und  f-ö  der  sogenannte 
schädliche  Raum  zwischen  dem  tiefsten  Stand  des  Kolbens  und  den 
Ventilen,  bezeichnet  endlich  a,  den  jeweiligen  Barometerstand  in  Wasser- 
säule gemessen,  a,  die  der  Temperatur  t  der  Flüssigkeit  entsprechende 
Dampfspannung,  gemessen  als  Druckhöhe  der  Flüssigkeit,  und  setzt 
man  a,  —  a^  =  a,  so  muss  die  Höhe  des  erwähnten  KoJhentiefsiandes 
über  dem  Unterwasserspiegd  der  Bedingung 

genügen,  falls  überhaupt  das  Ansaugen  möglich  sein  soll;  denn  der 
schädliche  Raum  ist  zu  Beginn  der  Bewegung  mit  Luft  erfüllt. 

Bezeichnet  h  die  Beschleunigung  des  Kolbens  zur  Zeit  tj  d.  i. 
nach  dem  Wege  x  des  letzteren,  m^  die  zur  Zeit  t  in  Bewegung  be- 

55)  Die  Theorie  der  Kolbenpumpen  reicht  in  ihren  Elementen  bis  zu  den 
Anföngen  der  Hydraulik  zurück;  doch  hat  erst  L.  Euler  brauchbare  Ansätze 
und  Regeln  für  Druckpumpen  gegeben  in  der  Arbeit:  Discussions  et  maximes 
pour  arranger  les  plus  ayantageusement  les  machines  destin^es  ä  Clever  Teau 
par  le  mojen  des  pompes,  Berlin  Eist,  de  TAcad.  1752,  p.  149  u.  185.  Weiter 
entwickelt  wurde  sie  durch:  K.  Ch.  Langsdorf,  Lehrbuch  der  Hydraulik,  Alten- 
burg 1794,  p.  410;  Ä.  Baader,  Vollständige  Theorie  der  Saug-  und  Hebepumpen, 
Bayreuth  1797;  J.  A.  Eytelwein,  Handbuch  der  Mechanik  fester  Körper  und  der 
Hydraulik,  Berlin  1801,  p.  821 ;  F.  A.  v.  Gerstner,  Handbuch  der  Mechanik,  Prag 
1832,  3,  p.  268;  /.  Weishach,  Maschinenmechanik  2,  p.  845;  C.  Fink^  Abhand- 
lungen über  Kolben-  und  Centrifugalimmpen,  Zeitschr.  d.  Yer.  deutsch.  Ingen.  7 
(1868),  p.  177  und  12  (1868),  p.  539. 
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findliche  Wassermasse,  A«  die  den  hydraulischen  Bewegungswider- 
standen  im  Saugrohr  A^  und  Ventil  B^  entsprechende  verlorene  Druck- 
höhe, so  ist  der  Druck  unter  dem  Kolben^  gemessen  als  Druckhohe, 

(35)  yi  =  a  —  h,^x  —  K  —  ^'h 

und  die  Kraft,  mit  welcher  an  dieser  Stelle  der  Kolben  bewegt 
werden  muss, 

(36)  p^^M{b-{-g)  +  {a,-y,)f.Y-\-R,. 

In  letzterer  Beziehung  bedeutet  M  die  Masse  von  Kolben  und  Kolben- 
stange und  R^  den  Reibungswiderstand  des  Kolbens. 

Die  Widerstandshöhe  K  setzt  sich  aus  drei  Teilen  zusammen,  der 

des  Eintrittes  der  Flüssigkeit  in  das  Saugrohr  =  g^j  ^ ,    der   Rohr- 

reibung  =  tr'  'i"  i~  ^"^  des  Ventilwiderstandes  =  Ji  • «"  ?  ^^^^^  ^i  ^® 

mittlere  Geschwindigkeit  im  Saugrohr  und  v  =  ^  die  Kolbenge- 
schwindigkeit bezeichnet.  Unter  Benutzung  der  Kontinuitätsbedingung 
fv  =  f^  Ci  wird  daher 


«-[(^+^i)©'+5.']-:^ 


Bei  anderen  Anordnungen  der  Pumpe  wird  sich  h^  entsprechend 
anders  zusammensetzen. 

Damit  kein  Wasserschlag  eintritt,  darf  y  nicht  Null  werden;  da- 
her die  Bedingung 

(37)  a>h^  +  x  +  K+f-y_^-h. 

In  ihr  wird  meist  näherungsweise  m^  ^  IlaI  gesetzt,  und  l^  gleich 

der  Länge  des  Saugrohres  angenommen,  also  die  Masse  des  Zylinder- 
inhaltes vernachlässigt.  Die  Beschleunigung  h  hängt  von  der  Art 
der  Kolbenbewegung  ab.  Erfolgt  letztere  mittels  Pleuelstange  von 
einer  gleichförmig  rotierenden  Kurbel  aus,  ist  r  deren  Radius  und 
u  =  r  '  (o  die  Umfangsgeschwindigkeit,  so  folgt  unter  der  Annäherung, 

die  in  der  Annahme  unendlich   grosser  Länge  der  Pleuelstange  liegt, 

w* 
0?  ==  r  (1  —  cos  (p),  t;  =  M  •  sin  9?,  6  =  —  •  cos  g)  =  r  •  o-  cos  <p  (worin 

<p  den  Kurbelwinkel  bezeichnet)  und  damit 


als  eine  Punktion  von  9?,  welche  extreme  Werte  besitzt.    Der  grösste 


dieser  Werte  ist  in  (37)  einzusetzen, 
mit  der  Bezeichnung 
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Das  fahrt  nach  F.  Orashof^ 


'{if-^^m 


und  der  Vernachlässigung  von  x  auf  die  Bedingnng 
a>}h  +  T^>     fWlB  t  >  1 


a>\  +  [i- 


falls  i<  1, 


zur  VerhiUung  des  Wassersc^ages  im  Saugrohr. 

Um  den  Wasserschl^  zu 
verhüten,  ordnet  man  einen 
Sangwindkessel  (s.  Fig.  17)  an. 
Die  Berücksichtigung  desselben 
in  der  Theorie  ist  zur  Zeit 
noch  nuToUkommen");  man 
macht  die  Annahme,  dass  das 
Wasser  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit q  dnrch  das 
Saugrohr  in  den  Windkessel 
tritt ,  weil  bei  geoügend 
grossem  Windkessel  der  Luft- 
druck in  demselben  nur  wenig 
schwankt**).  Beim  Ansaugen 
tritt  das  Wasser  dann  aus  dem 
Windkessel  in  den  Zylinder 
der  Pumpe.  Unter  diesen  An- 
nahmen und  mit  den  rorer- 
wähnten  Annäherungen  findet 
F.  Grashof")  als  Bedingung 
der  Verhinderung  des  Wasser- 


r^ 


A 


r^ 


58)  F.  Beitetibaeher ,  Kesaltate  füi  den  HMohineubAn,  6.  Aufl.,  heraus- 
gegeben Ton  F.  Griuhof,  Heidelberg  ISSS,  p.  398,  Anmeikimg. 

CT)  YgL  A.  Stodola,  Über  die  Regulierung  der  Tnrbinea,  Schweiz.  Bsn- 
seitang  81  (1898),  p.  118;  ferner  L.  AüiM,  Theorie  g6a6nia  du  mouTement  variä 
de  l'ean  duii  lea  tojauz  de  condnite,  Bevne  de  m^canique  14  (1904),  p.  960. 
In  beiden  Arbeiten  befinden  sich  atreogen  üatemchimgen  Aber  die  AbmeBsungen 
von  Windkaiieln. 

68)  Vgl.  Hartmatm  und  Knoie,  Die  Fnmpen,  .1.  Aufl.,  p.  M. 

BoajUop.  d.  luUi.  WlManiBh.    IT  I.  84 
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Schlages 

Toransgesetzt,  dass  der  Windkessel  ein  Volumen  V^  >  yzz — t  lial>e» 
worin 

t  +  tiVA'«' 
2      W    9 

-*>-(^+^i:)f; 

und 

für  einfacli  wirkende  Pumpen, 

F=  0,32  .  i^5 

für  doppelt  wirkende  Pumpen  oder  zwei  gleiche  mit  entgegengesetzten 
Kurbeln  kombinierte  Pumpen, 

F=  0,08  .  Fs 

für  zwei  gleiche  mit  rechtwinklig  versetzten  Kurbeln  kombinierte 
doppeltwirkende  Pumpen  ist. 

b)  Druckvorgang.  Mit  den  analogen  Bezeichnungen,  wie  beim 
SaugYorgang,  erhalten  wir,  falls  kein  Druckwindkessel  vorhanden  ist^ 
als  Druck  unter  dem  Kolben 

y^  =  a  +  Ji^  —  x  —  K  -^y-h 

hierin  ist 

die  Widerstandshöhe]  die  drei  Glieder  entsprechen  dem  Widerstand 
des  Druckventils  B^,  der  Reibung  im  Druckrohr  und  dem  Widerstand 
beim  Austritt  des  Wassers  aus  letzterem.  Die  Kraft,  mit  welcher 
der  Kolben  bewegt  werden  muss,  um  den  Druck  y,  zu  erzeugen,  ist 

P,  =  rf(y,  -  «o)  +  ^Q>  -9)  +  ik; 

hierin  bedeutet  B^  den  ßeibungswiderstand  des  Kolbens. 

Während  des  Druckvorganges  findet  gleichzeitig  ein  Ansaugen 
statt,  sobald  y^  <  y^  wird,  also 

m  Äi + Ä,  <  f-^- 

Ein  Wasserschkig  im  Druckrohr  tritt  in  diesem  Falle  nicht  ein,  wenn 

.     /a  +  Ä\  .     Ä,  +  Ä, 

ist,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Druckleitung  eine  Stelle  über 


mm 
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dem  Ausguss  besitzt^  welche  um  h  hoher  als  letzterer  liegt  und  der 
Rohrlänge  nach  um  l  von  ihm  entfernt  ist.  Steigt  das  Druckrohr 
stetige  so  hat  man  h  ^=\  und  Z  =  Z^  zu  setzen. 

Findet  dagegen  die  Beziehung  (38)  nicht  statt^  so  tritt  kein 
Wasserschlag  ein^  wenn  der  Druck  überall  gi*össer  als  Null  ist,  also 

Ist  ein  Saugwindkessel  vorhandcD,  so  wird  «i,  <  u^  nur,  wenn 

und  dann  wird  der  Wasserschlag  vermieden,  falls 

»» (^ ')  >  i  (*.+'-+ f'H)  ■ 

Ist  ein  Druckwindkessel  vorhanden  (s.  Fig.  17),  dessen  Luftinhalt 
sich  nicht  ändert,  so  kann  ein  Wasserschlag  überhaupt  nicht  ein- 
treten, wenn  das  Volumen  des  Windkessels 


worin 


v,> 

i 

V 

* 

»> 

a 

+Ä, 

min 

/a  +  h 

«g  = -, 5 

Ist  die  Pumpe  doppeliwirkendy  d.  h.  finden  die  Vorgänge  des 
Saugens  und  Drückens  auf  beiden  Seiten  des  Kolbens  statt,  so  kann 
ttj  <  t«i  nur  werden,  wenn 


K-^^<f{^^+^)fr 


Sind   keine  Windkessel   vorhanden,   so    tritt   kein   Wasserschlag   im 
Druckrohr  ein,  wenn 


-m>-a*.+'.-^) 


Ist  dagegen  ein  Saugwindkessel  vorhanden,  so  muss,  falls 
der  Bedmgung 

genügt  werden,  wenn  kein  Wasserschlag  im  Druckrohr  eintreten  soll. 

«4* 
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Die  zur  Bewegung  des  Eolbeus  einer  doppeltwirkenden  Pumpe 
nötige  Kraft  ist 

die  Arbeit  während  eines  Kolbenhubes 

Ä  =fPdx 

0 

und  die  mittlere,  zum  Betriebe  der  Pumpe  erforderliche  Leistung 

j-    Ä' u Ä-n 

wenn  n  die  Anzahl  der  Umdrehungen  der  Kurbel  in  der  Minute  be- 
zeichnet. 

Eine  Schwierigkeit  für  die  Aufstellung  einer  genaueren  Theorie 
der  Kolbenpumpen  bietet  die  Ventübetvegutig,  Diese  ist  gegenwärtig 
nur  unter  zum  Teil  recht  unsicheren  Annahmen  und  Annäherungen 
theoretisch  behandelt  worden^®),  während  auf  dem  Wege  des  Ver- 
suches für  die  sogenannte  Yentilbelastung,  d.  i.  die  Kraft  P,  welche 
das  geöffnete  Ventil  gegenüber  der  strömenden  Flüssigkeit  in  be- 
stimmter Lage  erhält,  für  verschiedene  Ventilformen  von  C.  Bach^) 
die  empirische  Formel 

aufgestellt  wurde;  in  ihr  bedeutet:  f  den  Querschnitt  der  Ventilsitz- 
öfinung,  h  die  Hubhöhe  des  Ventils,  c  die  mittlere  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  das  Wasser  unter  dem  Ventil  ankommt,  also  durch 
f  fliesst,  M  den  Teil  des  Umfanges  von  /",  durch  welchen  das  Wasser 
strömt,  X  und  fi  Erfahrungskoeffizienten.  Femer  sind  Versuche  über 
den  Ventilwiderstand,  d.  i.  den  hydraulischen  Energieverlust^  welcher 
beim  Strömen  der  Flüssigkeit  durch  das  Ventil  stattfindet,  sowie  über 
den  zur  Öffnung  des  Ventils  erforderlichen  Überdruck  angestellt 
worden  von  J.  Weisbach^^),  C  Bach^^,  H,  Berg^)  und  L.  Klein^). 

69)  Vgl.  hierüber:  M.  Westph(ü,  Beitrag  zur  Grössenbestimmung  von  Pumpen- 
Ventilen,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  37  (1898),  p.  381.  Auf  diese  Arbeit  sich 
stützend  geben  weitere  Ausführungen  0.  H.  Mueller  jr.,  Das  Pumpenventil, 
Leipzig  1900,  und  H.  Berg^  Die  Wirkungsweise  federbelasteter  Pumpenventile 
und  ihre  Berechnung,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.  48  (1904),  p.  1093. 

60)  Die  allgemeinen  Grundlagen  für  die  Konstruktion  der  Kolbenpumpen, 
Anhang  zu  dem  Werke:  Die  Konstruktion  der  Feuerspritzen,  Stuttgart  1882, 
p.  178. 

61)  Untersuchungen  im  Gebiete  der  Mechanik  und  Hydraulik,  Leipzig  184S. 

62)  Versuche  über  Ventilbelastung  und  Yentilwiderstand,  Berlin  1884,  auch 
Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.  80  (1886),  p.  421. 
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Eine  graphische  DarBtellimg  der  Yentilhewegung  unter  weitgehenden 
Annäherungen  giebt  C.  Enquehard*^'). 

Yiel  ÄhDlichkeit  mit  den  Torbogen  an  den  Kolbenpumpen  haben 
die  an  den  Oebläsen.  Der  wesentliche  Unterschied  besteht  nur  darin, 
das8  der  eigentlichen  Pamparbeit  beim'  Saughub  ein  Expaneions- 
Torgang  und  beim  Drackhab  eine  Kompression  vorausgeht. 

11.  ZentrlfagalpTunpen.  Die  Theorie  der  Zentrifugalpumpeu 
steht  in  einfachem  Zusammenhange  mit  der  der  Turbinen,  denn  die 
Zentrifogalpumpen  lassen  sich  als  getriebene  Turbinen  auffassen.  Zn 
meist   haben   diese  Pumpen  ein   Lau&ad    mit  horizontaler  Axe,   da« 


z^^- 


Fig.  18. 


Fig.  19- 


durch  ein  Gehäuse  umschlosBen  iBt.  In  letzteres  fOhrt  ein  Saugrohr 
A^  (s.  Fig.  IS)  vom  ünterwasserspiegel  die  Flüssigkeit  seitlich  in 
die  Kähe  der  Drehaxe  ein,  und  von  da  wird  es  entweder  ohne  Zuleit- 
apparat  (s.  Fig.  IH)  oder  mit  einem  solchen  Z  (s.  Fig.  19)  dem  Lauf- 


68)  Die  WiiknugaweiBe  fedeibelasteter  Pmnpenventile ,  Zeitsohi.  d.  Yer. 
deutach.  lug.  48  (1D04),  p.  1134. 

64)  über  freigebende  Pampen veutile,  ZeitHbt.  d.  Ter.  dentecb.  Ing.  40 
(1906),  p.  486  und  618  tmd  Dinglen  Polyt.  Journal  88  (1B07),  p.  866. 

66)  Reme  de  mäcaniqne  13  (1908),  p.  S6T. 
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rade  L  zugefOhrt.  Durch  die  Umdrehung  des  letzteren  gelangt  es 
an  dessen  äusseren  Umfang  und  tritt  von  dort  in  den  Ableitapparat 
(häufig  Diffuser  genannt)  ein.  Letzterer  ist  ein  an  das  Laufrad  sich 
anschliessender  nach  aussen  sich  erweiternder  Raum  Rj  der  bei  Hoch- 
druckpumpen ein  mit  Leitschaufeln  versehenes  Abieitrad  A  (s.  Fig.  19) 
enthält.  Der  Ableitapparat  hat  den  Zweck,  die  kinetische  Energie  der 
Flüssigkeit  allmähUch,  d.  h.  unter  Vermeidung  turbulenter  Vorgänge 
in  potentielle ;  also  in  Druck  umzusetzen*^).  Aus  dem  Baum  R  ge- 
langt die  Flüssigkeit  in  das  Druck-  oder  Steigrohr  A^  (s.  Fig.  18) 
und  durch  dieses  zum  Oberwasserspiegel,  bez.  zur  Austrittsstelle.  Der 
Bewegungsvorgang  ist  also  dem  an  Radialturbinen  mit  äusserer  Beauf- 
schlagung entgegengesetzt  Demgemäss  werden  die  Gleichungen  denen 
für  Vollturbinen  ganz  ähnlich.  Wenn  die  Drehaxe  horizontal  liegt, 
also  die  Ein-  und  Austrittsstellen  des  Laufrades  sich  in  verschiedenen 
Höhen  befinden,  so  bedient  man  sich  wie  bei  den  Turbinen  der  An- 
näherung, an  Stelle  dieser  verschiedenen  Hohen  die  mittlere  Höhe  js^ 
der  Radaxe  zu  setzen. 

Unter  Beibehaltung  der  für  die  Turbinen  gültigen  Bezeichnungen 
erhalten  wir  für  eine  Zentrifugalpumpe  mit  Zu-  und  Ableitapparat 
(s.  Fig.  19)  die  folgenden  Gleichungen: 

1)  Für  die  Bewegung  vom  Unter  Wasserspiegel  bis  zum  Austritt 
aus  dem  Zuleitapparat  (analog  Gl.  (12)) 

(39)  2g(a,  -a-e,)  =  go^o*  +  (1  +  t)v'; 

2)  für  die  Bewegung  durch  das  Laufrad 

(40)  2gia  -  a,)  =  (1  +  g,)<^'  +  v.*  -  c*  +  «,» -  «,« 

=  (1  -|-  £»)ci*  +  <i*  —  2Ci  (»  cos  (ß^  —  ^j)  —  M,  cos  ö^) 

+  <-  V; 

3)  für  den  Durchgang  durch  das  Abieitrad 

(41)  2(/(a,  — aJ  =  (l  +  ejV-f  V  — 2t;,(M,cose,-f  CjCos(tf,  — tf,)) 

worin 

V3  =  Vcj*  -f  ti^^  -f  2c^u^  cos  öj, 
ist; 

4)  für  den  Übergang  aus  dem  Abieitrad  durch  den  Raum  R  in 
das  Druckrohr 

(42)  29ia,  -  a,)  =  (1  +  Qv,*  -  v,*; 


66)  Bezüglich  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  im  Ableitapparat  vgl.  JT.  Hart- 
mann  und  0. Knoke,  Die  Pumpen,  8.  Aufl.  bearbeitet  ron  H.Berg,  p.  442;  femer 
W,  Chrün,   Die  Wirkung    von    Leitrorrichtungen    bei   Zentrifugalpumpen    und 
Gebläsen,  Zeitechr.  d.  Ter.  deutsch.  Ing.  61  (1907),  p.  648. 
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5)  endlich  für  die  Bewegung  durch  das  Druckrohr 

(43)  2g{z^  _  ^^  +  «5  -  ao)  =  (1  +  l^W  —  v,\ 

worin  z^  ^  h,  d.  i.  der  gesamten  Habhöhe  zd  setzen  ist  and  Sg  aqs 
Terschiedenen  Teilen  (Rohrreibung,  Krümmungen  usw.)  bestehen  kann 
Die  Addition  dieser  Gleichungen  führt  auf  die  Gleichung 

(44)  —  2gh  =  Sofo*  +  (1  +  g)«'*  +  Cj*  -  2c^{v  cos  (6,  —-i,^)  —  «^  cos  «,) 

+  V  — «s*+(i  +  f>)cj*+V— 2»,(<^cos(ej— e,)+u,co8e,) 
+  s*  V  + 1,%*  +  (1  +  UW, 

zu  welcher  noch  die  aus  der  Eontinuitätsbedingung  folgenden  Glei- 
chungen treten. 

Die  zum  Betriebe  notige  Leistung  folgt  aus  Gl.  (22)  unter  Berück- 
sichtigung der  entgegengesetzten  Bewegungsrichtung  des  Wassers  zu 

(45)  L  =  q  '  y  -  [u2(u^  +  c,  cos  ö,)  —  u^v  cos  ^j] 
und  der  Wirkungsgrad  der  Pumpe  zu 

(46^  n  = ^ 

^       ^  **J  (Wj  +  C,  cos  6,)  —  U^VCOB  i/?i 

Die  sämtlichen  Gleichungen  haben  zur  Voraussetzung^  dass  der  hydrau- 
lische Druck  an  keiner  Stelle  <  0  werde.  Hieraus  folgt  u.  a.^  dass 
das  Saugrohr  A^  die  durch  die  Gl.  (39)  bestimmte  Höhe  nicht  über- 
schreite. 

Bei  den  Zentrifugalpumpen  ohne  Zuleitrad  nimmt  man  an,  dass 
das  Wasser  bei  jeder  beliebigen  Drehgeschwindigkeit  radial  gerichtet 

eintritt;  qb  ist  dann  in  vorstehenden  Gleichungen  ^^  =  —  zu  setzen. 

Haben  femer  die  Pumpen  kein  Abieitrad,  so  ist  in  (41)  die  rechte 
Seite  durch  (1  +  $4)^4*  —  v«*  zu  ersetzen. 

Zur  Überwindung  grosser  Hubhöhen  werden  mehrere  Pumpen 
in  dem  gleichen  Gehäuse  und  mit  gemeinsamer  Axe  (sog.  mehrstufige 
Pumpen)  angeordet;  dann  gelten  Yorstehende  Gleichungen  sinngemäss 
für  jede  einzelne  Pumpe,  wenn  an  Stelle  Yon  h  die  entsprechende 
Teilhöhe  gesetzt  wird,  welche  mit  einer  Pumpe  erreicht  werden  kann. 

Eine  ausführliche  Diskussion  der  Grundgleichungen  für  die  Zentri- 
fugalpumpen, in  denen  jedoch  die  Stoss-  und  Eintrittskoeffizienten 
von  G.  Zeuner^'^  eingeführt  sind,  giebt  E.  v.  Grünebaum^'^, 

Untersuchungen  über  das  Maximum  des  Wirkungsgrades  sind 
sehr  viele  angestellt  worden^),  doch  haben  sie  keine  übereinstimmenden 

67)  Zur  Theorie  der  Zeatrifogalpiimpen,  Berlin  1906,  p.  16. 

68)  Vgl.  hierüber  ausser  den  hierauf  bezüglichen  Abschnitten  in  den  ein- 
gangs angeführten  Lehrbüchern  noch:   in   der   Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.: 
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Regeln  für  die  zweckmässigsten  Abmessungen  dieser  Pumpen  ergeben. 
Ebenso  wenig  lEsst  sich  ans  den  zahlreichen  Versnchen")  ein  zuver- 
lässiger  Schluss  auf  vorteilhafteste  Dimensionierungen  ziehen. 

Ganz  entsprechend  den  Zentrifugalpumpen  werden  Zentrifugal- 
geblase und  Ventilatoren  berechnet^  da  bei  den  meist  geringen  Druck- 
unterschieden die  Luft  sich  wesentlich  volumbesl^ndig  verhält 

12.  Saugstrahlpumpen.  Aus  einem  Behälter  Ä  (s.  Fig.  20a) 
fliesst  durch  das  Druckrohr  B  Wasser,  welches  aus  einer  Düse  von 

kleinem  Austritts- 
j  querschnitt  mit  der 
mittleren  Geschwin- 
digkeit v^  in  ein 
weites  Rohrstück  C 
tritt.  In  dasselbe 
führt  auch  das  Saug- 
rohr D  Wasser,  wel- 
ches in  C  mit  der 
mittleren  Geschwin- 
digkeit v^  einströmt, 
sich  dann  mit  dem 
Druckwasser  ver- 
mischt, hierbei  die 
Geschwindigkeit  v^ 
erlangt  und  durch 
das  Steigrohr  E  mit 
der  Geschwindigkeit 
v'  abfliesst.   Es  muss 


hierbei  v^  so  gross 
sein,  dass  der  hydrau- 
lische Druck  Ol  (ge- 


S 


a 

^^ 

^^^ 

^4, 


Fig.  20  a. 


M.  EM  81  (1887),  p.  466;  H,  Lindner  36  (1891),  p.  676  u.  977;  /.  BarUl  85 
(1891),  p.  1016;  L.  SdiüU  60  (1906),  p.  1716;  feiner  in  den  Yerhandlungen  des 
Vereins  loz  FOrderong  des  Grewerbefleisses  in  Prenssen:  C,  Fink  66  (1887),  p.  440; 
R.  MoOiar  74  (1896),  p.  211  n.  281;  endlich  P.  Btcoeur,  Annales  des  ponts  et 
chauss^s  (6)  18  (1877),  p.  401;  jR.  FroeU  \%,  Anmerk.  82),  p.  20;  H.  Lorenz,  Nene 
Theorie  nnd  Berechnung  der  Kreiselräder  1906;  J^.  Neumann,  Die  Zentrifugal- 
pumpen,  Berlin  1906,  p.  89. 

69)  Vgl.  s.  B.  H.  Magens,  Die  Kreisel  nnd  ihre  Leistungen,  Zeitschr.  d.  Ver. 
dentach.  Ing.  49  (1906),  p.807;  E.  r.  Orüwbaum  (s.  Anmerk.  67),  p.  110;  £.  Kux, 
Wirkungsgrade  von  Zentriiugalpmnpen,  ibid.  61  (1907),  p.  842;  jR.  Bid,  Die 
Wirkungsweise  der  Kreiselpumpen  und  Ventilatoren  (Heft  41  der  Forschungs- 
arbeiten, herausgegeben  vom  Verein  deutsch.  Ing.),  Berlin  1907. 
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messen  in  der  Wassersäulenhöhe)  in  der  Düse  erheblich  kleiner  als 
der  Atmosphärendruck  wird  und  so  die  Hebung  des  Wassers  durch 
das  Saugrohr  D  stattfinden  kann. 

Die  Theorie  dieser  Saugstrahlpumpe  stützt  sich  wesentlich  dar- 
auf^ dass  die  Mischung  unelastischer  Flüssigkeiten  nach  denselben 
Gleichungen  wie  der  Stoss  unelastischer  fester  Körper  behandelt  werden 
kann.  Geht  also  die  mittlere  Geschwindigkeit  v^  der  Flüssigkeiten 
in  V  über^  so  erfordert  das  im  Beharrungszustande  die  Wirkung  einer 
Kraft 

falls  m^  die  auf  die  Sekunde  bezogene  zum  Stoss  gelangende  Wasser- 
masse bezeichnet.    Ebenso 

Pj  =  t»2  (r,  —  v) 

die  entsprechende  Kraft  für  den  Stoss  des  Saugwassers.  Aus  der 
erwähnten  Annahme  folgt  dann 

und  da  infolge  der  Druckverschiedenheit  auch 

P  =  /'.y(a  — 04) 

sein  musSy  so  ergiebt  sich  mit  den  Relationen  fni  =  ^'fiV^j  ^=£*At^9 

(48)  gfia-  a,)  =  f,v,  (v,  -v)  +  f,v,  (v,-  v^) 

Hierzu  treten  noch  die  aus  GL  (6)  folgenden  drei  Gleichungen  für 
die  Bewegungen  der  Flüssigkeit  durch  das  Druckrohr  B,  das  Saug- 
rohr 2)  und  das  Steigrohr  E,  welche  zusammen  mit  der  Kontinuitäts- 
bedingung 

die  Berechnung  aller  einzekien  Grössen  ermögUchen. 

Als  Verlust  an  kinetischer  Energie  findet  sich  der  Ausdruck 

(49)  L,=  ^{m,(v,-vy+  m,{v,-  t;)»}, 

also  genau  derselbe^  wie  für  den  unelastischen  Stoss  zweier  fester 
Körper  mit  den  Massen  m^  imd  m^  gegen  eine  unendlich  grosse 
Masse. 


70)  Diese  Gleichung  entwickelte  zuerst  und  zwar  zugleich  für  Gase  und 
Dämpfe  gültig  G.  Zeunefy  Das  Lokomotiy-Blasrohr,  Zürich  1863,  p.  97,  und  kon- 
trollierte sie  durch  zahlreiche  Versuche.  Eine  nur  wenig  andere  Ableitung  der- 
selben, jedoch  erweitert  auf  beliebig  viele  kombinierte  Ströme,  gab  TT.  M, 
Bankine^  On  the  the  theory  of  combined  streams,  Lond.  Boy.  Soc.  Proc.  19  (1871) 
p.  90,  in  deutscher  Übersetzung:  CiTilingenieur  17  (1871),  p.  298. 
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Fig.  20  b. 


Strömt  das  Saugwasser  senkrecht 
zur  BewegungsrichtUng  des  Druck- 
Wassers  zu  (s.  Fig.  20b),  ist  also 
V,  _Lvi,  so  leitet  G.  Zeuner''^)  die 
etwas  andere  Gruudgleichung 

(50)  g.f(a-a,)  =  f,v,*-fv* 

hierfQr  ab,  und  als  Ausdruck  för  den 
Energieverlust 

(51)  Z.=  i{»^(«,-tO« 

+  ♦»»(««+»)*}• 
Als  Wirkungsgrad  der  Saugstrahl- 
pumpe ergiebt  sich 

m,(Ä-Ä') 


also  ein  unter  den  gewöhnlichen  Ver- 
hältnissen kleiner  Wert^*). 

13.   Hydraulisohe  Widder.     In  Fig.  21a  bedeutet  A  einen  Be- 
hälter, aus  welchem  Wasser  durch   das  Leitungsrohr  B  und  von  da 


T 


^ 


"A 


I 


.  j» 


5CT 


I  B 

Fig.  21a. 

aus  durch  das  Ventil  V  ins  Freie  strömt.     Bei   hinreichend  grosser 
Druckhöhe  und  Wassermenge  wird  hierbei  das  Ventil  gehoben  und 

71)  Turbinentheorie,  p.  65. 

72)  Vgl.  z.  B.  12.  Wemtr,  NageFs  Wasserstrahlpumpe,  nebst  einer  Theorie 
der  Wasserstrahlpumpen,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.  10  (1S66),  p.  121. 
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schliesst  die  Austrittsöfi&iung.  Der  hierdurch  entstehende  Stoss  er- 
zeugt eine  Druckerhöhung,  welche  das  Ventil  V^  öffnet  und  Wasser 
in  den  Windkessel  C  drückt,  aus  dem  es  durch  das  Steigrohr  D  auf 
die  Höhe  jH^  gehohen  wird.  Da  aber  der  Druck  in  JB  dann  wieder 
sinkt,  so  schliesst  sich  F^,  es  öffnet  sich  V  wieder  uud  der  Vorgang 
wiederholt  sich  periodisch  in  der  gleichen  Weise,  so  lange  H  und  H^ 
konstant  bleiben. 

Die  Theorie  des  Widders  ist  noch  wenig  entwickelt.  Zuerst 
gab  eine  solche  M.  Navier'^^),  jedoch  unter  Vernachlässigung  der 
Ventilmasse,  bezw.  Ventilbewegung  und  der  Widerstände.  Er  geht 
von  der  Differentialgleichung 

2gH-2kf,^-^-v,^=0 

aus,  welche  für  den  Ausfiuss  aus  einem  Geföss  gilt,  dessen  Ausfluss- 
öffnung plötzlich  geöffnet  wird.  In  ihr  bezeichnet  H  die  Druckhöhe, 
f^    den    Querschnitt    der   Ausflussöffhung,    v^    die    mittlere    Ausfluss- 

geschwindigkeit  zur  Zeit  t  und  Tc  das  Integral  ff  -j  erstreckt  über  das 

0 

ganze  Gefäss.  Die  Anwendung  auf  den  Ausfluss  durch  das  Sperr- 
ventil V  des  Widders  ergiebt  die  austretende  Wassermenge  als 
Funktion  der  Zeitdauer,  während  welcher  das  Ventil  offen  ist,  aber 
nicht  die  letztere  selbst.  Das  Gleiche  gilt  von  dem  Ausfluss  durch 
das  Steigventil  V^  und  das  Steigrohr.  Die  Theorie  ist  demnach  nur 
brauchbar,  wenn  man  die  beiden  Zeitgrössen  durch  Versuche  er- 
mitteln kann.  Ebensowenig  lässt  sich  der  Wirkungsgrad  rechnerisch 
finden. 

Die  Theorie,  welche  J,  Weisbach'^^)  entwickelt,  beruht  nicht  nur 
auf  denselben  Vernachlässigungen,  welche  Navier  benutzt,  sondern 
auch  noch  auf  der  Annahme,  dass  der  Ausfluss  aus  den  Ventilen  ein 
gleichmässig  beschleunigter  sei.  Er  findet  dann  den  Wirkungsgrad 
um  so  näher  =  1,  je  kürzer  die  Zeit  ist,  während  welcher  das  Steig- 
ventil F^  beim  Zurückfliessen  des  Wassers  in  den  Windkessel  offen 

steht,  und  je  kleiner  das  Verhältnis  -^   ist. 

Die  Theorie  des  Widders  von  L.  Vigreux'^^)  geht  dagegen  von 
der  Bewegung  des  Sperrventils  F  selbst  aus.     Die  Kraft,  mit  welcher 


78)  Resxunä  des  le9onfl  de  mäcanique  appliqu^,  Bznzelles  1889,  p.  664. 
74)  Ingenienr-  und  Maschinenmechanik  8,  Braunschweig  1860,  p.  965. 
76)  Trait^  ihäoriqne  et  praÜque  d'hydrauliqae  1,  Paris  1886,  p.  847. 
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das  Sperrventil  V  gehoben  werden  muss^  setzt  Vigreux 

F 


P  =  yF 


V 


L'd-) 


—  1 


_ 

^9' 


in  welcher  (p  der  Ventilquerschnitt,  F  der  Horizontalquerschnitt  der 
Yentilkammer^  li  ein  Ausflusskoeffizient  (*=  0^85)  und  v  die  mittlere 
Ausfiusssgeschwindigkeit  zur  Zeit  t  ist.  Bezeichnet  G  die  Schwere 
des  Ventilkörpers,  so  beginnt  der  Ventilhub,  sobald  P'^G  isi  Die 
Ventilbewegung  erfolgt  unter  dem  Einfluss  der  Kraft  P  —  6r,  welche 
Vigreux  konstant  annimmt,   und  zwar  setzt  er  t;  =  y2gH  in   dem 

Ausdruck  för  P,  womit  sich  P  erheblich 
zu  gross  ergiebt.  Indem  er  femer  die  Aus- 
flussbewegungen des  Wassers  aus  dem  Sperr- 
ventil V  und  dem  Steigventil  K  als  gleich- 
massig  beschleunigt  ansieht,  findet  er  die 
Ausflusszeiten  nnd  -mengen  und  berechnet 
damit  den  Wirkungsgrad.  In  ähnlicher  Weise 
behandelt  Vigreux  auch  den  Fall,  in  welchem 
das  Sperrventil  die  in  Fig.  21b  dargestellte  Anordnung  hat. 

Die  Druck-  und  Beschleunigungsvorgange,  die  in  den  Leitungs- 
rohren bei  dem  Abschluss  der  Ventile  entstehen,  sind  besonders  aus- 
fOhrlich  von  L.  AUievi  behandelt  worden;  vgl.  hierüber  den  Artikel 
HydrauUk  IV  20,  Nr.  12  (Forc/iheimer), 


Fig.  21  b. 


(Abgeschloseen  im  Juni  1907.) 
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Vorbemerkung.  Die  Theorie  des  Schiffes  bildet  einen  besonderen 
Teil  der  angewandten  Mechanik;  Gegenstand  ihrer  üntersnchungen  ist 
die  Behandlung  der  nauüsdien  Eigenschaften  des  Schiffes.  Bereits 
Seneca^)  verlangt  von  einem  guten  Schiffe:  Navis  bona  didtwr  ... 
stabüis  et  firma,  gtibernaeulo  parens,  vdox  et  consentiens  vento,  und  so 
versteht  man  auch  jetzt  noch  unter  den  nautischen  Eigenschaften 
insbesondere  folgende:  die  Schwimmfähigkeit^  Stabilität^  Sanftheit  und 
Kleinheit  der  Amplitude  des  BoUens  und  Stampfens  j  einen  geringen 
Arbeitsverbrauch  fOr  den  Gang  und  gutes  EvoluHonsvermÖgen.   Ein  be- 

1)  Seneca  in  der  76.  epistuia. 
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stimmtes  Mass  für  jede  dieser  Eigenschaften  aufzustellen  und  dessen 
Abhängigkeit  von  den  Elementen  des  Schiffes^  seiner  Form  und  seiner 
Belastung  auszudrücken,  ist  die  allgemeine  Aufgabe  der  Theorie  des 
Schiffes.  Leider  ist  sie  bisher  nur  erst  teilweise  befriedigend  gelöst. 
Man  kann  yielleicht  zutreffend  sagen,  dass  überall  d%  wo  die  Hydro- 
staiik  ausreicht,  eine  befriedigende  Lösung  der  in  Frage  kommenden 
Probleme  vorliegt,  dass  aber  nur  die  ersten  Schritte  gemacht  sind, 
wo  es  darauf  ankommt,  die  H-jirodynamik  "zur  Behandlung  heran- 
zuziehen. 

Diesem  Sachverhalt  entsprechend  ist  es  nicht  die  Absicht  des 
vorliegenden  Referates,  über  alle  Teile  gleichmässig  ausführlich  zu  be- 
richten. Es  werden  vielmehr  diejenigen  Fragen  besonders  heraus- 
gegriffen, die  eben  unter  Zugrundelegung  des  hydrostatischen  An- 
satzes eine  weitgehende,  insbesondere  durch  die  Beobachtungen  und 
Experimente  kontrollierte  mathematische  Behandlung  erfahren  haben. 
Immerhin  ist  dem  Referate  in  den  Nrn.  7 — 9  ein  Anhang  von 
C  H,  Müller  beigefQgt,  in  dem  versucht  ist,  eine  Übersicht  darüber 
zu  geben,  wie  weit  die  Hydrodynamik  bisher  in  der  Lage  ist, 
die  Probleme  der  Theorie  des  Schiffes  (imter  denen  hier  insbe- 
sondere die  Fragen  des  Schiffswiderstandes  und  der  Schiffspropulsion 
in  Betracht  kommen),  zu  fördern.  —  Die  als  Einleitung  voran- 
stehende Nr.  1  soll  dazu  dienen,  die  Hauptprobleme  der  Theorie  des 
Schiffs,  wie  sie  in  Nr.  2 — 6  zur  Behandlung  kommen,  im  Zusammen- 
hange zu  charakterisieren,  wobei  die  Form  einer  historischen  Über- 
sicht gewählt  worden  ist,  um  im  eigentlichen  Referate  eine  mehr 
dogmatische  Darstellung  eintreten  lassen  zu  können.  Diese  ist  be- 
vorzugt, weil  es  ausserhalb  der  Absicht  des  Referenten  liegt,  eine 
historisch-kritische  Würdigung  der  gesamten,  weitschichtigen  Litteratur 
zu  geben. 

1.  Die  Hauptprobleme  der  Theorie  des  Schiffes  in  ihrer 
hifltorisohen  Entwiokelnng.  Der  hydrostatische  Satz  des  Archiniedes^) 
ist  das  Grundgesetz,  welches  alle  Fragen,  die  die  Schwimmfähigkeit 
und  Stabilität  des  Schiffes  betreffen,  beherrscht  und  auf  eine  geometrische 
Aufgabe  zurückführt.  Aber  erst  im  16.  Jahrhundert  wurde  dieser 
Satz  in  der  Praxis  des  Schiffbaues  angewandt,  als  man  anfing  die 
Wasserverdrängung  der  Schiffe  zu  berechnen.  Jedoch  auch  während 
der  folgenden  beiden  Jahrhunderte  bildete  der  Schiffbau  immer  noch 
eine  geheimnisvolle  Kunst,  so  dass  von  einer  allgemeinen  wissen- 
schaftlichen Darstellung  seiner  Grundprinzipien  kaum  die  Rede  war. 


2)  Vgl.  IV  16,  Nr.  1  (Ä,  E.  H,  Ij)ve)  u.  IV  6,  Nr.  89  (P.  Stäckeh, 
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Im  Jahre  1730  hatte  man  zu  befärchten,  dass  die  vor  einigen 
Jahren  gegründete  Petersburger  Akademie  der  Wissenschaften  auf- 
giehoben  wurde.  Dies  gab  L.  Etder  Veranlassung^  sich  eine  andere 
Stellimg  zu  suchen  und  für  einige  Zeit  in  die  russische  Marine  als 
Schifislieutenant  einzutreten ').  Zur  selben  Zeit  ungefähr  (1735) 
wurde  der  Astronom  P.  Bouguer  zum  Zwecke  der  Gradmessung  nach 
Peru  gesandt.  Möglich,  dass  diese  Umstände  für  Etder  und  Bouguer 
den  Anstoss  gaben,  sich  eingehender  mit  der  Theorie  des  Schiffes  zu 
beschäftigen.  Im  Jahre  1746  erscheint  das  Bcrnffuersche  Werk: 
Tratte  du  navire,  im  Jahre  1749  Eulers  Scientia  navcdis.  Es  sind 
dies  die  beiden  ersten  und  grundlegenden  Werke  über  die  Theorie 
des  Schiffes.  Sie  zeigten  insbesondere,  dass  diese  Theorie  ein  aus- 
gedehntes Feld  für  die  Anwendung  der  Mathematik  und  deren  neuere 
Methoden  darbot,  und  so  kam  es,  dass  die  Pariser  Akademie  seit 
1753  bis  in  die  70  er  Jahre  zu  ihren  Preisfragen  in  erster  Linie 
solche  wählte,  die  die  Theorie  des  Schiffs  betrafen  und  zu  weiteren 
Forschungen  aufmuntern  sollten.  L.  und  J.  Ä,  Euler ^  D.  BemouUi, 
J.  P.  Bouguer.  Gh.  Bossut  u.  a.  nahmen  an  diesen  Preisbewerbungen 
teil.  Berechnungsmethoden  für  die  Wasserverdrängung,  die  Lage  der 
Metazentren,  die  Methode  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Schwerpunktes, 
die  allgemeine  Lehre  über  das  Rollen  des  Schiffes,  leider  auf  falsche 
Annahmen  über  die  Struktur  der  Wellen  gegründet,  und  eine  theore- 
tische Untersuchung  über  die  Beanspruchung  der  Schiffsteile  sind  die 
Hauptresultate,  die  infolge  dieser  Preisfragen  gewonnen  wurden. 

Die  statischen  Fragen,  so  lange  sie  nur  eine  Anwendung  des 
Archimedischen  Prinzips  erforderten,  hatten  damit  eine  vollkommen 
befriedigende  Lösung  erhalten.  Anders  verhielt  sich  es  da,  wo  es  sich 
um  dynamische  Fragen  ^  insbesondere  um  Hydrodynamik  und  den 
Widerstand  des  Wassers  handelte. 

Newtons  Principia  enthalten  schon  gewisse  allgemeine  Ghrundsätze 
über  den  Widerstand  von  Flüssigkeiten  und  die  ersten  Versuche  zu 
ihrer  Bestätigung^).  Der  wichtigste  dieser  Sätze  ist  der  Satz  von  der 
mechanischen  Ähnlichkeit^),  Aber  erst  nach  200  Jahren  sollte  dieser 
Satz  die  Grundlage  für  die  Versuche  von  W.  Froude  werden,  die  dann 
im  weiteren  Verlaufe  zu  dem  Bau  der  jetzt  in  allen  Ländern  vor- 
handenen Bassins  für  Schleppversuche  mit  Schiffsmodellen  geführt  haben. 

Dass   die   Theorie   aUein   die  Fragen   über  den  Widerstand  des 


3)  Siehe  N.  Fuss,  £loge  de  Euler,  p.  12. 

4)  Is,  Newton,  Principia,  II.  Buch^  VII.  Abschnitt. 
6)  Vgl.  IV  6,  Nr.  8  (P.  Stäckel). 
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Wassers  nicht  zu  beantworten  vermag^  und  man  daher  Versuche  za 
Hilfe  nehmen  müsse,  hatte  man  schon  im  18.  Jahrhundert  ein- 
zusehen begonnen.  In  den  70  er  Jahren  des  18.  Jahrhunderts  war 
in  Frankreich  der  Bau  eines  Netzes  von  inlandischen  Wasserwegen 
beschlossen  worden.  In  einem  der  Projekte  war  ein  Tunnel  statt 
eines  Schleusenkanals  vorgeschlagen.  Der  Minister  Turgot  stellte 
daraufhin  der  Pariser  Akademie  die  Aufgabe ,  den  Einfluss  zu  er- 
mitteln,  den  das  Verhältnis  der  Querschnittsfiächen  des  Schiffes  und 
des  Kanals  auf  den  Widerstand  des  Wassers  hat.  Eine  Kommission, 
bestehend  aus  J.  le  B.  d'Membefi,  de  Condorcet  und  Ch,  Bassui  untere 
nahm  daher  die  ersten  systematischen  Versuche  über  den  Widerstand 
des  Wassers  bei  schwimmenden  Körpern,  die  aber  nicht  weiter  yer- 
folgt  wurden,  als  sich  ein  bedeutender  Überschuss  an  Widerstand  in 
engen  Kanälen  ergab  und  daher  das  Tunnelprojekt  abgelehnt  wurde. 
Die  nächsten  Versuche  wurden  in  den  Jahren  1795 — 1798  in  Eng- 
land Yon  Jf.  6r.  Beaufay  ausgeführt.  Diese  zahlreich  angestellten  Ver- 
suche (sie  haben  über  50000  Lstr.  gekostet)  zeigten  u.  a.  das  Vor- 
handensein des  sogenannten  Reibungswiderstandes  im  Wasser.  Sie 
wurden  1834  von  H.  Beaufoy^  in  ausgezeichneter  Weise  veröffentlicht, 
insbesondere  giebt  Beatrfay  alle  unmittelbar  beobachteten  Resultate  an. 

Die  seit  den  30er  Jahren  des  19.  Jahrhunderts  einsetzende  all- 
mähliche Entwicklung  der  Dampfschiffahrt  liess  die  Frage  über  den 
Widerstand  des  Wassers  nach  einer  neuen  Seite  wichtig  erscheinen. 
Der  Schiffsbetrieb  wurde  unabhängig  vom  Winde,  man  konnte  sich 
eine  gewisse  zu  erreichende  Geschwindigkeit  des  Schiffes  vorschreiben 
und  hatte  nun  die  Leistung  der  Maschine  zu  bestimmen.  Für  diese 
neue  Frage  in  der  Theorie  des  Schiffes  fand  sich  zimächst  eine  ver- 
hältnismässig einfache  Beantwortung,  indem  man  die  Leistung  und  die 
dabei  erreichte  Geschwindigkeit  auf  ausgeführten  Schiffen  wirklich 
mass.  Die  Systematisierung  und  die  Verallgemeinerung  der  so  er^ 
haltenen  Angaben  führten  zu  einer  B^ihe  empirischer  Formehi,  welche 
zur  Bestimmung  der  indizierten  Leistung  der  Maschine  dienten,  wenn 
die  Elemente  des  Schiffes  und  die  zu  erreichende  Geschwindigkeit  ge- 
geben wurden. 

Ln  Jahre  1869  schlug  W.  Froude'^)  seine  neue  Methode  zur 
Untersuchung  des  Schi& Widerstandes  vor,  die  von  dem  Newtanschen 
Ahnlichkeitssatze  Gebrauch  macht.  Sie  besteht  darin,  dass  ein  Modell 
des  Schiffes  mit  einer  Geschwindigkeit  geschleppt  wird,  die  sich  zur 


6)  Colonel  Mark  Beaufay,  Nantical  and  hydraulic  experimentB,  London  1884. 

7)  W,  Froude,  Report  of  ihe  Brii  Assoc.  1878. 
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G^eschwindigkeit  des  Schiffes  wie  die  Quadratwurzel  aus  den  ent- 
sprechenden Dimensionen  verhalt;  es  wird  dann  der  Widerstand  auf 
das  Schiffsmodell  bestimmt  und  danach  der  Widerstand  auf  das  Schiff 
berechnet.  Die  englische  Admiralität  nahm  den  Vorschlag  Froudes  an 
imd  erbaute  ein  Bassin^  in  dem  dieser  systematische  Schleppversuche 
anstellte.  Zunächst  untersuchte  Fremde  den  Reibungswiderstand,  indem 
er  dünne  Bretter  von  verschiedener  Länge  schleppte.  Als  Resultat 
dieser  Versuche  giebt  er  die  empirische  Formel 

(1)  2^,=  Ä5t;^"^ 

wo  By  den  Reibungswiderstand  bedeutet^  s  die  benetzte  Oberfläche^ 
V  die  Geschwindigkeit  und  k  ein  Koeffizient^  der  als  Funktion  der 
Länge  des  Brettes  oder  Schiffes  einer  Tabelle  zu  entnehmen  ist. 
Da  diese  Formel  zeigt,  dass  der  Reibungswiderstand  dem  NewtofiBchen 
Ahnlichkeitsgesetz  nicht  folgt^  so  zerlegt  Fraude  den  beobachteten 
Gesamtwiderstand  B  des  Modells  in  zwei  Teile:  U^=  Reibungswider- 
stand und  Bw=^  B  —  By=  Restwiderstand;  wobei  By  nach  der  obigen 
Formel  berechnet  wird.  Um  nun  den  Restwiderstand  auf  das  Schiff 
bei  der  korrespondierenden  Geschwindigkeit  zu  ermitteln,  hat  man 
(nach  dem  Prinzip  der  Ähnlichkeit)  nur  Bw  mit  dem  Verhältnisse 
der  Masse  des  Schiffes  zu  jener  des  Modells  zu  multiplizieren.  Den 
Gesamtwiderstand  erhält  man,  wenn  man  zu  dem  so  erhaltenen 
Resultate  den  nach  Formel  (1)  berechneten  Reibungswiderstand  auf 
das  Schiff  addiert.  Obwohl  dies  Verfahren  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  theoretisch  gestützt  werden  kann,  konnte  es  seine  wirkliche 
Bestätigung  doch  nur  durch  unmittelbare  Versuche  erfahren.  Diese 
wurden  im  Jahre  1874  mit  der  Korvette  „Greyhound"  von  1200 
Tonnengehalt  angestellt  und  bestanden  darin,  dass  „Grejhound''  von 
der  Korvette  ,^ctive''  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  ge- 
schleppt und  dabei  die  entsprechende  Zugkraft  des  Schlepptaus  be- 
stimmt wurde.  Li  seinem  Bericht  äussert  Froude^),  dass  das  von 
ihm  vorgeschlagene  Verfahren  den  Schiffswiderstand  aus  dem  eines 
Modells  zu  bestimmen,  durch  die  Versuche  am  „Ghreyhound"  be- 
stätigt worden  seien.  Leider  sind  alle  FrcmdeBchen  Versuche  in 
einer  ganz  anderen  Form  wie  die  Beatifoyschea  veröffentlicht  worden: 
Fremde  giebt  keine  einzige  der  unmittelbar  beobachteten  Zahlen, 
sondern  nur  Diagramme  in  kleineren  Massstäben.  Solche  Diagramme 
genügen  zu  einer  allgemeinen  Übersicht,  aber  nicht  zu  Präzisions- 
rechnungen imd  Prüfung  der  Methode  •).  — 

8)  W.  Fraude,  Trans.  Inst.  Nav.  Arch.  15  (1874),  p.  86. 

9)  Diese  Worte  enthalted  keinen  Vorwurf  für  Draude.    Der  Referent  steht 
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Im  weiteren  Verlauf  knüpft  nun  der  weitere  Ausbau  der  Theorie 
des  SchifTes  eng  an  die  rasche  Entwickelung  an,  die  insbesondere  seit 
der  zweiten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts  die  Praxis  des  Schiffbaus 
genommen  hat. 

Zunächst  führte  der  Bau  der  Panzerschiffe  zu  einer  erneuten  und 
eingehenderen  Untersuchung  des  Bollens  und  Stampfens  der  Schiffe, 
Die  Verteilung  der  Gewichte  auf  einem  Panzerschiffe  ist  eine  wesent- 
lich andere  wie  die  auf  Segelschiffen;  die  Dampf  kraft  gestattete  die 
Möglichkeit^  einen  beliebigen  Kurs  relativ  zu  den  Wellen  zu  nehmen; 
die  Bemastung  und  die  Segel  wurden  vermindert  oder  ganz  aus- 
geschlossen. Alles  dies  führte  zu  einem  anderen  Verhalten  der  Panzer- 
schiffe auf  See  als  es  die  Segelschiffe  zeigten,  —  die  mildernde  Wirkung 
der  Segel  auf  das  Rollen  war  nicht  mehr  vorhanden.  Systematische 
Versuche  zeigten,  dass  die  Schiffe  mit  grösster  Stabilität  die  un- 
ruhigsten auf  den  Wellen  wurden,  was  der  früheren  Theorie  gänzlich 
widersprach.  Auch  hier  verdankt  man  W.  Froude  die  Orundprinzipien, 
die  zu  einer  Beherrschung  dieser  ganz  neuen  Verhältnisse  führten. 
Im  Jahre  1861   legte  er  der  „Institution  of  Naval  Architects'^  seine 

•  

Theorie  des  Rollens  der  Schiffe,  die  auf  den  Eigenschaften  der  Gerst- 
nerschen  trochoidolen  Wellenbewegung  des  Wassers  (vgl.  IV  16, 
Nr.  5  g,  Ä,  E,  H.  Love)  begründet  ist,  vor^^).  Sie  wurde  später  durch 
zahlreiche  Versuche  von  W.  Froude^^)  selbst  und  E,  Bertin ^  be- 
stätigt. — 

Die  Verpanzerung  der  Schiffe  führte  weiter  zur  Konstruktion 
von  niederbordigen  Schiffen,  die  ganz  besondere  Stdbüitätsverhältnisse 
beBitzen.  Diese  wurden  anfangs  nicht  verstanden,  wodureh  die  sog. 
„Gaptain'^-Eatastrophe  veranlasst  wurde.  Im  Jahre  1867  hatte  Captain 
Cowper  Goles  die  Idee,  auf  einem  imd  demselben  Schiff,  eine  dicke 
Bepanzerung,  schwere  Turmartillerie,  niedrigen  Freibord  und  eine 
vollständige  Bemastung   zu   vereinigen.     So   entstand   der  „Captain^. 


selbst  an  der  Spitze  des  Versuchsbassins  der  kaiserlich  russischen  Marine  in 
St.  Petersburg  und  weiss  wohl,  dass  alles,  was  etwa  für  den  Eriegsschiffsban 
von  Nutzen  sein  kann,  nicht  veröffentlicht  werden  darf.  Man  moss  der  eng- 
lischen Admiralität  vielmehr  Dank  wissen  fOr  die  zahlreichen  Yersnchsergebnisse, 
die  mit  ihrer  Erlaubnis  veröffentlicht  wnrden. 

10)  W,  Froude,   On   the   roUing   of  ships,   Trans.  Inst,  of  Naval  Archit. 
2  (1861),  p.  180. 

11)  TT.  Iroude,  Description  of  an  instroment  for  automatically  reoording 
the  roUing  of  ships,  Trans  Inst.  Nay.  Archit.  14  (1874),  p.  168. 

12)  E.  BerHn,  Observation  dn  ronUs  et  dn  tangage,  Paris,  Mem.  pr^.  p&r 
diy.  sav.  26  (1878). 
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Sir  Edw.  Beed  ^^)  wies  in  einem  Vortrage  auf  die  Gefahr  hin,  die  ein 
niederbordiges  Schiff  mit  voller  Bemastung  unter  Umstanden  auf 
hoher  See  laufen  kann.  Er  stellte  deutlich  den  Unterschied  Ton 
staHscIier  und  dynamisdier  Stabüität  auf  und  erklärte  die  Wirkung,  die 
ein  Schwall  auf  ein  Schiff*  ausübt,  und  die  Gefahr,  die  dabei  für 
niederbordige  Schiffe  besteht.  Aber  man  nahm  auf  diese  Warnungen 
keine  Rücksicht,  und  bei  seiner  ersten  Versuchsfahrt  unter  Segel  in  dem 
Geschwader  des  Vize-Admirals  Milne  wurde  der  „Captain"  durch  einen 
unbedeutenden  Schwall,  der  den  übrigen  zehn  Schiffen  des  Geschwaders 
keinen  Schaden  brachte,  gekentert,  wobei  nur  17  Mann  Ton  der 
550  Mann  starken  Besatzung  durch  einen  glücklichen  Zufall  ihre 
Bettung  auf  einem  Boote  fanden.  Diese  „Gaptain'^- Katastrophe  erst 
gab  Anlass,  die  Stabilitätsyerhältnisse  bei  grossen  Neigungen  in  weit- 
gehendster Weise  zu  untersuchen  und  neue  Berechnungsmethoden  aus- 
zuarbeiten. — 

Andere  Schiffskatastrophen  mit  grossem  Verlust  an  Menschen- 
leben, so  besonders  die  der  „Victoria"  und  des  Dampfers  „Elbe" 
führten  zu  der  Untersuchung  der  SchoUenverteilung  auf  Schiffen  und 
des  Einflusses  der  Beschädigung  der  Abteilungen  des  Schiffes  auf 
dessen  Stabilität.  — 

Der  Eisen-  und  Stahlschiffbau  wies  der  Frage  über  die  Be- 
anspruchung,  welcher  die  einzelnen  Teile  der  Schiffsstruktur  bei  dem 
Rollen  und  Stampfen  des  Schiffes  unterliegen,  eine  besondere  Wichtig- 
keit zu«  Die  Grundlagen  für  die  allgemeine  Untersuchung  der  Ghrösse 
der  Schubkraft  und  des  Biegungsmomentes,  welche  in  jedem  Quer- 
schnitt des  Schiffes  wirken,  waren  schon  im  Jahre  1759  Ton  L,  Euler^^) 
gegeben  worden.  Für  den  Holzschiffbau  hatte  B,  Seppings^^)  im  ersten 
Viertel  des  19.  Jahrhunderts  eine  rationelle  Methode  vorgeschlagen 
und  eingeführt.     Aber  erst  im  Jahre  1871  hat  Sir  Edw,  Beed^^)  die 


18)  Sir  Edw,  Beed,  Stability  of  monitors  nnder  canvas,  Trans.  Inst.  Nay. 
Archit.  9  (1869),  p.  198. 

14)  X.  Eüler,  Crroignard,  y^zamen  des  efforU  qn'ont  ä  sontenir  tontes  les 
parties  du  navire  dans  le  ronlis  et  dans  le  tangage  .  .  .,  Paris,  Becneil  des 
pi^es  ...  8  (1771). 

16)  B,  Seppings,  On  a  new  principle  of  constnicting  Eis  Majesty's  ship  of 
war,  London,  Phil.  Trans.  1814,  p.  286.  Darüber  auch  bei:  C.  Dupin,  Appli- 
cations de  gdometrie  et  de  m^caniqne,  p.  246  ff.  und  Th.  Young^  Bemarks  on 
the  emplojment  of  oblique  riders  and  on  the  alterations  in  the  constraction 
of  ships,  London,  Phil.  Trans.  1814,  p.  808  ff. 

16)  8vr  Edw,  Beed,  On  the  unequal  disiribuÜon  of  weight  and  support  and 
its  effocts  in  still  water  and  in  ezceptional  positions  on  shore,  London,  Phil. 
Trans.  161*  (1871),  p.  418ff. 
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Eulerechen  Gedanken  wAter  entwickelt  und  auf  moderne  Schiffe  an- 
gewandt. Man  muss  jedoch  sagen,  dass,  wenn  man  auch  die  wirken- 
den Erafke  kennt,  der  Weg  noch  weit  bis  zu  einer  vollkommenen 
Kenntnis  der  Verteilung  der  in  den  einzekien  Schiffsteüen  hervor- 
gerufenen Spannungen  ist.  Man  muss  hier  auf  Versuche  zurückgreifen, 
die  mit  dem  Apparate  von  C.  Stromeyer^'')  oder  ähnlichen  Apparaten 
auszuführen  sind.  Die  „Gobra^'-Katastrophe  —  das  englische  Torpedo- 
boot ,,Gobra^  brach  auf  hoher  See  entzwei  und  ging  verloren  —  und 
die  Notwendigkeit,  die  Länge  der  Schiffe  zu  vergrössem  und  dabei 
totes  Oewicht  zu  erspai'en,  werden  wohl  zu  solchen  Versuchen  auf- 
muntern. — 

In  den  letzten  Jahrzehnten  entstand  noch  eine  neue  Frage  in 
der  Theorie  des  Schiffes:  die  Frage  nach  seinen  dctsHsdien  Schwin- 
gungen oder  Vibratioyien,  Man  bemerkte  auf  einigen  Fahrzeugen  bei 
einer  gewissen  Tourenzahl  der  Maschine  sehr  heftige  Vibrationen,  die 
bei  anderen  Tourenzahlen  aufhörten.  Eine  theoretische  und  experi- 
mentelle Untersuchung  zeigte  bald,  dass  man  es  hier  mit  Besonanz- 
erscheinungen  zu  thun  hat.  Der  „Massenausgleich^^  der  Maschine 
und  eine  Versteifung  des  Schiffskörpers  sind  die  Mittel,  welche  man 
gegen  die  Vibrationen  anwendet.  Dennoch  ist  eine  vorhergehende  Er- 
mittelung der  Schwingungszahlen  des  Schiffes,  wobei  man  dieses  als 
einen  elastischen  Stab  ansehen  kann,  von  einigem  Nutzen,  da  man  beim 
Projektieren  der  Maschine  und  des  Propellers  eine  solche  Tourenzahl 
auswählen  kann,  die  mit  der  natürUchen  Schwingungszahl  des  Schiffes 
gar  nicht  oder  nur  fOr  wenig  brauchbare  Oeschwindigkeiten  zu- 
sammenfallt, wodurch  die  ungünstigen  Resonanzerscheinungen  von 
vornherein  ausgeschlossen  werden. 

2.  Die  Sohwimmfftliigkeit  des  Schiffes.  Die  Schwimmfahiglceit 
ist  die  Eigenschaft  des  Schiffes,  bei  gegebener  Belastung  zu  schwimmen 
und  dabei  eine  vorgeschriebene  Wasserlinie  zu  halten.  Nach  dem 
Archimedischen  Satz  ist  hierzu  erforderlich,  dass  das  Gewicht  des 
vom  Schiffe  verdrängten  Wassers  gleich  dem  Gewichte  des  Schiffes 
selbst  ist.  Dieses  letztere  ist  die  Summe  einer  Beihe  von  Einzel- 
gewichten, die  man  folgendermassen  gruppieren  kann:  das  Gewicht: 
1.  des  Schiffskörpers,  2.  der  Ausrüstung  und  Besatzung,  3.  der  Maschine, 
4.  des  Eohlenvorrates,  5.  (auf  Ejriegsschiffen)  der  Panzerung  und  Be- 
wafiFhung.  Für  Handelsschiffe  tritt  an  Stelle  der  letzten  beiden  Ge- 
wichte das  der  Zuladung,  d.  h.  der  Frachtgüter,  Passagiere,   Gepäck 


17)  C  Stromeyer,  A  strain  indicator  for  the  use  at  sea,  Trans.  Inst.  Nav. 
Archii  87  (1896),  p.  SSfif. 
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u.  s.  w.  Ausgeführte  Schiffstypen  nach  Gh'ÖBse  und  Bestimmung 
klassifiziert  geben  eine  allgemeine  Übersicht  über  die  prozentuale 
Verteilung  dieser  Gewichte,  worüber  man  das  Nähere  in  den  Hilfs- 
büchem  findet. 

Als  Beserveschimmmfähigkeit  bezeichnet  Inan  diejenige  Zuladung 
oder  das  Gewicht  derjenigen  Wassermenge  ^  die  in  ein  Schiff  beim 
Lecken  eindringen  kann,  bevor  es  gänzlich  sinkt.  Sie  ist  gleich  dem 
Volumen  der  austauchenden  Teile  des  Schiffes  bis  zu  dessen  Oberdeck 
und  hängt  also  Ton  der  Höhe  des  über  Wasser  befindlichen  Freibords 
ab.  Diese  Höhe  wird  für  die  Handelsschiffe  durch  gesetzliche  Vor- 
schriften reguliert,  die  der  Praxis  entnommen  sind  und  dazu  dienen, 
die  Sicherheit  des  Schiffes  gegen  zufällige  Überladung  zu  garantieren. 

Somit  ist  alles,  was  die  Schwimmfähigkeit  betrifft,  auf  die  Be- 
rechnung YOQ  Rauminhalten  zurückgeführt.  Diese  Berechnungen 
werden  nach  dem  sogenannten  KonstrukHonsriss  des  Schiffes  aus- 
geführt. Der  Eonstruktionsriss  stellt  in  rechtwinkeliger  Projektion 
die  Schnittlinien  der  äusseren  Oberfläche,  wobei  man  bei  eisernen 
Schiffen  von  der  äusserst  dünnen  Aussenhaut  absieht,  mit  Ebenen  dar, 
die  jeweils  parallel  zu  den  Projektionsebenen  sind.  Als  Projektions- 
ebenen dienen:  1)  die  Symmetrie-  oder  Längsebene  des  Schiffes,  2)  die 
Ebene  der  Wasserlinie  und  3)  der  Querschnitt  oder  die  Spantenebene, 
die  senkrecht  zu  den  beiden  anderen  steht. 

Wird  die  Längsebene  des  Schiffes  als  jera?-Ebene  angenommen 
und  mit  y  die  den  Koordinaten  x,  z  zugehörige  Ordinate  der  Punkte 
der  Schiffsoberfläche  bezeichnet,  so  wird  das  eingetauchte  Volumen 
des  Schiffes,  welches  Wasser^erärmgung  oder  Dejplacement  genannt 
wird,  durch  folgendes  Doppelintegral  gegeben: 

7  =  2ffydxdz, 

wobei  die  Integration  über  die  ganze  eingetauchte  Fläche  der  Längs- 
ebene auszudehnen  ist.  Da  die  Ordinate  y  nicht  durch  einen  rech- 
nungsmässigen  Ausdruck  in  x  und  jer,  sondern  graphisch  durch  den 
Eonstruktionsriss  gegeben  ist,  so  kann  dies  Integral  nur  durch  nähe- 
rungsweise Quadraturformeln  berechnet  werden.  Um  diese  und  analoge 
Rechnungen  möglichst  einfach  auszuführen,  hat  man  folgende  all- 
gemeine Regeln  zu  beachten  ^^):  1)  die  Präzision  der  Rechnung  muss 
derjenigen  der  Daten  und  diese  der  Präzision,  die  praktisch  Tom  End- 


18)  Vgl.  A.  Krüoff  in  Note  Vm  von  J.  Pollard  et  A,  Dudebout,  Theorie 
dn  navire,  4,  p.  407  und  Nouvelle  mäthode  dn  caloul  des  Aäments  d*ane 
car^ne,  BuU.  de  rAssoc.  techn.  maritime  4  (1898),  p.  97. 
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resultat  verlangt  wird^  entsprechen;  2)  die  AnzaU  der  in  die  Quadrator- 
formel  einzusetzenden  Ordinaten  und  diese  Formel  selbst  müssen  der 
im  Endresultat  geforderten  Präzision  entsprechen;  3)  die  Rechnung 
muss  nach  einem  voraus  angefertigten  Rechenschema  ausgeführt  werden 
und  dabei  überall  nur  die  notwendige  Zahl  der  Ziffern  in  jedem 
Zahlenwert  beibehalten  werden.  Die  praktisch  verlangte  Präzision 
übertrifft  dabei  nie  V^Vo?  ^*  ^*  mö  ^^  Endresultates.  Für  die  Aus- 
führung der  Quadraturen  ist  es  üblich^  die  Trapeeregd  und  die  erste 
jSimpsonsche  Begd  zu  gebrauchend^).  Die  Anwendung  der  Tschd)y' 
scheffBchen  Qtutdraturformd  bringt  eine  grosse  Vereinfachung  und 
Symmetrie  in  die  Rechnungen  ^).  Daneben  leisten  mechanische  Rech- 
nungsapparate; besonders  Amslerß  Planimeter  und  der  Integrator  gute 
Dienste. 

Um  die  Schiffsform  allgemein  zu  charakterisieren,  ist  es  üblich, 
noch  folgende  Verhältnisse  zu  berechnen: 

1)  den  VoUigkeitsgrad  der  Verdrängung^  d.  h.  das  Verhältnis  d  der 
Wasserverdrängung  V  zum  Volumen  des  über  der  Länge  L^  Breite  B 
und  mittlerem  Tiefgang  H  des  Schiffes  konstruierten,  diesem  um- 
geschriebenen Prismas: 

2)  das  Verhältnis  a  der  eingetauchten  Fläche  S  des  Hauptspantes 
zur  Fläche  BH  des  umgeschriebenen  Rechteckes: 

S 


a 


BH^ 


3)  das  Verhältnis  ß  der  Fläche  W  der  Wasserlinie  zur  Fläche 
BL  des  umgeschriebenen  Rechteckes: 

W 


ß  = 


BL 


4)  das  Verhältnis  y  bezw.  A  der  Verdrängung  zu  dem  Volumen 
der  über  Hauptspant  bezw.  Wasserlinie  errichteten  Zylinder: 

Die  Praxis  hat  für  alle  diese  Verhältnisse  je  nach  der  Grosse,  Be- 
stimmung und  Geschwindigkeit  des  Schiffes  gewisse  Grenzen  ergeben, 
die  bei  der  Ausarbeitung  von  Schiffsprojekten  benutzt  werden,  um 
sich  dabei  durch  die  erworbene  Erfahrung  leiten  zu  lassen. 

19)  Die  nähere  Anweismig  über  den  Qebranch  dieser  Formeln  findet  man 
in  den  Hilfsbüchem. 

20)  Vgl.  A.  Krüoff  in  der  Fussn.  18  genannten  Abhandlung. 
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Um  bei  dem  im  Dienste  befindlichen  Schiff  die  Beurteilung  der 
jedem  mittleren  Tiefgange  entsprechenden  Verdrängung  zu  erleichtern^ 
stellt  man  die  Abhängigkeit  beider  Orössen  von  einander  graphisch 
dar^  entweder  durch  eine  auf  rechtwinkelige  Koordinaten  bezogene 
Kurve  oder  durch  eine  Skala^  die  DeplcLcementskala  genannt  wird. 
Kleine  Veränderungen  e  des  mittleren  Tiefganges,  die  von  relativ 
kleinen  Zuladungen  p  herrorgerufen  werden,  berechnet  man  nach  der 

linearen  Formel  6  =  — ,  wo  q  die  Anzahl  der  Tonnen  pro  Zentimeter 

Tiefgang  bedeutet  und  nach  der  Fläche  der  Wasserlinie  voraus  be- 
rechnet wird.  Auch  beim  Übergang  eines  Schiffes  vom  salzigen  Meer- 
wasser in  süsses  Flusswasser  und  umgekehrt  ändert  sich  sein  mittlerer 
Tiefgang.  Diese  Veränderung  beträgt  2  %  ^^^  Tiefganges  beim  Über- 
gang aus  Ozeanwasser,  vom  spezifischen  Gewicht  1,026,  in  Flusswasser. 

3.  Die  Stabilität  des  Schiffes.  Die  Stabilität  ist  die  Eigenschaft 
eines  Schiffes,  in  einer  bestimmten  aufrechten  Lage  zu  schwimmen, 
und  falls  es  durch  Wirkung  äusserer  Kräfte  aus  dieser  Lage  gestört 
wird,  in  dieselbe  nach  Aufhebung  der  störenden  Kräfte  wieder  zurück- 
zukehren. 

Bei  der  Untersuchung  der  Stabilität  wird  das  Schiff  auf  ruhen- 
dem Wasser  betrachtet,  dabei  die  Bewegung  des  Schiffes  so  langsam 
angenommen,  dass  man  von  den  von  der  Bewegung  der  Flüssigkeit 
herrührenden  hydrodynamischen  Druckkräften  absehen  darf.  Das 
Schiff  unterliegt  dann  der  Wirkung:  1)  der  Schwere,  2)  des  Gesamt- 
druckes des  Wassers,  welcher  Auftrieb  heisst  und  3)  des  Auftriebes 
der  Luft.  Diese  letzte  Kraft  wird  ledoch  immer  vemachlässiirt,  sowohl 
wegen  ihrer  Kleinheit  gegenüber  den  anderen  beiden  wirkenden  Kräften, 
als  auch  deshalb,  weil  die  in  der  Schiffbaupraxis  vorkommenden  Ge- 
wichte niemals  auf  den  luftleeren  Baum  reduziert  werden.  Gewicht 
und  Auftrieb  wirken  beide  vertikal;  der  Angriffspunkt  G  der  ersten 
Kraft  ist  der  Massenschwerpunkt  des  Schiffes,  der  Angriffspunkt  Cq 
des  Auftriebes  ist  der  Schwerpunkt  der  vom  Schiffe  verdrängten 
Wassermasse.  Dieser  Punkt  wird  Verdrängungsschwerptmkt  oder  Auf- 
triebszentrum  genannt. 

Beim  Gleichgewichte  des  Schiffes  sind  Gewicht  und  Auftrieb  ein- 
ander gleich;  ihre  Angriffspunkte  G  und  Gq  liegen  auf  derselben 
Vertikalen.  Die  allgemeinen  Stabilitätsbedingungen  für  das  Gleich- 
gewicht schwimmender  Körper  beliebiger  Gestalt  finden  sich  bereits 
in  den  Referaten  IV  6,  Nr.  39  (P.  StäcM)  und  IV  15,  Nr.  4  {A.  E. 
M'  Love),  Dort  ist  auch  die  Definition  der  allgemeinen  Begriffe  vom 
Mekufentrum,  Schmmmebene,  Schwimmoherflächey  Aufbriebsoberfläche  ge- 
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geben,  sowie  die  Auseinandersetzung  der  Beziehungen,  in  denen  diese 
Elemente  zu  einander  stehen.  Für  die  Theorie  des  Schiffes  werden 
diese  Betrachtungen  in  der  Praxis  durch  folgende  Umstände  und  An- 
nahmen wesentlich  yereinfacht:  1)  die  Längsebene  des  Schiffes  ist 
eine  Symmetrieebene  der  Form  und  der  MasseuTerteilung;  2)  die 
Länge  L  des  Schiffes  ist  bedeutend  grösser  als  seine  Breite  B,  Es 
folgt  hieraus,  dass  praktisch  eine  der  Hauptträgheitsaxen  der  Schwimm- 
ebenen sehr  nahe  parallel  der  Längsebene  des  Schiffes  liegt  imd  das 
ihr  entsprechende  Trägheitsmoment  J^  der  Fläche  der  Schwimmebene 
bedeutend  kleiner  ist  als  jenes  andere  J^  um  die  zu  ihr  senkrechte 
oder  Queraze.  Diese  Momente  verhalten  sich  etwa  wie  L*:B*.  (Das 
Verhältnis  L :  B  liegt  für  die  üblichen  Seeschiffsformen  zwischen  4 
und  10.)  Ebenso  liegt  das  Metazentrum  für  Neigungen  um  die  Längs- 
aze  bedeutend  niedriger  als  das  andere  für  Neigungen  um  die  Quer- 
aze. Man  hat  daher  nur  die  Stabilität  für  die  Neigungen  um  die 
Längsaze  zu  untersuchen. 

Man  betrachtet  nun  zunächst  die  Stabilität  für  kleine  Neigungen 
oder  die  sog.  Anfangsstabilität.  Die  aufrechte  Lage  des  Schiffes  ist 
jenC;  bei  welcher  seine  Längsebene  vertikal  ist  und  eine  vorgeschriebene 
Wasserlinie  als  Schwimmebene  dient.  Die  Stabilitätsbedingung  be- 
steht dann  darin ,  dass  der  Schwerpunkt  unter  dem  Metaeentrum  M^ 
(für  Neigungen  um  die  Längsebene  des  Schiffes)  liegt.  Der  Punkt  M^ 
befindet  sich  in  der  Längsebeue  des  Schiffes  über  dem  Punkte  C^  in 
einer  Entfemimg: 

Die  Lage  des  Punktes  C^  wird  vermittelst  des  Eonstruktionsrisses 
des  Schiffes  durch  Anwendung  der  angenäherten  Quadraturformeln 
aus  den  für  seine  Koordinaten  ^^  ri^,  ^  geltenden  Integralen  berechnet: 

JCxydxdz 

Ml  findet  sich  aus  der  Beziehung: 

Hier  sind  die  Bezeichnungen  die  gleichen  wie  in  Nr.  2,  ebenso 
ist  das   gleiche  Integrationsgebiet  beibehalten;  in  der  letzten  Formel 
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bedeutet  y^  die  der  Abszisse  x  zugehörige  Ordinate  der  Schwimm- 
ebene; die  Integration  ist  über  deren  ganze  Länge  auszudehnen^). 

Die  Lage  des  Schwerpunktes  wird  —  bei  Aufstellung  eines  Schi£Es- 
Projektes  —  durch  Anwendung  des  Satzes  über  statische  Momente  in 
Bezug  auf  die  gewählten  Eoordinatenebenen  für  alle  Einzellasten  des 
Schiffes  berechnet,  und  die  Verteilung  der  Lasten  so  justiert,  dass  G  auf 
derselben  Vertikalen  wie  Cq  und  Jf^  liegt  und  dabei  unterhalb  des  Meta- 
Zentrums  Jf^   fällt. 

Auf  einem  ausgefELhrten  Schiffe  wird  die  Lage  des  Schwer- 
punktes G  durch  den  sogenannten  Kränffungsversuch  ermittelt.  Dieser 
Versuch  besteht  darin,  dass  eine  bekannte  Last  p  quer  über  das 
Schiff  um  die  Strecke  l  verschoben  und  die  dabei  eintretende  Neigung  0 
beobachtet  wird.     Dann  gilt  die  Beziehung 

^^^         PtgS       ^ 

So  lange  der  Neigungswinkel  weniger  als  15® — 2(fi  auf  Schiffen  mit 
hohen  Freiborden  betragt  und  so  lange  auf  niederbordigen  Schiffen 
die  Kante  des  Oberdecks  nicht  eintaucht,  ist  die  Neigung  als  „klein^ 
anzusehen.  Der  Punkt  M^  kann  dann  praktisch  als  konstant  be- 
trachtet werden,  und  zur  Berechnung  des  der  Neigung  0  entsprechen- 
den StabüüätS'  oder  Aufrichtungsmomentes  0L  die  sogenannte  meta- 
eentrische  Formel: 

0L  =  P'  GMi  •  sin  d 

benutzt  werden. 

Den  Neigungen  um  die  Queraxe,  welche  Triinänderungen  ver- 
ursachen, gehört  das  Längenmetazentrum  M^  zu,  dessen  Entfernung 
vom  Auftriebszentrum: 

ist.  Für  die  meisten  in  der  Praxis  vorkommenden  Trimänderungen 
kann  auch  der  Pimkt  M^  als  konstant  angesehen  werden;  dann  ent- 
spricht der  Neigung  ^  um  die  Queraxe  das  Trimmoment: 

T=F'  GM^*smi> 


21)  Schemata  und  praktische  Anweisungen  zur  Aasfährang  der  Rechnungen 
sind  in  den  Hilfs-  und  Lehrbüchern  zu  finden. 

22)  Für  die  praktische  Ausführung  des  Versuches  auf  Kriegsschiffen  sind 
in  jeder  Marine  Massnahmen  gesetzlich  verordnet,  die  sich  aber  wenig  voneinander 
unterscheiden.  Für  die  deutsche  Marine  finden  sie  sich  in  Johowa  Hilfsbuch, 
p.  466,  zusammengestellt. 
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und  einer  Längenyerschiebong  l  der  Last  p  die  Trimänderung: 

^       pl       L 

um  die  StabiliiÄtsyerhaltnisse  des  Schiffes  für  grosse  Neigungen 
um  die  Längsaxe  zu  untersuchen^  denkt  man  sich  ein  System  Ton 
Schwimmebenen,  die  alle  zur  Spantenebene  des  Schiffes  senkrecht  sind 
und  dasselbe  eingetauchte  Volumen  Vq  vom  Schiffe  abschneiden.  Die 
Schwimmoberfläche,  die  von  diesem  System  umhüllt  wird,  ist  ein 
gerader  Zylinder,  dessen  Erzeugenden  zur  Spantenebene  senkrecht 
stehen.  Jede  Erzeugende  geht  durch  den  Flächenschwerpunkt  der 
entsprechenden  Schwimmebene  hindurch.  Die  Auftriebzentra  C  bilden 
dann  eine  Baumkurve.  Das  vom  Schiffsgewichte  P  und  dem  ihm 
gleichen  Auftriebe  Q  gebildete  Ejiilftepaar  kann  in  zwei  andere  zer- 
legt werden,  von  denen  das  erste  in  der  Längsebene,  das  zweite  in 
der  Quer-  oder  Neigungsebene  des  Schiffes  liegt.  Die  Untersuchung 
der  Stabilität  besteht  nun  in  der  Ermittelung  des  Momentes  f^  dieses 
letzten  S^räfbepaares  und  in  dessen  Darstellung  als  Funktion  der 
Neigung  6.  Man  braucht  dazu  die  Lage  der  Punkte  C  selber  nicht 
zu  kennen,  es  genügt  ihre  Projektion  G  auf  die  Querebene  des  Schiffes. 

Man  wähle  zur  Projektionsebene  diejenige  des  Spantes,  der  durch 
den  Punkt  C^  geht  und  bezeichne  den  Ort  der  Punkte  C  als  C-Kurve, 
den  Schnitt  mit  dem  Zylinder  als  die  Schwimm-  oder  jF-Curve.  Der 
Ort  der  Krümmungscentra  M  der  C- Kurve  wird  die  metoBentrisdie 
Evolute  genannt;  der  Erünmiungsradius  ist  durch  die  Formel 


Q 


=  A 


Vo 


gegeben,  in  welcher  e^^  das  Trägheitsmoment  der  der  Neigung  0  ent- 
sprechenden Schwimmebene  um  eine  durch  deren  Schwerpunkt  ge- 
zogene und  der  Längsebene  des  Schiffes  parallele  Axe  bedeutet  Der 
Punkt  M  wird  als  das  zu  der  um  den  Winkel  6  geneigten  Schwimm- 
ebene gehörige  Metacentrum  angesehen.  Wird  die  betrachtete  Quer- 
ebene zur  £ry-Ebene  eines  fest  mit  dem  Schiffe  verbundenen  recht- 
winkeligen Koordinatensystems  gewählt,  der  Punkt  Gq  als  dessen 
Anfangspunkt  und  die  z-Axe  positiv  nach  oben  gerechnet,  so  liegt 
der  Schwerpunkt  G  des  Schiffes  auf  der  jer-Axe  und  seine  Koordinaten 
können  durch  (0,  0,  a)  bezeichnet  werden.  Sieht  man  dann  als 
positiv  diejenige  Neigung  an,  bei  welcher  die  positive  y-Axe  sinkt,  so 
gelten  folgende  Formeln:  Die  Koordinaten  des  Punktes  C  sind 

e  e 

^c  =  ö>    Vc^J  Q  <^os  OdOy    xr^  =J  p  sin  ödö; 


I 
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Die  Koordinalen  des  der  Neigung  0  entsprechenden  Metazentrums  M: 

das  Aufrichtungsmoment  0i  wird: 

iU  zr=:  P[y^  cos  ö  +  ;sr^  sin  ö]  —  P  •  a  sin  ö; 

die  Arbeit  des  Eräftepaares  fi^: 

e 
A  =f0ide  =  P[yc8in Ö  —  ;er^  cos 0]  —  P  .  a(l  —  cos  0), 

0 

wobei  (>  =  TT  ist  und  P  das  Gewicht  des  Schiffes  bezeichnet.     Das 

Kraftepaar  fHi  hat  nun  die  Tendenz,  das  Schiff  aufrecht  zu  stellen, 
fidls  ^  >  0  ist.  In  der  Praxis  ist  es  üblich,  unter  diesen  Umständen 
das  Schiff  stabil  zu  nennen,  was  dann  so  zu  yerstehen  ist,  dass  es 
auf  einen  beliebigen  Winkel  0  gekrängt,  bei  welchem  ^  >  0,  nach 
Aufheben  des  krängenden  Paares  in  die  aufrechte  Lage  zurückkehrt. 
Für  Segelschiffe  muss  man  auch  die  Stabüität  in  einer  (unter 
Einwirkung  von  einem  Eräftepaare)  geneigten  Lage  untersuchen.  Es 
sei  —  (i(d)  das  Moment  des  krängenden  Paares  als  Funktion  von  0; 
dann  werden  die  Gleichgewichtslagen  durch  die  Gleichung 

geliefert.  Diese  Gleichung  hat  gewöhnlich  zwei  Wurzeln  für  6,  die 
mit  0^  und  0,  (0^  <  6^)  bezeichnet  werden  mögen.  Das  Stabüitäts- 
hriierium  ist 

dB         dB  ^^' 

gewöhnlich  ist  nur  die  Lage  0  =  0^  stabil.  Ist  das  krängende  Paar  ft 
konstant,  so  erhält  das  Stabilitätskriterium: 

-j^  >  0    d.  h.    p  +  ^g  cos  0  —  y^  sin  0  —  a  cos  0  >  0 

einen  einfachen  geometrischen  Sinn.  Er  besagt,  dass  die  Projektion  G^ 
des  Schwerpunktes  auf  die  Linie  CM  unterhalb  des  Punktes  M  (d.  h. 
des  Metazentrums  für  die  Neigung  0)  liegt.  Beginnt  auf  ein  Schiff, 
welches  unter  der  Einwirkung  des  Enlftepaares  (i  in  der  geneigten 
Lage  0  «s  0^  im  Gleichgewicht  ist,  plötzlich  in  derselben  Ebene  ein 
neues  Paar  (i^  zu  wirken^  so  ist  die  neue  Gleichgewichtslage  aus  der 
Gleichung: 

zu  bestimmen.  Es  seien  fi  »»  0,  und  0  «»  0^  die  entsprechenden  Werte 
der  Neigung  0;   Ton  diesen  möge  0,  die  stabile,   0^  die  labile  Lage 
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sein.  Wegen  der  plötzlichen  Wirkung  des  Paares  ft^  ist  der  erste 
Ausschlag  S  des  Schiffes,  wenn  man  vom  Widerstände  des  Wassers 
absieht,  durch  die  Gleichung 

Ol 

zu  bestimmen.  Falls  S  <.0^  wird  das  Schiff  zu  der  Lage  0^=6^ 
zurückkehren  und  diese  annehmen,  wenn  die  Schwingungen  durch  den 
Widerstand  des  Wassers  gedampft  sind.  Ist  aber  0  >  ^4;  so  kentert 
das  Schiff,  wie  dies  beim  „Gaptain^^  tatsachlich  der  Fall  war.  Der 
Wert  des  Integrals 

e 


A=fMd^j 


welches  die  Arbeit  misst,  die  aufgewandt  werden  muss,  um  ein  Schiff 
bis  zur  Neigung  d  zu  krängen,  heisst  seine  dynamische  Siabüität,  Sie 
stellt  das  WiderstandsTermogen  gegenüber  plötzlich  einwirkenden  Erafbe- 
paaren  dar. 

Zur  praktischen  Berechnung  der  Werte  von  jKi  und  A  sind  yer- 
schiedene  Methoden  vorgeschlagen,  die  sich  durch  die  Wahl  der 
Koordinatensysteme,  die  zur  Bestimmung  der  Punkte  C  dienen,  unter- 
scheiden. Sie  werden  entweder  fest  im  Schiffe  oder  im  Räume  ange- 
nommen und  sind  entweder  rechtwinkelige  cartesische  oder  polare  u.  s.  w. 
Koordinaten*^).  Nach  dem  Vorschlage  YonSirEdw.  Beed  werden  die  Werte 

von  0L  und  Ä,   oder   auch  von  ^  und  p,   welche   Hebelarme   der 

statischen  bezw.  der  dynamischen  StabiUtat  genannt  werden,  graphisch 
als  Funktionen  von  0  dargestellt.  Man  wählt  dabei  0  als  Abszissen- 
axe.  Die  so  entstehenden  Diagramme  heissen  Stabüitätsdictgramme, 
Sie  gewähren  eine  anschauliche  Übersicht  der  Stabilitätsverhältnisse 
des  Schiffes,  das  unter  Einwirkung  eines  gegebenen  Kräftepaares  steht 
Das  Diagramm  der  statischen  Stabilität  hat  gewohnlich  eine  der  Sinus- 
kurve ähnliche  Form,  wobei  das  Maximum  für  hochbordige  Schiffe 
derjenigen  Neigung  entspricht,  bei  welcher  die  Kante  des  Oberdecks 
eintaucht.  Man  macht  die  Stabilitätsberechnungen  für  die  beiden 
extremen  und  den  mittleren  Ladezustand  des  Schiffes.  Sind  diese 
aber  zu  sehr  voneinander  verschieden,  um  eine  bequeme  Interpolation 


23)  Diese  Methoden  sind  wieder  in  den  Hilfs-  und  Lehrbüchern  angegeben, 
sowie  anch  in  speziellen  Monographien;  vgL  z.  B.  Sir  Edw,  Beed,  A  treatise  on 
stahilitj  of  ships,  London  1886,  und  A.  Schmidt,  SUbilitftt  von  Schiffen,  Berlin  1892. 
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zu  gewähren^   so  bereclmet  man  die  Werte  Ton  ^  oder  von  0L  far 

dieselbe  Neigung  0,  aber  yerschiedene  Werte  des  Deplacements  P. 
Das  System  von  Enryen,  welches  diese  Werte  darstellt,  wird  das  der 
StahüiiMsquerTcwrven  (cross  curves  of  stabilüy)  genannt  **). 

Befindet  sich  auf  dem  Schiffe  eine  flüssige  Ladungy  etwa  Naphta 
oder  Petroleum,  die  eine  freie  Oberfläche  hat,  so  entsteht  eine  Ver- 
minderung der  Stabilität,  weil  bei  der  Neigung  der  Schwerpunkt  der 
Last  sich  nach  der  sinkenden  Seite  rerschiebt.  Diese  Änderung  kann 
als  eine  Verminderung  der  metacentrischen  Höhe  um  die  Ghroße 

angesehen  werden.  Hier  ist  i  das  Trägheitsmoment  der  freien  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  um  eine  der  Neigungsaze  parallele  Oerade,  die 
durch  den  Schwerpunkt  der  freien  Oberfläche  geht,  d  die  Dichtigkeit 
der  Flüssigkeit,  S^  die  des  Wassers.  Wenn  die  flüssige  Ladung  sich 
in  verschiedenen  Abteilungen  befindet,  so  hat  man  ß  für  jede  be- 
sonders zu  berechnen  und  dann  die  Summe  zu  nehmen.  Man  sieht 
hieraus,  dass,  wenn  die  Abteilung  durch  eine  Längsschotte  halbiert 
wird,  ß  viermal  kleiner  wird. 

Für  moderne  Schiffe  untersucht  man  den  Einfluss,  den  das  Lecken 
seiner  Abteilungen  auf  die  Stabilität,  Krängung  und  Trim  hat*^). 
Besonders  gefährlich  sind  auch  die  Beschädigungen,  welche  den  Frei- 
bord und  die  Zwischendecke  oder  sogar  das  Oberdeck  erreichen.  Sie 
verursachen  einen  grossen  Verlust  an  Fläche  der  Wasserlinie,  womit 
eine  Verminderung  der  metazentrischen  Höhe  verknüpft  ist.  Das 
Schiff  verliert  daher,  ehe  es  sinkt,  seine  Stabilität  und  kentert.  Dieser 
Fall  trat  z.  B.  bei  der  „Victoria^'  ein.  Diese  Oefahr  ist  durch  passende 
SchoUenverteäung  zu  beseitigen,  die  z.  B.  sehr  ausführlich  von  F.  Midden- 
darf^)  ausgearbeitet  worden  ist. 

In  enger  Verbindung  mit  den  Fragen  der  Stabilii»t  steht  auch 
die  Untersuchung  des  Stapdlaufes  von  Schiffen,  worüber  in  den  Büchern 
von  J.  PoUard  und  Ä,  Ihdebout^),  sowie  von  A,  Schmidt^^)  und 
einer  Abhandlung  von  J,  Boubnoff^  das  Nähere  zu  finden  ist. 


84)  Vgl.  Sir  Edw,  Beed,  SUbüity  of  ships,  eh.  10  und  Ä.  Q.  Greetihül, 
A  treaÜse  od  hjdrostatics,  London  1S94,  §§  118—116. 

26)  Vgl.  darüber  JoTunos  Hilfsbuch,  p.  488—486  und  anch  T.  F.  Buhm^ 
Damaged  conditions  of  batÜeships  .  .  .,  Trans,  of  the  Amer.  Soc.  of  Nav.  Arch. 
4  (1896),  p.  187  und  J,  Swan,  Stability  of  a  ship  in  damaged  condition,  eben- 
da, p.  189. 
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4.   Die  Sohwingongen  des  Schiffes. 

4  a.  Einleitende  ÜbeTsicht.  Man  unterscheidet  die  Schiffsschwin- 
gwngen  nach  der  Richtung  der  Axe,  um  welche  sie  Tor  sich  gehen. 
Danach  heissen  sie:  a)  Bollen  oder  Sddingemj  wenn  das  Schiff  um  seine 
Längsaze,  b)  Stampfen  oder  Setzen^  wenn  es  um  seine  Queraxe  schwingt, 
c)  GiereHy  wenn  das  Schiff  um  seine  Vertikale  hin-  und  herpendelt, 
wie  es  z.  B.  bei  schlechtem  Steuern  geschieht.  Diese  Schwingungen 
werden  gewöhnlich  mit  einer  Bewegung  des  Schwerpunktes  begleitet, 
die  den  sogenannten  Tatichschwingtmgen  entspricht.  Die  Schwingungen 
heissen  freiCy  wenn  sie  —  einmal  durch  die  Anfangsstörung  des 
Gleichgewichts  entstanden  —  auf  stiUem  Wasser  ohne  Einfluss  von 
anderen  äusseren  Kräften  als  Gewicht  imd  Auftrieb  vor  sich  gehen. 
Sie  werden  erjsumngene  genannt,  wenn  sie  durch  die  dauernde  Wirkung 
der  störenden  Einflüsse,  wie  die  der  Wdlen,  Wind,  Gewichtsverschie- 
bung, Stoss  u.  s.  w.  erhalten  werden. 

Die  freien  Schwingungen  des  Schiffes  wurden  schon  von  L.  Etder^) 
betrachtet,  der  den  pendelartigen  Charakter  dieser  Bewegung  aus- 
einandersetzte und  die  Länge  eines  einfachen  Pendels  ermittelte,  welches 
mit  einer  Periode  gleich  jener  des  Rollens  und  Stampfens  schwingt. 
Auch  untersuchte  L,  Euler  die  Tauchschwingungen.  Da  die  freien 
Schwingungen  unter  der  Annahme,  dass  nur  Aufbrieb  und  Gewicht 
auf  das  Schiff  wirken,  ein  gutes  Beispiel  für  die  Anwendung  der 
La{/rangeschen  Methode  kleiner  Schwingungen  (vgl.  IV  6,  Nr.  9, 
P.  Stachel)  sind,  so  findet  man  sie  in  den  meisten  Lehrbüchern  der 
theoretischen  Mechanik  behandelt,  so  z.  B.  bei  S,  D,  Poisson^^)  und 
J,  M.  a  Duhamd "). 

Die  Betrachtung  der  erztoungenen  Schwingungen  oder  das  Ver- 
halten des  Schiffes  im  Seegange  scheint  von  D,  BemouUi  zu  stammen. 
Seine  Resultate  blieben  fast  ein  Jahrhundert  klassisch,  obgleich  sie 
mit  den  jetzigen  Ansichten  und  der  Erfahrung  nicht  übereinstimmen. 


26)  In  JohowB  Hilfsbuch,  p.  S09;   auch  Zeitschx.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  41 
(1897),  p.  609. 

27)  /.  Pollard  et  Ä.  JDudebout,  Theorie  du  navire,  vol.  2. 

28)  A.  Schmidt,  Stabilität  von  Schiffen,  Berlin  1892. 

29)  /.  Boubnoff,  Morskoi  Sbomik  (1900)  Nr.  2,  p.  143,  Nr.  S,  p.  117,  Nr.  6, 
p.  121  und  Nr.  6,  p.  189. 

30)  L.  Euler,  Scientia  navalis,  Petropoli  1749. 

81)  S,  D.  Poisson,  Traitö  de  m^canique  2,  2.  6d,  Paris  1883. 
32)  J.  M,  C.  Duhamel,  Gours  de  mdcanique  2,  Paris  1846. 
38)  D.  Bemaulli,  Sur  la  maniäre  de  diminuer  .  .  .  le  roulis  et  le  tangage 
du  navire,  Räcueil  des  piäces  8  (1771). 
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besonders  deshalb  nicht,  weil  die  oszillatorische  Bewegung  des  Wassers 
nnd  die  vertikal  angenommene  Richtung  des  Aufbriebs  der  Wirklich- 
keit nicht  gut  genug  entsprechen.  Doch  stellte  bereits  BemouUi  den 
Fall  des  starken  Rollens  bei  dem  eintretenden  Synchronismus  der 
Periode  des  SchifiFes  mit  der  der  Wellen  in  klares  Licht.  Nach  den 
Angaben  der  französischen  Autoren  hat  F.  Reech  während  seiner  Lehr- 
tätigkeit an  der  Ecole  du  Genie  maritime  die  Bemotdliachen  An- 
sichten berichtigt  und  die  Theorie  der  Schiffsbewegungen  nach  einer 
ihm  eigentümlichen  Methode  neu  behandelt.  Leider  sind  seine  Arbeiten 
in  den  unzugänglichen  ^^emorial  du  genie  maritime^^  enthalten^). 

Im  Jahre  1861  gab  W.  Froude  seine  Theorie  des  Bollens^).  Er 
giebt  dem  Auftriebe  nicht  die  vertikale,  sondern  die  im  entsprechen- 
den Punkte  zu  der  Wasseroberfläche  normale  Richtung,  wobei  diese 
Annahme  durch  allgemeine  Betrachtungen  über  Niveauflächen  und 
Versuchsangaben  als  zutreffend  erklärt  wird.  Froude  betrachtet  ein 
Schiff;  das  parallel  zu  den  Wellen  steuert,  und  nimmt  seine  Quer- 
dimensionen im  Verhältnis  zu  jenen  der  Wellen  als  unendlich  klein 
aU;  wobei  er  diesen  ein  sinusoidales  Profil  zuschreibt  und  die  Nei- 
gungen des  Schiffes  wie  die  der  Wellen  als  „klein"  ansieht.  Die 
unter  diesen  Annahmen  ermittelte  Rollbewegung  besteht  in  einer  Zu- 
sammensetzung der  freien  und  erzwungenen  Schwingungen,  woraus 
Froude  unmittelbar  die  Erklärung  für  den  unregelmässigen  Charakter 
dieser  Bewegung  und  den  Einfluss  der  Periodenverhältnisse  auf  den 
Gang  des  Schiffes  zog.  Im  Jahre  1863  entdeckte  W.  J.  M,  Bankine^ 
aufs  Neue  die  von  Fr,  Gerstner  ^'^  im  Jahre  1804  gegebene  Theorie 
der  Roll-  oder  trochoidalen  Wellen  (vgl.  IV 16,  Nr.  6  g,  A,  E.  H.  Love 
und  IV  20,  Nr.  10  b,  Ph,  Forchheimer).  Dadurch  bekamen  die  Froude- 
eben  Annahmen  über  den  Auftrieb  neues  Licht  und  eine  strenge 
theoretische  Begründung.  Dies  hatte  ein  erneut  einsetzendes  Studium 
der  Rollbewegungen  des  Schiffes  zur  Folge;  es  erschienen  eine  Reihe 
wichtiger  Arbeiten  von   W.  Froude  selbst*^,  J,  TTooßey'*),   W.  J.  M. 

34)  F.  Beech,  Theorie  dn  ronlis  et  dn  tangage,  M^m.  gdnie  mftritime  S 
(1870).    (Nach  Notizen  bearbeitet  von  de  Frimentnüe.) 

35)  TT.  Fr(mde,  On  the  rolling  of  ships,  Trans.  Inst.  Nay.  Archit.  2  (1861), 
p.  180. 

36)  W.  J.  M.  Bankine,  On  the  exact  form  of  wares  near  the  snrfaoe  of 
deep  water,  London  Phil.  Trans.  (1868),  p.  68  »  Mise,  scientific  papers,  London 
1881,  p.  481. 

37)  Fr,  (^erstner,  Theorie  der  Wellen,  Prag  1804  (abgedruckt  in  E,  H,  und 
W,  Weber,  Wellenlehre,  Leipzig  1826). 

38)  W.  Froude,  Trans.  Inst.  Nav.  Archit.  3  (1862),  4  (1868). 

39)  J,  WooUey,  On  the  rolling  of  ships,  Trans.  Inst.  Nav.  Archit.  8  (1862). 

Bnejklop.  d.  math.  WiManioh.    IV  2.  86 
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Bofikine^)  und  anderen.  Zogleich  gaben  in  Frankreich  E.  Bertin^^), 
B.  de  SaifU-Venant^^),  0.  Duhü  de  Benaze^^)  und  P.  Bisbec^)  der 
Theorie  eine  weitere  Ausarbeitung.  Insbesondere  sind  die  Arbeiten 
von  Bertin  hervorzuheben.  Hierin  werden  nicht  nur  die  Froude- 
schen  Beschränkungen  für  die  Dimensionen  des  Schiffes  fallen  ge- 
hissen und  der  Einfluss  des  Wasserwiderstandes  berücksichtigt^  sondern 
auch  eine  genaue  Ermittelung  der  Schiffsbewegung  durch  den  „doppel- 
ten Oszillographen^  gegeben. 

Die  Methode  Ton  Bertin  reicht  wohl  för  die  Behandlung  der 
reinen  Rollbewegung  des  Schiffes  aus^  genügt  aber  nicht  für  die  Er- 
mittelung des  Stampfens,  sowie  der  aus  Rollen^  Stampfen,  Gieren 
und  Tauchen  zusammengesetzten,  bei  einem  schräg  zu  den  Wellen 
laufenden  Kurs  des  Schiffes  in  Betracht  zu  ziehenden  allgemeinen 
Bewegung  des  Schiffes.  Diese  allgemeinere  Theorie  zunächst  für 
das  Stampfen  und  dann  für  die  zusammengesetzte  Bewegung  gab 
Ä.  KrOoff^). 

In  den  folgenden  Nummern  4  b — 4f  soll  nun  der  jetzige  Stand 
der  Lehre  von  den  Schiflfeschwingungen  auseinandergesetzt  werden, 
ohne  dass  dabei  jedes  einzelne  Resultat  bis  zu  seinem  ersten  Autor 
hinaufverfolgt  wird.  Als  Ersatz  dieser  so  fehlenden  Litteratumach- 
weise  mag  die  vorstehende  kurze  historische  Übersicht  dienen  und 
der  Hinweis  auf  das  Buch  von  J.  PoUard  und  Ä.  Dudebouty  wo  im 
ersten  Bande  sich  eine  ausführliche  Litteraturzusammenstellung  bis 
zum  Jahre  1890  findet. 


40)  W.  J.  M.  Banküie,  ßenukrks  on  M.  Fraude§  theory  of  rolling,  Tians. 
Inst.  Nay.  Archit.  3  (1S62). 

41)  E,  Berlin,  Note  sur  la  r^sistance  des  car^nes  an  roolis  et  snr  lea 
qnalites  nautiqnes,  Paris,  M^m.  pr^s.  par  div.  say.  (2)  22  (1S76)  und  Obsenratioiis 
de  roolis  et  de  tangage  ez^cutöes  ayec  rottcillographe  double  ä  bord  de  divers 
bäidments,  Paris,  M^m.  pr^s.  par  div.  sav.  (2)  26  (1S7S)  [pres.  1876].  Berüns 
Donnas  th^retiqnes  et  exp^rimentales  snr  les  vagues  et  le  ronlis  znerst  mit 
anderen  Abhandlungen  publiziert  in  Cherbourg,  M^m.  de  la  Soc.  des  sciences 
1869 — 1879  sind  auch  als  besonderes  Werk  erschienen,  Paris  1880. 

42)  B,  de  Saint 'Venant,  Du  roulis  sur  mer  houleuse,  Paris  1871. 

48)  0.  Duhü  de  Benaii,  £tude  du  roulis  du  navire  sur  mer  agit^,  Brest 
1871  und  weitere  Abhandlungen  in  M^m.  g^nie  maritime  1874,  10*  u.  11*  livr. 

44)  P.  Rishec,  U€m,  g^nie  maritime  1874,  10*  livr;  1876,  3*  livr. 

45)  A.  Kriloff,  A  new  theory  of  the  pitching  moÜon  of  ships  on  waves, 
Trans.  Inst.  Nav.  Archit  87  (1896)  =  Th^rie  du  tangage  sur  une  mer  houleuse, 
BulL  de  TAssoc.  techn.  maritime  1896,  Nr.  4  und  A  general  theory  of  the 
oscillations  of  a  ship  on  waves,  Trans.  Inst  Nav.  Archit  40  (1898)  «*  Th^rie 
g^n^rale  des  oscillations  du  navire  sur  une  mer  houleuse,  BulL  de  TAssoe.  techn. 
maritime  1897,  Nr.  8  und  1901,  Nr.  12. 
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4  b.  Die  fireien  Sohwingangen  (Schiff  auf  ruhendem  Wasser), 
Um  die  freien  Schwingungen  des  Schiffes  zu  studieren^  macht  man 
folgende  Annahmen:  1)  das  Schiff  macht  nur  ^^kleine'^  Schwingungen 
um  seine  Gleichgewichtslage;  2)  auf  das  Schiff  wirken  als  Eräftie  sein 
Eigengewicht,  der  Auftrieb  und  der  Widerstand  des  Wassers;  3)  das 
Wasser  bleibt  in  Ruhe  —  der  Druck  ist  hydrostatisch  —  und  wird 
durch  die  Bewegung  des  Schiffes  nicht  gestört.  Diese  letzte  Annahme 
vereinfacht  die  Ermittlung  der  Schiffsschwingungen  wesentlich.  Ihre 
Willkür  wird  praktisch  dadurch  kompensiert,  dass  der  Widerstand, 
welcher  die  Reaktion  des  Wassers  auf  das  Schiff  darstellt,  durch  Ver- 
suche bestimmt  und  deren  Ergebnis  zufolge  in  Rechnung  gebracht 
wird.  Ebenso  werden  die  Trägheitsmomente  der  Schiffe  oder  die  von 
ihnen  abhängende  Periode  des  RoUens  durch  direkte  Versuche  er- 
mittelt, sodass  der  Einfluss  der  mitschwingenden  Wassermassen  nicht 
ganz  vernachlässigt  wird.  Wegen  des  allgemeinen  hydrodynamischen 
Ansatzes  vgL  den  Anhang,  Nr.  7  a. 

Da  das  schwimmende  Schiff  als  ein  freier  Körper  anzusehen  ist, 
so  wird  seine  Lage  im  Räume  durch  die  drei  Koordinaten  seines 
Schwerpunktes  und  die  drei  Eiderachen  Winkel  festgelegt,  die  ein  im 
Schiff  festes  Koordinatensystem  mit  dem  im  Räume  festen  Koordinaten- 
system verbindet.  Man  wählt  den  Schwerpunkt  G  des  Schiffes  als 
Anfangspunkt  des  im  Schiffe  festen  Koordinatensystems  Gx,  Gy,  Gz, 
wobei  die  Symmetrieebene  des  Schiffes  als  ax-lSbeRe  genommen  wird; 
die  xr-Axe  ist  positiv  nach  unten  gerechnet,  die  y-Axe  senkrecht  zur 
Symmetrieebene  nach  rechts  (dem  Steuerbord  zu)  und  die  x-Axe 
parallel  der  Wasserlinie  dem  Heck  zu  gerichtet.  Die  im  Räume  feste 
Axen  0|,  Orj,  0^  wählt  man  so,  dass  sie  für  die  Gleichgewichtslage 
des  Schiffes  mit  den  beweglichen  Axen  zusammenfallen.  Die  Tauch- 
oder überhaupt  die  Translationsschwingungen  des  Schiffes  —  d.  h. 
die  Schwingungen  seines  Schwerpunktes  —  werden  dann  durch  die 
Werte  bestimmt,  welche  seine  Koordinaten  |^,  ly^,  t^  zur  Zeit  t 
annehmen.  Sie  genügen  der  bei  der  Behandlung  Ueiner  Schwingungen 
üblichen  Bedingung,  für  die  Gleichgewichtslage  zu  verschwinden  und 
„klein^'  zu  bleiben,  wenn  das  Schiff  nahe  dieser  Lage  bleibt.  Die 
Rotationsbewegungen  des  Schiffes  werden  durch  die  Eulerachen 
Winkel  bestimmt.  Hier  ist  die  in  der  Astronomie  gebräuchliche 
Wahl  dieser  Winkel  nicht  zweckmässig,  da  sie  nicht  der  Be- 
dingung genügen,  bei  kleinen  Abweichungen  des  Schiffes  aus  der 
Gleichgewichtslage  „klein'^  zu  bleiben.  Man  wähle  daher  die  Euler- 
schen  Winkel  in  folgender  Art:  man  denke  sich  durch  den  Anfangs- 
punkt   0   der   im   Räume   festen   Axen   drei   Axen    0^,,    Oyi,    Oe^j 

»6* 
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welche  respektive  den  Azen  Gxy  Gy,  Gz  parallel  sind;  es  sei  ON  die 
Schnittlinie  der  |g-Ebene  mit  der  x^y^-Ebene^  man  setze  dann  den 
Winkel  SOjN'=^  und  rechne  ihn  positiv  in  der  Richtung  von  OS 
nach   0%y  man  setze  femer  den  Winkel  NOx  «=  9,   positiv  in  der 

Richtung  von  Ox^  zu  Oy^,   und  bezeichne  schliesslich  mit  y  +  »i 

die  Neigung  der  a^^y^-Ebene  gegen  die  Ig- Ebene,  wobei  0^  im  Sinne 
der  positiven  Rotation  gerechnet  ist;  dann  werden  ^,  9,  0,  die  drei 
JB^tilerschen  Winkel ,  die  die  Lage  des  Schiffes  eindeutig  bestimmen 
und  der  Bedingung  ^^klein^  zu  bleiben  genügen.  Es  entspricht  dabei 
^  dem  Stampfen,  0^  dem  Rollen  und  9  dem  Qieren. 

Es   bestehen   dann   folgende  Formeln  für   die   neun  Richtungs- 
kosinus der  beiden  Koordinatensysteme  (vgl.  IVG,  p.  553,  P.  Stäckel): 

a  =  cos  {x,  I)  =       cos  (p  cos  ^  +  sin  9  sin  ^  sin  öj 
Oj  =  cos  {x,r^  =       sin  9  cos  ö^, 
Oj  =  cos  {Xj  5)  ^=  —  cos  9  sin  ^  -j-  B^  <P  ^^  ^  sin  B^, 
h  =  cos  (y,  5)  =  —  sin  9  cos  ^  +  ^^^  9  sin  ^  sin  ö^, 
(1)        { 61  =  cos  (y,i?)  =       cos  ^  cos  ö^, 

6,  =  cos  (y,  5)  =       sin  9  sin  ^f'  +  cos  9  cos  ^  sin  0^, 

c  =  cos  (5, 1)  =       sin  ^  cos  0^ , 

Cj  =  cos  (^,12)  =  —  sin  öj, 

c^  =  cos  (jer,  S)  =       cos  ^  cos  0^, 

und  für  die  Komponenten  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  x-,  y-, 
0-Axen  die  kinematischen  Gleichungen  (IV 6,  Nr.  28c): 

p  ==  ^'  sin  9  cos  6^  +  ^1'  cos  y, 


(2) 


gr  =  ^'  COS  9)  cos  öj  —  ö^'  siu  9), 


Betrachtet  man  die  Winkel  p,  q>  und  0^  und  deren  Ableitung^ 
if\  q>\  0^  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung,  so  kann  man  in  obigen 
Formeln  nur  die  ersten  Potenzen  beibehalten  und  findet 

a  =  1,        a^  =  qp,        Oj  =  —  ^, 

(r)  h 9,  6i==i,       \  =  e,, 

c  =  ^,         d  =  —  Öl,   c,  =  1, 
und 

Es  werde  nun  zunächst  nur  der  Fall  betrachtet,  dass  O^wichi 
und  Aufirid>  aUein  auf  das  Schiff  wirken.  Dann  lauten  die  Bewegpmgs- 
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gleichungeil  für  diejenige  ÄDnäherong,  wie  sie  für  kleine  Schwingungen 
und  durch  Berücksichtigung  allein  des  hydrostatischen  Auftriebs 
charakterisiert  ist  (vgl.  IV  6,  Nr.  29): 


(3) 
und 


I&-0,     4^-0,     ?^-P-„F 


(4) 


9    dt' 
dr 


9    dt 


9    dt* 


C^-E^  =  Qf(Yx-Xy)dv^-gQf(b,x-a,y)dv, 


jB  -^  =  qC^X/s  —  Zy)dv  =  —  gQr(<h0  —  c^x)dv, 
A%-E%^^C{Zy-Yz)d^>  =  -9^C(c,y- 


b^e)dv, 


wo  folgende  Bezeichnungen  eingeführt  sind:  P  das  Gewicht  des 
SchifiPes^  Äy  B,  C  seine  Hauptti^heitsmomente^  E  =  Zmex  das 
eine  der  drei  Deviationsmomente,  von  denen  die  beiden  anderen 
wegen  der  Symmetrie  des  Schiffes  Tersch winden,  q  die  Dichtigkeit 
des  Wassers  und  V  das  zur  Zeit  t  eingetauchte  Volumen.  Unter 
Berücksichtigung  von  (2)  erhalten  diese  Gleichungen  die  Form: 

(3')    tS  =  0'     TT??=0'     t ^  +  ^P«o6.  =  - i/P W. 


g   dt' 


(4-) 


C 


d*<p 
dt* 


^^-0, 


B^,-P(R,-a)^  =  gQS,lt,, 


^?F-^(^o-«)ei-^-J=0, 


dt' 


wo  JRq  und  r^  die  entsprechenden  metazentrischen  B>adien^  a  den 
Abstand  des  Schwerpunkt  des  Schiffes  Ton  seinem .  VerdnLngungs- 
schwerpunkty  Sq  die  Fläche  der  Wasserlinie  und  l  die  Abszisse  des 
Schwerpunktes  dieser  Fläche  bezeichnen. 

In  vielen  Fällen  können  diese  Gleichungen  noch  dadurch  ver- 
einfacht werden,  das  auch  die  jEfy-Ebene  als  Symmetrieebene  des 
Schiffes  angesehen  wird.  Damit  werden  dann  E  =^  0  und  2  =»  0.  Bei 
dieser  Annahme  erhalten  die  Gleichungen  (S')  und  (4')  unter  ent- 
sprechender Wahl  der  Anfangsbedingungen  als  Losungen: 


So  =  0 ,    ^0  =  0,     go  =  ^*  cos 


2xt_ 


^  =  «p;  .  cos  -jTf    öj  =  0^,  •  cos  ^- , 
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wo  die  Perioden  T^,  T^,  T^  folgende  Werte  haben: 


Diese  Formeln  zeigen,  daß  in  diesem  Falle  die  Hauptschwingangs- 
arten  —  das  Bollen,  Stampfen  und  Tauchen  —  unabhängig  von- 
einander pendelartig  vor  sich  gehen. 

4  c.  Fortsetsung:  Berüoksiolitignng  des  Wasserwidenitandes. 
Der  Einfluß  des  Widerstandes  des  Wassers  wird  am  bequemsten  bei 
dem  RaUen  untersucht,  wo  er  auch  einer  leicht  auszuführenden 
experimentellen  Prüfung  unterliegt.  Es  kommt  dann  aus  dem  Formel- 
system (4')  nur  .  die  letzte  Gleichung  in  Betracht,  wo  wieder  E  «=  0 
gesetzt  sein  mag. 

Ist  der  Widerstand  der  ersten  Fotenz  der  GesdHmndigkeU  pro- 
portioncU,  so  nimmt  diese  Gleichung  die  Form 

Aß"  +  Ne'  +  P(r^—  a)e  =  0 
an,  wenn  man  6  statt  6^  schreibt.     Setzt  man 

4  =  2A    und    ^.^V"^»«', 

A.  A.  ' 

SO  erhalt  sie  die  bequeme  Form: 

(5)  r+2Äe'+»«d  =  o, 

aus  der  sich  bei  den  Anfangsbedingungen  0  =  ^^  und  0'  =  0  zur 
Zeit  ^  =»  0  die  Lösung: 

(6)  ö  =  ®^ 6"*'  (cos  n^t  '\-    -  sin  »^ t\ 

ergiebt^  wo 

ist.  Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Amplitude  der  Schwingung  in 
geometrischer  Progression  abnimmt.  Zugleich  folgt  als  Dämpfungs- 
formd: 

(7)  K-x  -K <^K (i  -  c'"^)  K , 

in  der  6^  der  Ausschlagswinkel  bei  der  m-ten  Schwingung  ist. 

Nimmt  man  den  Widerstand  der  zweiten  Potenz  der  Greschtoindith 
keit  proportional,  so  hat  man  die  Gleichung: 

(8)  Äe"  +  P{r,-a)e  =  ±Kff*, 

wo  das  negative  Zeichen  für  ö'  >  0,  das  positive  für  ö'  <  0  zu  wählen 
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ist.  Integriert  man  diese  Gleichung  nach  dem  von  S,  D.  Poissan^) 
angegebenen  NäherongsTerfahren^  so  ergiebt  sich  bei  den  gleichen 
Anfangsbedingungen  wie  oben: 

(9)  Ö  =  (öo  —  I *®o')  cos  «<  +  *|!L  (i  -|_  i.  cos  2nt) , 

wo 

k  =  —r   und    n'  =  _^-«-     -' 

ist.     Aus  dieser  Formel  folgt  als  Dämpf ungsformd: 

(10)  e„+i-ö„=-4*^".. 

Besteht  das  Widerstandsgesetz  aus  zwei  Gliedern  der  beiden  be- 
trachteten Arten,  so  wird  die  entsprechende  Dämpfungsformel: 

(11)  e^^,-e„^-{ae„  +  hei),  ^ 

wobei 

(12)  a=l  —  e     «     und    h  =  ^ke     *  (,1  +  e     -j 

ist. 

Die  Periode  2\  des  Rollens  und  die  Dämpfung  werden  für  ein 
Schiff  durch  den  sogenannten  Schlingerversuch  bestimmt.  Dieser  be- 
steht darin  y  daß  man  das  Schiff  auf  stillem  Wasser  durch  Hin-  und 
Herlaufen  der  Mannschaft  von  Bord  zu  Bord  in  Schwingungen  ver- 
setzt und  nachher  die  Ausschlagswinkel  beobachtet  und  die  Zeit 
notiert*^. 

Hat  das  Schiff  scharfe  Spantenformen  oder  bei  runden  Formen 
starke  Seitenkiele,  so  ist  der  Widerstand  des  Wassers  der  zweiten 
Potenz  der  Qeschwindigkeit  proportional.  In  diesem  Falle  kann  man 
die  Dämpfung  für  das  Schiff  durch  einen  Versuch  mit  seinem  Modell 
ermitteln.  Man  denke  sich  ein  Modell  des  Schiffes,  das  nicht  nur 
geometrisch,  sondern  auch  dynamisch  dem  Schiffe  ähnlich  isi  Hierzu 
ist  notwendig,  dass  das  Gewicht  des  Schiffes  zu  jenem  des  Modells 
im  Verhältnis  1  :  k^,  die  Tragheitsmomente  um  die  Längsaxe  im  Ver- 
hältnisse 1 :  X^  stehen  —  wo  1  :  A  das  Verhältnis  der  linearen  Dimen- 
sionen bezeichnet  —  und  dass  der  Schwerpunkt  des  Schiffes  dem 
Schwerpunkt  des  Modells  entspricht.  Nimmt  man  nun  zunächst  den 
Widerstand  des  Wassers  der  n-ten  Potenz  der  Lineargeschwindigkeit 
eines  Flächenelements  proportional,  so  wird  sein  Moment  relativ  zur 


46)  Vgl.  8.  B,  Paisaon,  Trait^  de  möcanique,  §  189.   Im  Übrigen  vgl.  auch 
IV  6,  Nr.  20  a  (P.  Stächet). 

47)  Vgl.  JohowB  Hilfsbuch,  p.  628  flF. 
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liingsaxe  des   Schiffes   der  n-ten  Potenz   der  Winkelgeschwindigkeit 

-^1  sein.  Für  das  Modell  wird 
der  Widerstand  von  derselben  Form,  nur  hat  man  die  Orosse  K  mit 
-rj  (-j-)    =    3^„    zu  multiplizieren.    Die  Bewegungsgleichung  för  das 

Schiff  wird 

(13)  ^^?+P(>,-«)d=Z(^)"; 

f£Lr  das  Modell  erhält  man,  wenn  man  die  2jeit  t^  in  einer  anderen 
Einheit  misst,  die  zu  jener,  die  f&r  das  Schiff  gilt,  im  Verhältnis 
1  :  X  steht,  die  Gleichung: 

Damit  die  Bew^ung  des  Modells  jener  des  Schiffes  „ähnlich^  wird, 
d.  h.  in  entsprechenden  Zeiten  ^  das  Modell  denselben  Ausschlags- 
winkel 0  wie  das  Schiff  eigiebt,  müssen  aus  der  Gleichung  (14)  die 
Grössen  X  und  r  verschwinden,  d.  h.  es  muss  gelten: 

i»  ~  X*        i«+ "  * 
Hieraus  ergiebt  sich 

(15)  T  =  Ai  und  «  =  2 . 

Also  nur  bei  dem  quadratischen  Widerstandsgesetz  wird  die  Be- 
wegung des  Modells  derjenigen  des  Schiffes  ähnlich,  so  dass  auch  nur 
f&r  diese  die  Dämpfungsformel  des  Modells  für  das  Schiff  benutzt 
werden  kann. 

4d«  Erzwungene  Sohwingangen  (das  Sohiff  im  Seegange), 
Die  Froudesolie  Theorie  des  Bollens.  Behält  man  die  Annahmen 
Froudeß  bei  (vgl.  Nr.  4  a),  so  wird  das  Bollen  durch  die  Gleichung 

(16)  A^^-Pir,-a)e,=  Pir,-a)0,ain^-^J—Mw 

g^eben;  hier  ist  0^  der  grosste  Neigungswinkel,  r  die  Periode  der 
Wellen  und  Mw  das  Widerstandsmoment  des  Wassers. 

Betrachtet  man  zunächst  das  Rollen  ohne  Widerstand j  d.  h.  ist 
Mw=^Oy  so  wird  0^  folgendermassen  gegeben: 

ö,  =  C,  cos  w<  +  C,  sin  n^  H —  ,  ö^,  sin  — , 


n*  — 


T» 


oder  wenn  man  statt  n  die  entsprechende  Periode 

1  n  r    PiTn  —  a) 
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einführt^ 

(17)  öl  =  Cj  cos  -^  +  Cj  sin  -^  +  ytzt*  ®o  ^m  -7- 
für  T  4=  Ti  und 

(18)  öl  =  Ci  coB  -^  +  C,  sin  -^ -^  ^öo  cos  -^ 

für  T  =  Tj.  Hier  sind  C^  und  Cg  zwei  willkürliche  Eonstante ,  die 
aus  den  Anfangsbedingungen  zu  bestimmen  sind.  Die  Formeln  (17) 
und  (18)  zeigen  den  Einfluss^  den  der  Synchronismus  auf  das  Bollen 
des  Schiffes  hat^  und  geben  das  Anwachsen  der  Amplitude^  das  dabei 
stattfindet.  Froiide  brachte  sogar  Modelle  mit  abgerundeten  Formen^ 
die  den  Schwingungen  geringen  Widerstand  leisteten^  auf  synchronen 
Wellen  zum  Kentern.  Femer  zeigt  die  Formel  (17),  dass  die  RoU- 
bewegung  des  Schiffes  aus  der  Superposition  zweier  einfacher  Schwin- 
gungen besteht,  von  die  eine  die  Periode  2\,  die  andere  die  Periode 
T  hat. 

Setzt    man   den    Widerstand   des   Wassers    der    Geschwindigkeit 
proportional,  so  wird 


JIf^=2V^.^. 


de 

dt 


Damit  wird,  wenn  folgende  Bezeichnungen  eingeführt  werden: 

5  =  2Ä,    «,=i/;?^=T',    p  =  ^, 

die  Lösung  durch 

öj  =  e~*' ((7,  cos  n^t  +  C^j  siii  ^lO  +  ^ sin (-  N cos  — 

gegeben.     Diese  Formel  wird  übersichtlicher,  wenn  man  sie 
(19)  e,  =  Ce-*'  sin  (?J'  +ß)  +  HBm{^  +  r) 


schreibt  mit 


c=^ycjTc?,     tg^=|, 


und 


T* 


Die  Formel  (19)  zeigt  die  Dämpfimg  der  ,ficeien'^  Schwingungen, 
so  dass  mit  der  Zeit  nur  die  „erzwungenen^'  übrig  bleiben.  Der 
Dämpfungskoefiizient  k  ist  ein  kleiner  Bruch,  so  dass,  wenn  das  Yer- 
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hältnis  •--  merklich  Yon  1  yerschieden  ist,  das  Glied  Js^-~-  in  H  im 

Verhältnis  zu  dem  ersten  klein  wird  und  in  erster  Annäherung  yemach- 
lässigt  werden  kann.  Damit  geht  der  letzte  Term  in  (19)  in  den  der 
Formel  (17)  über.     Nähert  sich  aber  das  genannte  Verhältnis  dem 

Werte  1,  so  nähert  sich  K  dem  Werte  -y  luid  wird  desto  steiler,  je 

kleiner  der  Bruch  k  ist. 

Für  ozeanische  Weilen  ist  &^  ungefähr  8^.     Ist  dabei  das  Ver- 

T 
hältnis  — ^>2,   so  wird  H<2ß^ ,  also  das  Bollen  sehr  gering.    Die 

Periode  x,   die   von   der  Wellenlänge   abhängt,   ist  durch  die  Formel 


-Y 


2«X 

9 


gegeben,  so  dass  für  eine  Wellenlänge  k  =  120  m  sich  r  =  8,7  sec 
ergibt.  Solche  Wellen  entsprechen  schon  einer  sehr  starken  Dünung. 
Hat  das  Schiff  also  eine  Periode  von  18  sec,  so  wird  es  £EU9t  niemals 
rollen,  oder  nur  sehr  sanft  und  mit  geringer  Amplitude.  Diese 
Resultate,  die  sich  überhaupt  aus  den  allgemeinen  Eigenschafben  der 
erzwungenen  Schwingungen  eines  jeden  Systems  ergeben,  stimmen 
mit  der  Erfahrung  überein. 

4e.  Fortsetsung:  Kriloffs  Theorie  des  Stampfens.  Im  Gegen- 
satz zum  Rollen  kann  man  beim  Stampfen  und  überhaupt  bei  der 
allgemeinen  Bewegung  des  Schiffes  im  Seegange  die  JFVou^chen 
Annahmen  nicht  mehr  gebrauchen.  Sie  können  hier  durch  folgende 
ersetzt  werden.  Man  nehme  an,  dass  ein  auf  den  Wellen  befindliches 
Schiff  in  jedem  Punkte  seiner  Oberfläche  den  hydrodynamischen  Druck 
erfährt,  welcher  in  diesem  Punkte  der  Welle  in  dem  betrachteten 
Zeitaugenblicke  herrscht.  Diese  Annahme,  die  einer  Erweiterung  des 
Archimedischen  Prinzips  entspricht,  ist  insofern  willkürlich,  als  bei 
ihr  davon  abgesehen  wird,  dass  das  Schiff  die  dynamische  Struktur 
der  Wellen  stört.  Femer  nehme  man  die  ozeanische  Dünung  als 
durch  die  CrerstnerBdien  trochoidalen  Wellen  gegeben  an,  die  durch 
folgendes  Gleichungssystem  charakterisiert  sind  (vgl.  IV  16,  Nr.  5  g, 
A.  E.  H,  Lave): 

t:tc 

^  —  a  =  r€      ^    sin  2«  ^^  —  -^-), 


(20) 


g  —  c  =  re      ^    cos2ä(| j, 
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wo  g  und  S  die  Koordinaten  desjenigen  Wasserteilchens  sind,  welches 
dem  Schwingungszentrum  (ayC)  entspricht;  r  ist  die  halbe  Höhe  der 
Wellen,  X  deren  Länge  und  r  ihre  Periode. 

Um  nun  die  Bewegung  des  Stampfens  zusammen  mit  der  des 
ToMchens  für  den  Fall  zu  behandeln,  wo  das  Schiff  quer  zu  den 
Wellen  steuert,  kann  man  folgendermassen  verfahren*®). 

Es  werden  unter  Anwendung  der  früheren  Bezeichnungsweise 
(Nr.  4  b),  die  Bewegungsgleichungen  des  Schiffes,  da  es  sich  hier  nur 
um  die  Werte  von  ^  und  ^  handelt: 

~g  ~d^^^  ~Jp  cos  (^5)^«  —  W^, 


(21) 


JS-,  ,  =  —  f  p{x  G0B(n2)  —  z  coB(nx))ds  —  M^j 


wo  die  Integration  über  die  ganze  im  Zeitaugenblicke  t  eingetauchte 
Oberfläche  S  des  Schiffes  zu  erstrecken  ist  und  n  die  Richtung  der 
entsprechenden  Normalen  zu  dieser  Fläche  bedeutet,  p  den  hydro- 
dynamischen Druck,  W^  und  Mw  den  Widerstand  des  Wassers  und 
sein  Moment  in  Bezug  auf  die  y-Axe  bezeichnen. 

Die  in  den  Gleichungen  (21)  auftretenden  Integrale  haben  eine 
für  die  numerische  Berechnung  ungeeignete  Form,  wenn  man  be- 
achtet, dass  die  Oberfläche  des  Schiffes  nicht  durch  einen  rechnerischen 
Ausdruck,  sondern  durch  die  Zeichnung  des  Schiffes  gegeben  ist. 
Sie  müssen  daher  in  eine  für  den  praktischen  Zweck  dienlichere  Form 
transformiert  werden. 

Man  kann  zunächst  in  bekannter  Weise  die  Oberflächenintegrale 
in  Yolumintegrale  verwandeln: 

I pco8{ni)ds=  I  ^dV, 

(22)  {  '  ^ 

f  p(x  co8(n;8r)  —  0  coB{nx))ds  =  /  (^  ö^  —  ^^/dV, 

8  ^ 

und  versuchen,  in  den  Integranden  rechts  nur  die  relativen  Koordi- 
naten zu  behalten.     Hierzu  beachte  man,  daß 

(23)  ||  =  ??^p(|_a)      und     ||  =.  <,p  jl  +  ^(f  _o)), 

48)  Vgl.  Ä.  Kriloff,  A  new  theory  of  the  pitching  motion,  Trans.  Inst.  Nav. 
Arch.  87  (1896)  =  Bull,  de  TAssoc.  techn.  maritime  1895,  Nr.  4,  and  Paris  C.  R. 
122  (189(5),  p.  183. 


■^ 
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mit  deren  Hülfe  sich  ^^  und  ^  leicht  ausdrücken,  wenn  man  die 

Formeln  (1^  berücksichtigt  (^i  =  0^  q)  =  0  und  ^  im  Maximum 
praktisch  zwischen  5^  und  6^^  also  ,^ein^').  Es  kommen  dann  in  dem 
Integranden  der  Oleichungen  (22)  neben  x  und  sf,  wenn  man  auch  i 
und  g  durch  x,  z  ausdrückt,  nur  noch  die  Yariabeln  a,  e  tot,  die 
sich  aber  leicht  aus  (20)  unter  Benutzung  der  Lagrange'echeii  üm- 
kehrungsformel  (ygL  11  Bl,  Nr.  15,  W.  F.  Osgood)  finden  lassen.  In 
der  Tat  ergeben  sich  (J  —  a)  und  (g  —  c)  in   der  Form  einer  nach 

ganzen  Potenzen  von  -j-  fortschreitenden  Reihe: 


(24) 


¥(i_„)_!irr"-'.i„2,(i_i)  +  (-^T"=0+-., 


*^>  V  .  «  «  *«C 


lv-(5-o)-T«-^-2'(4-4)+pr-')*«"  *  0+-, 


Speziell  für  die  freie  Oberfläche,  wo  c  =  0,  erhält  man: 

(25)     g,  =  rcos2«(4-f)  +  -i-{l-co84;r(|-|)j  +  .... 

Der  Wert  von    y-   ist   für   die    steilsten   Wellen    der   Dünung    nicht 

größer  als  ^,  so  dass  man  in  obigen  Formeln  (24)  und  (25)  nur  das 
erste  Qlied  beizubehalten  braucht 

Bei  der  weiteren  Umformung  der  Integrale  (22)  beachte  man^ 
dass  das  in  jedem  Augenblick  eingetauchte  Volumen  V  in  zwei  Teile 
zerlegt  werden  kann:  1)  in  das  Volumen  V^,  welches  zwischen  dem 
Kiel  des  Schiffes  und  seiner  der  Gleichgewichtslage  entsprechenden 
Wasserlinie  enthalten  ist,  2)  in  das  yeränderliche  Volumen  v,  welches 
zwischen  dieser  Wasserlinie  und  der  freien  Oberfläche  des  Wassers 
enthalten  ist.  v  wird  eine  Funktion  der  Grossen  ^^  ^  und  e  sein, 
die  hier  alle  als  klein  angesehen  werden.  Da  nun  v  mit  diesen 
Grössen  verschwindet ,  so  wird  es  kein  von  diesen  Grössen  unab- 
hängiges Glied  enthalten.  Diese  Bemerkung  vereinfacht  die  Entwicke- 
lung  der  Integrale,  da  man  von  vornherein  alle  Glieder  höherer 
Ordnung  vernachlässigen  kann.  Bei  dieser  Entwickelung  kann  man 
femer  in  erster  Annäherung  die  der  Wasserlinie  benachbarte  Schiffs- 
wand als  senkrecht  zu  dieser  Ebene  ansehen.  Man  erhält  so  nach 
einigen  Umformungen  die  Differentialgleichimgen  (21),  in  die  noch 
der  Widerstand  als  mit  der  ersten  Potenz  der  G^chwindigkeit  pro- 
portional eingeführt  ist,  in  der  Form: 


(26) 


4e.  Die  Schwingungen  des  Schiffes:  Kriloffg  Theorie  des  Stampfens.    549 

=  «/(►»•  (»»0  cos  ^  +  Wosin  -^)  +  ggifS^l, 
=  9Qr  (wi  cos  -^  +  n,  sin  -J-*)  +  ggSJ^ . 


Dabei  haben  die  in  diesen  Gleichungen  auftretenden  Eonstanten 
folgende  Werte  ^  die  unmittelbar  nach  den  Schiffszeichnungen  be- 
rechnet werden  können.     Es  ist: 


(27) 


Sq  =  2  /  y^dx    =  Flache  der  Wasserlinie, 


S^l  =  2  /  xy^dx  =  Moment  Ton  S^  in  Bezug  auf  die  y-Axe, 

aQ=2  Jy^coB^^dx,  60=  2jy^sin?^rfa?, 

y^jic  cos  -f^rfi*^,  *i  =  2  /  y^ic  sin -^ da?, 


^=2   /      /  c      ^  y  cos-^da;d;8r, 


— Xi  0 


-4i  =  2/      le      ^yo^cos  -^dxdjSy 


/«      j?       SjTj 


Bq=^2  I      je      ^  y sin -^ dicdfr , 


h^     ?      ins 


^1— »2  /      /  c      ^  yirsin-j^drcdjjr, 


wobei  L|  und  X,  die  Abszissen  des  Bugs  und  Hecks  bezeichnen,  y^ 
die   Ordinate    der  Wasserlinie    und  y    die   den  Koordinaten  x  und 


(28) 
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z  entsprechende  Ordinate  der  Schiffsoberfläche  und  H  den  Tief- 
gang*^. 

Bei  dem  Stampfen  und  Tauchschwingungen  ist  die  Dämpfung 
der  freien  Schwingungen  so  stark^  dass  diese  Schwingungen  über- 
haupt nicht  in  Betracht  kommen  und  die  ganze  Bewegung  nur  aus 
den  erzwungenen  Schwingungen  besteht.  Damit  fallen  aus  der  all- 
gemeinen Lösung  von  (26),  die  die  Form 

go=  c       [G^  cos  Y  +  ^2  ^^^~T~)  "*"  "  ^^T  "^  ^  sin--  , 

-A'/^  2ä«     ,     ^     .     2«t\     ,  2«t     ,     ^     .     2«« 

^  =  6       /  C,  cos  y-  +  C4  sin  -y  1  +  «1  cos    -  -f-  ß^  sin— - 

hat,  wo  a,  /3;  «,,  /S^  leicht  zu  bestimmende  Werte  haben  und  C^,  (7„ 
Cj,  C4  willkürliche  Konstante  sind,  die  mit  e"*'  behafteten  Glieder 
nach  kurzer  Zeit  fort,  so  dass  die  Lösung  wird: 

I.                   2«t    ,    ^     .    2^t 
So  =  a  cos  -—  -|-  /3  sin     -  , 
2wt     ,     ^          2jre 
^^  =  a^  COS \-  ßi  cos . 

An  numerischen  Beispielen  kann  gezeigt  werden,  dass  man  den 
Widerstandskoeffizienten  in  sehr  grossen  Grenzen  —  etwa  von  0  bis 
cx>  —  ändern  kann,  ohne  dass  hierdurch  a,  ß,  a^,  ß^  eine  für  die  Praxis 
merkliche  Variation  erleiden,  wenn  nur  T^  von  r  verschieden  ist.  Da- 
durch wird  es  möglich,  das  Stampfen  sehr  genau  zu  berechnen,  ob- 
wohl man  den  Widerstand  nur  in  sehr  roher  Weise  kennt. 

4  f.  Sohluss:  Die  Theorie  der  allgemeinen  Sohiffssohwingiingen. 
Diese  Theorie  ist  ebenfalls  von  A,  Kriloff  ^)  entwickelt  worden,  als 
Verallgemeinerung  des  in  vorstehender  Nr.  4e  gegebenen  Ansatzes 
für  das  Stampfen.  Mit  der  Beschränkung  auf  die  erste  Annäherung 
werden  hier  die  Bewegungsgleichungen  (vgl.  oben  (3)  und  (4))  die  Form 

"g~d?  —  ^^'  g    dt*   —  ^^'  g  Tt^  =  ^^' 

erhalten,  wo  S,  H,  Z  die  Komponenten  der  in  Richtung  der  absoluten 
Axen  S,  12,  g  wirkenden  Kräfte,    X,  F,  Z  die  entsprechenden  Kom- 


■^ 


49)  In  der  genannten  Arbeit  von  A,  Krüoff  ist  ein  vollst&ndig  dnich- 
gearbeitetes  Beispiel  mit  allen  zur  numerischen  Bereclinang  der  Konstanten 
dienenden  Schemata  angefQhrt. 

60)  Vgl.  A,  Krüoff^  A  general  theoxy'  of  the  oscillations  of  a  ship  on  wavei^ 
Trans.  Inst  Nav.  Archit.  40  (1898)  «-  Bnll.  de  TAssoc  techn.  maritime  1897,  Nr.  8. 
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ponenten  in  Richtung  der  relativen  Axen  sind.  Als  wirkende  Ki^fbe 
kommen  wieder  in  Frage:  1)  das  Eigengewicht  des  Schiffes,  2)  der 
veränderliche  Auftrieb,  3)  der  Wasserwiderstand  des  Schiffes.  Das 
Schiff  werde  unter  dem  Winkel  a  gegen  die  Wellen  steuernd  an- 
genommen und  seine  Fahrgeschwindigkeit  zunächst  als  Null  voraus- 
gesetzt. 

Das  Entscheidende  ist  nun,  den  Auftrieb  zu  berechnen.  Hierzu 
könnte  man  in  Analogie  zu  dem  allgemeinen  Ansätze  in  Nr.  4e  ver- 
fahren. Indessen  ist  es  fOr  die  Berechnung  bequemer  —  da  nur  eine 
erste  Annäherung  gegeben  werden  soll  —  von  vornherein  gewisse 
Vernachlässigungen  einzuführen,  deren  Zulässigkeit  für  den  speziellen 
Fall  des  Stampfens  durch  den  früheren  Ansatz  erwiesen  ist.  Man 
benutze  hierzu  folgende  Überlegung:  Nach  den  hydrodynamischen 
^Gmndgleichungen  ist  der  dem  Volumelemente  entsprechende  Auftrieb 
durch  die  Resultierende  folgender  drei,  sich  auf  das  Massenelement  q  dv 
beziehenden  Eraftkomponenten: 

.(x--ö)^.,     ,(r-§)..,    ,{z'-^^ä. 

gegeben.  Aus  der  Theorie  der  trochoidalen  Wellen  folgt,  daß  dieser 
Auftrieb  in  der  Richtung  der  Normale  zur  entsprechenden  dynamischen 
Niveaufläche  fallt  und  seiner  Intensität  nach  durch  die  Länge  dieser 
Normalen  gegeben  wird,  wenn  die  Länge  des  Rollkreises  die  Schwer- 
kraft repräsentiert.  Man  mache  nun  eine  vereinfachende  Annahme 
über  diese  Wellen,  die  es  gestattet,  die  Länge  der  Normalen  in  ein- 
facher Weise  zu  berechnen.  Es  werde  vorausgesetzt,  dass  —  da  der 
Tiefgang  des  Schiffes  relativ  zu  den  Wellen  klein  ist  —  die  Niveau- 
flächen der  trochoidalen  Wellen  parallel  zu  der  freien  Oberfläche 
seien.  Als  Gestalt  dieser  Oberfläche  kann  man  femer  (wie  Froude 
es  für  das  Rollen  machte)  in  erster  Annäherung  eine  Sinuswelle 
wählen,  deren  Gleichung 

^^^^  oder  abgekürzt 

l  gj  =  r  cos  f/ 

sein  wird.     Hier  ist  ^  =  »  ^«  ==  -= —  gesetzt. 

^         cos  a'     '        sin  a   ® 

Mit  diesen  Annahmen  gestaltet  sich  nun  die  Berechnung  des  Auf- 
triebs folgendermassen:  Zunächst  werden  die  Richtungskosinus  der 
Normalen  n  zur  Wasseroberfläche  durch  folgende  Ausdrücke  gegeben: 


51)  Siehe  W.  J.  M.  Rankine,  Lond.  Phil.  Trans.  53  (1868),  p.  127  »  Mise. 
Bcient.  papers,  London  1881,  p.  481. 
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(32) 


COS  («6)  =  —  -j-y  sin  Uy     cos  (»ly)  =  —  ^-^  sin  17, 


cos(nei)=  —  j^  =  — 


y^+W^- 


Da  hier  -y-  <  -^  ist  und  daher  in  erster  Annäherung  als  ,,klein^ 


X      ^   7 

betrachtet  werden  kann,  ergeben  sich  die  vereinfachten  Aasdrücke  (33^: 

cos  (»gl)  =  —  1. 

Als  Lange  der  Normalen  zur  Wasserflache  findet  man,   wenn  R  der 
Radios  des  rollenden  Kreises  ist: 

(33)  »  =  J?  +  rcosI7=JS(l  + 


2«r 


COS 


")■ 


Damit  hat  man  als  Komponenten  für  den  Äuflrieb: 

}\  dv  =  ^r^  (1  -j — 1^  cos  üj  cos  (ng)  dv 


rp(x'- 


(34) 


dtr 


***'  TTJ 

jT-fi^P  sm  c/at?, 


^  (^""  d?)  ^^  =  99  (^  +  ^^  C08  f^)  coB  (i»iy)  dv 


= r- Ä'P  sin  Udv, 


p  (Z'—  ^^^)  dv  =  ^p  (l  +  -*-  cos  17)  cos  (n^)  rfr 


=  -i7p(l  + 


Sirr 


COS 


U)dv, 


Beachtet  man  die  zwischen  den  absoluten  nnd  relativen  Koordinaten 
bestehenden  Oleichnngen: 

v  =  Vo  +  ^9  +  y    —  ^K 
5i=So  —  ir^  +  yöi  +  0 

und  bedenkt,  dass  -^r^y  '~i^^  ~i^  kleine  Ghrossen  erster  Ordnong 
sind  und  in  sin  U  resp.  cos  U  überall  als  Faktor  — ^  oder  die  noch 
kleineren  Ghrossen  — y  und  -y—  aoffareten,  so  kann  man  U  in  der  Form 


(86) 


l,_2,('+i_±) 


annehmen.    Hiermit  bekommt  man  als  Werte  des   CresamkmflriAes^ 
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dem  das  Schiff  im  betrachteten  Augenblick  unterliegt: 


(37) 


Qi=  9Qy-\-  ^99 J'^^^  2«  (J  +  J  -  1)  dv. 


Die  weitere  Behandlung  der  in  (37)  Torkommenden  Integrale  ist 
der  früheren  (vgl.  4  e)  analog.  Es  wird  wieder  F  in  F^  +  «^  zerlegt^ 
wo  V  eine  ^^eine'^  Grösse  ist.    Da  z^  nach  (31)  durch  den  Ausdruck 

^1 So  +  ^^  —  y  ^1  +  ^  cos  ( J  +  J  —  -^) 

gegeben  ist,  so  wird  z.  B. 

V=fdv  =  Fo  +  t; 


wo  L^f  L^,  y^  die  früheren   Bezeichnungen  sind.     Man   findet  somit 

(38)  F=  Fo  +  S,So  -  ^So^  -  r  [%  cos  ^  +  &„  «n  ^) , 

wo  iS^)  und  l    die    frühere    Bedeutung   haben,   %  und  6^  folgender- 
massen  gegeben  sind: 

(39)  aQ=^  I  sin  -^^  cos  —dx,    b^^^^—  1  Bin  -^^  sin  ~dx. 

In  den  meisten  in  der  Praxis  Yorkommenden  Fällen  yereinfachen 
sich  die  Ausdrücke  a^  und  \.  Da  A,  >  A  und  2%)^  <.B,  wo  B  die 
grösste  Breite  des  Schiffes  bedeutet,  so  ist 

2ny^        nB 
1^     ^    X   ' 

Für  grosse  Schiffe,  für  die  J?  etwa  20  m  ist,  auf  grossen  Wellen,  für 
die  A  etwa  120  m  ist,  wird  demnach 

8«y^  <  0,6, 

d.  h.  der  Sinus  des  Winkels  wird  sich  um  weniger  als  4t  %  Ton  dem 
Winkel  selbst  unterscheiden,  so  dass  man 

Bnejklop.  d.  math.  WlMenioh.    lY  S.  87 
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setzen  darf.     Damit  werden  dann 

(39')  tto  =  2  J  y^  cos  -^  da:,      6o  =  2  J  »o  »in  ^  ^^f 

die  in  die  entsprechenden  Werte  von  a,  b  der  Formeln  (27)  fBr 
a  =r  0  übergehen.  In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  alle  anderen  in 
dem  Ausdmck  des  Auftriebes  oder  seines  Momentes  vorkommenden 
Integrale  in  eine  für  die  Berechnung  geeignete  Form  setzen. 

Das  Resultat  sind  schliesslich  die  folgenden  Bewegungsgleichungen: 

Pd^rio  23rr /xj  2««    ,      .     .     2%t\       jjy. 

Jld^  =  -99-j;-[Bo<^OB  —  +  Ä^sm—)-W^, 

_l^/j   cos— -I-:B  ein  1^^— TT 


(40) 


und 


==  P (r^ —  a)  0Q  sin  a  (N^  cos  ^^ Jfj  sin  -^ j  —  Zrwr, 


(41)^ 


B4^  +  P(iJ„-a)^ 


=  P(iJo—  o)  ©0  cos  a  (Z,  cos  -^  +  Li  sin  -^)  -^ggS^li^—Mw, 

Hier  sind  üq  imd  5^  durch  (39)  bezw.  (39^)  gegeben  und  ähnlich 
A^y  Bq,  N^y  Mif  K^y  L^,  P^y  Qi  Konstante;  die  sich  nach  den  Schiffs- 
zeichnungen berechnen  lassen**).  W^y  W^y  TF^;  Lw,  Mwy  Nw  sind 
die  Komponenten  d^s  Widerstandes  resp.  dessen  Moments. 

Setzt  man  den  Wasserwiderstand  wiederum  proportional  der  Ge- 
schwindigkeit, so  werden  die  Gleichungen  (40)  und  (41)  ähnlich  wie 
(16)  linear  mit  konstanten  Koeffizienten ,  so  dass  sie  eine  leichte 
Integration  gewähren.  Es  muss  hier  beachtet  werden,  dass  für  das 
Stampfen  die  vom  Widerstand  herrührende  Dämpfung  so  stark  ist, 
dass  die  freien  Schwingungen  gar  nicht  vorkommen  (vgl.  Nr.  4e). 
Für  das  Rollen  aber  ist  dies  nie  der  Fall,  denn  eine  geringe  üngleich- 


62)  In  der  Arbeit  von  Ä.  Krüo/f  findet  man  neben  den  Ansdrücken  für 
diese  Koeffizienten  wieder  eine  vollkommene  Anleitung  zu  deren  Berechnung, 
die  durch  ein  Beispiel  erläntert  wird. 
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mässigkeit  der  Dünung^  d.  h.  eine  geringe  Verschiedenheit  der  Elemente 
der  aufeinanderfolgenden  Wellen  genügt,  um  die  Dämpfung  zu  über- 
winden und  die  freien  Schwingungen  aUein  bestehen  zu  lassen  »<). 

WiU  man  schliesslich  noch  die  Eigengeschwindigkeit  des  Schiffes 
in  Betracht  ziehen,  so  braucht  man  nur  statt  der  eigenen  Periode  x 
der  Wellen  die  relative  Periode  x^  in  die  obigen  Gleichungen  ein- 
zufuhren, wobei  sich  x^  leicht  aus  folgender  Formel: 

(42)  t, 


1 COS  a 


berechnet,   wo  c  die  Geschwindigkeit  des  Schiffes,   c^  die  des  Fort- 
schreitens der  Wellen  ist. 

Damit  sind  nun  alle  Elemente  gegeben,  die  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  ein  mathematisches  Studium  des  Verhaltens  eines  Schiffes 
auf  dem  Meere  (resp.  im  Seegange)  bei  gegebener  oder  angenommener 
Dünung  ermöglichen  und  eine  numerische  Auswertimg  des  Einflusses 
Ton  Belastung  oder  Schiffsform  auf  dies  Verhalten  im  Meere  liefern. 

4  g.  Die  Apparate  zur  Begistrierong  der  SchifDraohwingungen. 
Die  Registrierung  von  Schwingungen  im  Seegange  kann  entweder 
auf  photographischem  Wege,  der  von  Huet^)  vorgeschlagen  wurde 
und  gute  Dienste  leistet,  geschehen  oder  durch  die  Apparate  von 
W.  Froude^)  und  den  doppelten  Oszillographen  von  E,  BerHn^, 
Das  dieser  letzte  Apparat  die  vollständigsten  Angaben  liefert,  so  sei 
er  allein  im  Folgenden  kurz  beschrieben. 

Der  BertinBche  Oscülograph  besteht  im  Grunde  aus  zwei  Pendeln. 
Das  eine  dieser  Pendel,  welches  das  „kleine  Pendel^'  genannt  wird, 
hat  eine  kleine  Schwingungsperiode,  etwa  von  Va  ^^  Vs  ^®^;  ^^^  ®^® 
solche  Form,  das  es  von  der  umgebenden  Lufl;  leicht  gedampft  wird. 
Das  andere  Pendel,  welches  das  „grosse  PendeF  genannt  wird,  hat 
eine  sehr  lange  Schwingungsperiode,  etwa  von  70  bis  80  sec.  Dieses 
Pendel  wird  durch  ein  fast  vollkommen  equilibriertes  Rad  von  120  cm 
Durchmesser  und  ungefähr  200  kg  Gewicht  gebildet.  Die  Axe  dieses 
Rades  ist  sehr  genau  konstruiert  und  ruht,  um  die  Reibung  mögUchst 


63)  YgL  hieizn  bei  Krüoff  ein  numerisches  Beispiel,  das  diese  Verhältnisse 
illnstrieit. 

64)  Huet,  Note  sur  les  coorbes  de  ronlis  obtenns  par  la  Photographie, 
M^m.  g^nie  maritime  1876,  4.  liyr. 

66)   TT.  Frotide,  Description  of  an  instmment  for  automatically  recording 
the  roUing  of  ships,  Trans.  Inst.  Nay.  Arch.  14  (1878). 

66)  E.  Bertin,  Obserrations  de  roulis  et  de  tangage  ex^cut^es  AYec  Toscillo- 
graphe  double,  Paris  M^m.  pr^s.  par  div.  say.  26  (1878). 
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zu  vermeiden^  auf  einem  Rollenlager.  Das  Fondameni^hause,  welches 
die  beiden  Pendel  tragt^  ist  mit  einem  Uhrwerk  yerseheni  das  Yor 
den  Pendeln  ein  Papierband  herzieht,  auf  welchem  die  Zeit  und  die 
Lage  der  Pendel  durch  von  ihnen  getragene  Stifte  automatisch 
registriert  wird.  Ein  am  Gehäuse  fixierter  Stift  registriert  die  Mittel* 
linie  des  Papiers;  bei  aufrechter  und  ruhiger  Lage  des  Schiffes  zeigen 
die  beiden  Stifte  der  Pendel  auf  diese  Mittellinie.  Die  Wirkung  des 
Apparates  im  Seegange  beruht  nun  auf  folgenden  Überlegungen: 

Man  denke  der  Einfachheit  wegen,  das  Schiff  steuere  längs  den 
Wellen,  so  dass  nur  ein  reines  Rollen  auftritt  Dabei  beschreibt  der 
Schwerpunkt  des  Schiffes  (nach  der  Froudeschen  Theorie)  dieselbe 
Kreiskurve  wie  die  Wasserteilchen,  so  dass  die  Bewegung  des  Schiffes 
durch  folgende  Gleichungen  dargestellt  wird: 


(43) 


e,  =  e,  sin  (^  +  «)  +  0,  sin  (^  +  ß) 


Es  sei  nun  im  Punkte  (0,  a,  b)  des  Schiffes  (der  Anfangspunkt  li^  im 
Schwerpunkt)  ein  Pendel  aufgehängt,  das  in  der  jsy -'Ehene  des  Schiffes 
schwingen  kann.  Ist  J^  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Auf- 
hängungsaxe,  m  seine  Masse,  l  der  Abstand  seines  Schwerpunktes 
Tom  Aufhängepunkt,  so  wird,  wenn  <o  die  Neigung  des  Pendels  gegen 
die  Vertikale  bedeutet,  die  Bewegungsgleichung  des  Pendels: 

e^ (d"=  —  mlg  sia  G}'^ml{  (ly^" cos  co  +  i^"  sin  cd)  —  [(a sin (ö^ —  a) 
^^^        +  6  cos  {6,—  ©))] «/ —  [a  cos  (6^—  ©)  +  6  sin  (6^—  ©)]  «/» } . 

In  erster  Annäherung  kann  man  hier  die  Winkel  0^  und  cd  als 
klein  ansehen  und  annehmen,  dass  der  Auf  hängepunkt  des  Pendels  mit 
dem  Schwerpunkt  des  Pendels  zusammenfällt,  so  dass  obige  Gleichung: 

jCD  +  f^glo)  «=  fnlriQ  = ^-  mir  sm 

wird,  oder  wenn  man  — |-«=n*  setzt  und  benutzt,  dass  r  =1/-^  ist: 

CD  +  n'cj  = -r—  fr  sm  — , 

woraus  sich 

(45)  CD  =  Cj  cos  -^  +  C,  sm-^  +  -^-  y,_^,  sm  -^ 


ergiebi     Hier  ist 


T  =  — =  2; 

n 


die  Schwingongsperiode  des  Pendels. 
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Es  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  1)  Die  Periode  der  Eigen- 
schwingungen  des  Pendels   ist   relativ   zu   der   der  Wellen  und  des 

Rollens  des  Schiffes  T^  sehr  gross.  Dann  haben  die  erzwungenen  Schwin- 
gt 
gungen   des  Pendels   den   sehr  kleinen  Faktor   mTZT"«'     ^^®  werden, 

wenn  -=  und  -^  etwa  3  bis  4  ist,  praktisch  schon  unmerklich.  Erfährt 

also  das  Pendel  keinen  Anfangsstoss,  so  ist  Q  ==  O,  =  0  und  folglich 
CO  =  0,  d.  h.  das  Pendel  von  langer  Periode  wird  von  der  Vertikalen 
nicht  abgelenkt  und  sein  Stift  registriert  die  wahren  Neigungen  des 
Schiffes.  2)  Die  Periode  der  Eigenschwingungen  des  Pendels  ist 
relativ  zu  jener  der  Wellen  und  des  Rollens  des  Schiffes  sehr  kurz. 

Dann  wird  der  Faktor  y,__  ,  praktisch  gleich  1,  und  £gJ1s  eine  be- 
trächtliche Dämpfong  besteht,  folgt  aus  (45): 

■ 

(450  öj  = X    sin-^. 

Aus  Formel  (32)  sieht  man  leicht,  dass  nunmehr  cd  der  Neigung  der 
Normalen  zur  Wellenoberfläche  gleich  ist,  also  das  kleine  Pendel  diese 
Richtung  annimmt. 

Auf  eine  nähere  Untersuchung  der  Gleichung  (44)  sei  hier  ver- 
zichtet. Es  ergiebt  sich,  dass  bei  einer  zweiten  Annäherung  das  Ver- 
halten des  grossen  Pendels  sich  nicht  ändert,  dagegen  das  kleine 
Pendel  von  der  Lage  des  Auf  hängepunktes  im  Schiffe  und  der  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  sehr  beeinflusst  wird. 

Neben  diesem  Oszillographen  hat  Paris  ^'^  einen  gyroskopischen 
Apparat  zur  Registrierung  der  Schiffsschwingungen  angewandt,  auf 
dessen  mathematische  Theorie  aber  hier  nicht  eingegangen  sei.  Die 
Eigenschafken  des  Gyroskops  oder  Kreisels  wurden  von  G.  FUuriais^) 
zur  Herstellung  seines  gyroscope  -  collimatewr  benutzt,  der  auf  dem 
gleichen  Prinzip  wie  das  Pomsche  Instrument  beruht.  Eine  ein- 
fache Darstellung  der  Theorie  des  Flewriaisschen  E!reisels  gab 
-B.  de  Joncquieres  (vgl  IV  6,  Nr.  26,  P.  StäcJcd). 

Ebenso  möge  hier  der  Schiffskreisel  von  0.  Schlick  erwähnt  nur 
kurz  werden,  dessen  Theorie  in  engem  Zusammenhange  mit  der  oben  an- 
geführten steht.    Das  Schiffspendel  besteht  im  wesentlichen  aus  einem 

67)  Paris,  p^e  et  fils,  Description  et  naage  du  trace-vagrue  et  dn  trace- 
looliB,  Revue  maiitiine  et  coloniale  20  (1867),  p.  278;  Paris  G.  R.  64  (1887),  p.  731; 
Trang.  Inst.  Nav.  Archit.  8  (1867),  p.  279. 

68)  G.  Fleuriais,  Gyroscope-collimateur,  Revue  maritime  et  coloniale  91 
(1886),  p.  412;  E,  de  Joncquieres,  Rappori^  sur  le  gyroscope-collimateur  du  com- 
mandant  Fleuriais,  ebenda  92  (1887),  p.  223. 
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schweren,  sich  sehr  rasch  um  eine  vertikale  Axe  drehenden  Schwung- 
rade (Gyroscop).  Die  Lager  dieser  Axe  sind  nicht  fest  mit  dem 
Schiffe  verbanden;  sondern  sind  an  einen  Block  befestigt,  welcher 
selbst  um  eine  horizontale  zur  Langsebene  des  Schiffes  senkrechte 
Axe  drehbar  ist.  Diese  letztere  Axe  ist  mit  einer  Bremse  versehen. 
Die  Theorie  des  Apparates  und  die  damit  vorgenommenen  Versuche 
haben  gezeigt,  dass  er  sogar  bei  massigen  Dimensionen  eine  starke 
Dämpfung  der  Schiffsschwingungen  bewirkt^^*). 

5.  Die  Drehung  des  Schiffes.  Steuern.  Wenn  auf  einem  in 
Fahrt  befindlichen  Schiff  das  Ruder  aus  seiner  Mittschiffslage  an  Bord 
gelegt  wird,  so  erfährt  es  einen  Widerstand  vom  Wasser.  Die  Richtung 
dieses  Widerstandes  geht  nicht  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffes, 
so  dass  das  Schiff  in  Drehung  versetzt  wird.  Die  Bewegungsgleichungen 
des  Schiffes  mit  gelegtem  Steuerruder  wurden  schon  von  Euler  auf- 
gestellt und  werden  in  folgender  Form  benutzt. 

Es  sei  M  die  Masse  des  Schiffes,  G  sein  Schwerpunkt,  J  sein 
Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Vertikale  G0,  P  die  in  der  Längs- 
ebene wirkende  Propulsionskraft,  W^  und  W,  die  Komponenten  des 
Widerstandes  in  der  Längsebene  und  senkrecht  zu  dieser,  R  der 
normale  Druck  und  F  der  Reibungswiderstand  auf  das  Ruder,  a  der 
Ruderwinkel,  d  der  Derivationswinkel ,  9  der  Drehungswinkel  des 
Schiffes,  Q  der  Krümmungsradius  der  vom  Schwerpunkte  des  Schiffes 
beschriebenen  Kurve,  t;  die  Geschwindigkeit  des  Schiffes,  E  das 
Moment  von  R  und  F  in  Bezug  auf  Gsf,  Mw  das  Widerstandsmoment. 
Dann  lauten  die  Bewegungsgleichungen: 

^*'*sin*  +  Jf^co8*=P— TT— iJsina-Fco8a  =  0, 


(46) 


Q ^         dt 

— —  COS  d  —  Jf  :j^  sin  d  =  TT, —  i?  cos  a  +  ^  sin  a  =  0 , 
Q  dt  *  ^  ' 


Der  Winkel  9  wird  von  der  Anfangsrichtung  des  Laufes  des  Schifies 
gerechnet,  ß  bezeichnet  den  Winkel,  den  die  Tangente  im  entsprechen- 
den Punkte  der  vom  Schwerpunkte  beschriebenen  Kurve  mit  der 
Anfangsrichtung  macht. 


68*)  0.  Sckliek,  The  gyroscopic  effects  of  flj-wheels  on  board  shlp,  Trans. 
Inst.  Nay.  Archit.  46  (1904),  p.  117.  Vgl.  auch  Sir  W.  H.  WhiU,  ebenda  49 
(1907)  und  IV  6,  Nr.  41c  (P.  Stäckel). 
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Diese  Gleichungen  sind  unter  der  Annahme  aufgestellt,  dass  das 
Schiff  keine  Wassermassen  mitschleppt,  was  bei  der  Drehung  tatsäch- 
lich der  Fall  ist.  Aber  es  ist  unmöglich,  über  diese  Massen  und  deren 
Einfiuss  irgend  welche  Angaben  zu  machen.     Femer  muss  beachtet 

werden,  dass  TF^,  TF,,  B  und  Mw  Funktionen  von]  v,  d,  -^  sind,  die 

unter  sehr  willkürlichen  Annahmen  aufgestellt  werden,  so  dass  den 
Lösungen  der  Gleichungen  (46),  welche  man  mit  Hilfe  dieser  An- 
nahmen aufzustellen  vermag,  ein  praktischer  Wert  kaum  beigelegt 
werden  kann. 

6.  Die  Vibrationen  des  Sohiffes.  Bei  den  Schiffsvibrationen 
liegt  eine  Resonanzerscheipung  vor.  Man  betrachte  das  Schiff  als 
einen  einzigen  grossen  elastischen  Stab.  Dieser  kann  entsprechend 
den  verschiedenen  Randbedingungen  —  im  Falle  keine  äusseren  Kräfte 
auf  ihn  wirken  —  nur  ganz  bestimmte  Normal-  oder  Eigenschwingungen 
ausführen  (vgl.  IV  26,  Nr.  3,  H,  Lamh).  Ist  die  Maschine  nicht  voll- 
kommen equiUbriert,  so  wirkt  sie  auf  das  Schiff  als  störende  Eraft^ 
deren  Intensität  sich  periodisch  ändert.  Durch  die  Wirkung  dieser 
Kraft  entstehen  im  Schiffe  erzwungene  Schwingungen;  fällt  die  Periode 
der  Kraft  mit  einer  der  Perioden  der  Eigenschwingungen  zusammen, 
so  entsteht  eine  Resonanz;  die  entsprechende  Schwingung  bekommt 
eine  starke  Amplitude,  welche  nur  von  den  passiven  Widerständen 
gedämpft  wird. 

Die  theoretische  Untersuchung  dieser  Vibrationen  erfordert  die 
Integration  der  Gleichung: 

(47)  /i(^«^lä)  +  «|-^=^(^'')' 

wo  E  den  Elastizitätsmodul  des  Schiffsmaterials  bezeichnet,  J  das 
Trägheitsmoment  der  Querschnittfläche,  q  die  auf  die  Längeneinheit 
bezogene  Belastung,  welche  der  Abszisse  x  entspricht,  und  F{x,  i) 
die  störende  Kraft,  ebenfalls  bezogen  auf  die  Längeneinheit.  Man 
muss  wiederum  beachten,  dass  EJ  und  q  nur  graphisch  gegeben  sind, 
so  dass  die  Gleichung  (47)  nur  durch  gewisse  Annäherungsverfahren 
gelöst  werden  kann. 

Zunächst  müssen  die  freien  Schwingungen  ermittelt  werden.  Hier- 
f&r  hat  L,  Gümbd^^)  ein  graphisches  Verfahren  angegeben.  Analytisch 
kann  dies  Verfahren  folgendermassen  dargestellt  werden.  Es  sei 
EJ=^f{x)y   so   dass   für   die   freien  Schwingungen    die  Gl.  (47)  in 

69)  L.  CHimbel,  Ebene  TransversalBchwingangen  freier  atabfOrmigei  Körper 
mit  yariablem  Querschnitt,  Jahrb.  der  schiffsbantechn.  Ges.  2  (1901),  p.  211ff. 
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folgende  übergeht: 

Als  Band-  und  Anfangsbedingungen  gelten: 


0    und    Y~i  =  ^}    wenn 

dz 


f(x)  fax  t  =  0. 


(49) 

(50)  z=^  q>(x)   und    ^^ 

Man  suche  nun  eine  Lösung  der  Form 

wo  X  eine  Funktion  allein  von  x,  T  eine  Funktion  von  t  allein  ist. 
Dann  gelten  für  X,  T  folgende  Gleichungen: 


(51) 


wobei  m  durch  eine  gewisse  transzendente  Gleichung   bestimmt  ist: 

(52)  ,p(m)  =  0, 

die  sich  aus  den  Randbedingungen  ergiebt.  Es  seien  fn^jin^y  fn^y  .  - . 
m^,  ...  die  Wurzeln  von  (52),  dann  entspricht  jeder  Wurzel  m^  eine 
Normalschwingung  Z„  so  dass 

(53)  0  =  UÄj^  Z^  cos  mj^H  +  UB^  X^  sin  m^H 

wird.  Die  Koeffizienten  A^  und  J5||  bestimmen  sich  hier  yermöge 
der  sogenannten  Orthogonalitatseigenschaffc  der  Entwicklungsfunktionen: 

fXj^X^q{x)dx  =  0     für     *  +  j 


(54) 

in  der  Form 


(55) 


A 


J(p{x)Xj^q{x)dx 


fX]^*q{x)dx 


P.= 


JL  0 


J'^{x)Xj,q{x)dx 


fXi*q(x)dx 


Damit  ist  alles  auf  die  Bestimmung  der  Wurzeln  m^, . . .  m^, 

und  der  zugehörigen  Funktionen  reduziert.  Ein  Näherungswert  der 
kleinsten  Wurzel  m^  kann  erhalten  werden^  indem  man  f(x)  und  q(x) 
durch  ihre  Mittelwerte,  d.  h. 
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y  /  f(x)  dx    und    y  /  3(0?) dx 
0  0 

ersetzt.     Es  sei  ft  der  so  erhaltene  Wert  von  m.    Damit  wird 

(56)  ^(/•Wg)-f*M«)X  =  0. 

Da  diese  Gleichung  linear  ist,  wird  X  von  der  Form 

X  =  C^F^ix)  +  C,F,{x)  +  C,F,{x)  +  C,F,ix) 

sein,  wo  die  C  willkürliche  Eonstante  sind,  ^ds  deren  Werte  man  X, 

-  ~j  y-jp  und  y^  für  a?  =  0  wählen  kann.     Damit  wird 

X  =  C,F,ix) -\- C,F,{x) 
mit 

C,=  X(0),    c,=  (g)^^^, 

F,{0)  =  1,  .  F,'(0)  =  0;     F,iO),  J','(0)  =  1. 

Man  denke  sich  nun  die  graphisch  gegebenen  Kurven  f(x)  und 
q{x)  in  zweckmässiger  Weise  durch  stufenweis  gebrochene  Linien  er- 
setzt und  wähle  in  dem  Intervall  x  =  ih  bis  x  =  (i-\-l)h  für  X 
den  der  Abszisse  ih  entsprechenden  Wert  X^^=  X{ih)y  um  ihn  in 
das  zweite  Glied   der  Gleichung  (56)  einzuführen.     Diese  wird  damit 

(öeo  ^5  +  **MiÄ)  x(iÄ)  =  0, 

wobei  g(ih)  =  yr^  ist.     Damit  findet  man 
X;+i  =  ii,*g(ih)Xih  +  X/", 


(57) 


X:+x  =  .uV(iA)  X,^  +  X/"*^  +  X,"A  +  X,', 
(X,^,=^*^(iÄ)X,|i  +  X,"'^  +  X/'-J +X/Ä  +  X,. 


Mit  Hilfe  dieser  Formeln  schliesst  man  von  einem  Intervalle  zum 
nächsten.  Da  aber  X^  =  Cj  und  X^'  =  C^y  so  werden  alle  diese 
Wertö  die  Form 

annehmen,  wo  Mf^i  und  Nf^.^  ganz  bestimmte  numerische  Werte 
haben. 

Für  »  =  n  gut  X,'"  =  X"{1)  =  0  und  X,"  =  X"  (0  =  0,  so  dass 

X,"=JlfCi  +  JVC,  =  0, 
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d.  h.   die  Determinante  MQj^  —  NP^^  muss  verschwinden.     Ist  dies 

der  Fall,  so  ist  /i   der  wahre  Wert  von  m^,  ist  es   nicht  der  Fall, 
so  ist 
(58)  vdi)  =  MQ,  -  NP, . 

Obgleich  man  also  die  transzendente  Gleichung  q>(m)  nicht 
explicite  aofstellen  kann^  vermag  man  durch  das  angegebene  Ver- 
fahren für  jeden  Zahlenwert  (i  von  m  den  entsprechenden  Wert  von 
q>(m)  zu  berechnen,  folglich  die  successiven  Wurzeln  der  transcendenten 
Gleichung  zu  bestimmen«  Man  erhält  dabei  die  Darstellung  der  ent- 
sprechenden Funktionen  X  in  Form  einer  Tabelle.  Praktisch  braucht 
man  nur  fär  grosse  Schiffe  die  kleinste  Wurzel  m^ ,  fftr  schnelllaufende 
Torpedoboote  die  beiden  ersten  Wurzeln  m^  und  m^  zu  berechnen. 
Die  Werte  dieser  Wurzeln  bestimmen  die  kritischen  minutlichen 
Tourenzahlen,  bei  denen  Resonanz  eintritt,  zu 

■^m,'    und     2^V. 

Die  Ermittelung  der  Werte  m^  und  m, , . . .  und  der  ihnen  ent> 
sprechenden  Funktionen  X^ ,  X^ , . . .  —  obgleich  in  tabellarischer 
Form  —  genügt  auch,  um  die  ereumngenen  Schwingungen  zu  be- 
stimmen, falls  die  störende  Kraft  F{Xy  t)  gegeben  wird.  Diese  Er- 
mittelung verlangt  nur  Quadraturen,  die  durch  bekannte  Annaherungs- 
formein  ausgeftihrt  werden  können.  Die  allgemeine  Methode  ist  fär 
gleichförmige  Stäbe  von  A.  Kriloff  ^)  entwickelt  worden;  sie  gilt  auch 
f&r  den  Stab  von  veränderlichem  Querschnitt,  wenn  die  Normalfunk- 
tionen bestimmt  sind. 

Das  Nähere  über  die  Schiffsvibrationen  jBndet  man  in  den  Abhand- 
lungen von  L.  Grümbely  G,MdlviUe,^^)  M.LeUmg^^-  Das  experimentelle 
Studium  der  Schiffsvibrationen,  verdankt  man  0.  Schlick^),  welcher 
einen  dazu  dienenden  Apparat,  den  er  Paüogra/ph  nennt,  erfunden  und 
konstruiert  hat. 


60)  A.  Krüoff,  Über  die  eizwnngenen  Schwingungen  von  gleichförmigen 
elastischen  Stäben,  Math.  Ann.  61  (1906),  p.  211. 

61)  G.  MeHvilk,  Yibrations  of  steam  ships,  Engineering  76  (1903). 

62)  M.  Lekmg,  ätude  snr  les  yibrations  des  navires,  Bnll.  de  FAss.  Techn« 
Maritime  16  (1904),  p.  66. 

63)  0.  SMick,  On  an  apparatus  for  measuring  and  legisbering  the  yibrations 
of  steamers,  Trans.  Inst.  Nav.  Arch.  34  (1898),  p.  167  und:  Be  forther  investigations 
of  the  yibrations  of  steamers,  ebenda  86  (1894),  p.  860. 
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Anhang:  Hydrodynamik  des  Schiffes. 

Bereits  in  der  Vorbemerkung  oben  ist  darauf  hingewiesen^  in 
welchem  Verhältnis  der  nachfolgende  Anhang  zu  der  in  den  Nr.  2 
bis  6  dargestellten  Theorie  des  Schiffes  steht.  Entsprechend  dem  in 
der  Praxis  üblichen  Verfahi'en  ist  dort  in  der  Hauptsache  jeweils  nur 
die  Hydrostatik  zur  Erklärung  bezw.  zur  Erzielung  einer  praktischen 
Beherrschung  der  Probleme  der  Schifibtheorie  herangezogen.  In  der 
Tat  ist  die  Hydrodynamik  zur  Zeit  noch  zu  wenig  entwickelt,  um 
eine  allseitig  befriedigende  Behandlung  der  in  Betracht  kommenden 
Fragen  zu  gestatten.  Insbesondere  haben  so  zwei  Probleme  —  die 
Probleme  des  Schiffswiderstandes  und  der  Schiffspropulsion  —  bis- 
her noch  keine  ausreichende  theoretische  Behandlung  erfahren.  Man 
ist  zur  Zeit  noch  immer  angewiesen  auf  die  zahlreichen,  aus  der 
Praxis  des  Schiffbaues  gewonnenen  empirischen  Formebi  und 
Rechnungsmethoden,  die  —  als  Interpolationsformeln  aus  einer  Anzahl 
zweckmässig  angestellter  Versuche  —  versehen  mit  gewissen  Er- 
fahrungskoefGlzienten,  immer  nur  eine  beschränkte  Gültigkeitssphäre 
haben,  über  die  hinaus  ihre  Anwendung  stets  nur  hypothetisch  ist 
und  ihre  Anwendbarkeit  in  der  Tat  auch  gewöhnlich  aufhört.  Nichts- 
destoweniger sind  gerade  in  den  letzten  Jahrzehnten,  insbesondere 
seitdem  die  Errichtung  der  sogenannten  Modellversuchsstationen  ^) 
dazu  beigetragen  hat,  das  Beobachtungsmaterial  für  die  bei  der  Fort- 
bewegung der  Schiffe  im  Wasser  tatsächlich  auftretenden  mecha- 
nischen Vorgänge  zu  vermehren,  nicht  unbedeutende  Fortschritte  in 
der  Auffassung  dieser  Vorgänge,  wenigstens  nach  ihrer  qualitativen 
Seite  gemacht,  so  dass  man  bei  ihrer  richtigen  und  zweckmässigen 
Beziehung  auf  die  von  der  Hydrodynamik  gelieferten  Grundlagen  eine 
schliessliche  theoretische  Erledigung  der  vielen  vorläufig  noch  in  so 
mancher  Hinsicht  dunklen,  praktisch  aber  doch  so  wichtigen  Probleme 
erhoffen  kann.  Dazu  kommt,  dass  die  moderne  Entwicklung  des 
Schiffbaues  in  den  Schnelldampfern,  Torpedo-,  Motor-  und  Gleit- 
booten Schiffstypen  schafft,  die  z.  T.  ganz  neue  von  den  durch  die 
bisherige  Erfahrung  gegebenen  Verhältnissen  abweichende  Erschei- 
nungen aufweisen,  und  so  auch  den  Praktiker  immer  eindringlicher 
zum   Studium   der  genauen  hydrodynamischen  Verenge  aufmimtert. 

64)  Eine  Übersicht  über  die  verschiedenen  zur  Zeit  bestehenden  Modellver- 
snchsstationen  mit  Angabe  ihrer  Einrichtungen  usw.  findet  sich  im  Engineering  81 
(1906)^  p.  641.  Vgl.  auch  W.  H,  White^  On  the  establishment  of  an  ezperimental 
tank  for  research  work  on  fluid  resistance  and  ship  propulsion,  Trans,  of  the 
Institution  of  Nav.  Archit.  46  (1904),  p.  39;  F.  Gebers,  Die  Versuchsanstalt 
Übigau,  Schiffbau  7  (1906—7),  p.  Iff.  u.  46  ff. 
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Es  ist  daher  in  Yorliegendem  Anhang  der  Versuch  gemacht,  kurz 
dasjenige  zusammenzustellen,  was  sich  bisher  an  hydrodynamischen 
Erklärungsversuchen  bestimmter  Probleme  der  Schiffstheorie  in  der 
Litteratur  vorfindet.  Dabei  werden  naturgemäss  die  Probleme  des 
Schiffswiderstandes  und  der  Schiffspropulsion  eine  eingehendere  Wür- 
digung erfahren  dürfen*^). 

7.   Das  Schiff  in  einer  idealen  Flüssigkeit. 

Die  Annahme  einer  idealen  (reibungslosen)  Flüssigkeit,  in  der 
sich  ein  Schiff  fortbewegt,  entspricht  zwar  nicht  den  in  der  Praxis 
vorliegenden  Verhältnissen.  Das  schliesst  aber  nicht  aus,  dass  sie 
für  bestimmte  Probleme  der  Theorie  des  Schiffes  eine  genügende 
Approximation  ist,  wenn  man  sich  damit  begnügen  wiU,  zunächst 
in  den  qualitativen  Charakter  der  Erscheinungen  eine  Einsicht  zu 
gewinnen.  Natürlich  darf  man  nicht  erwarten,  dass  die  Annahme  da 
eine  befriedigende  Aufklärung  —  wenn  auch  nur  nach  der  qualita- 
tiven Seite  —  gibt,  wo  die  Reibung  des  Wassers  den  wesentlichen 
Charakter  der  Erscheinung  bedingt. 

7  a.  Das  allseitig  eingetauchte  Schiff.  Es  sei  hier  zunächst  der 
Fall  des  allseitig  eingetauchten  Schiffes  in  ruhendem  Wasser  ins  Auge 
gefasst,  bei  dem  man  von  dem  störenden  Einfluss  der  Wasseroberfläche 
absehen  darf  Zudem  sei  die  Annahme  gemacht,  dass  das  Schiff  sich 
unter  einem  anfänglichen  von  aussen  wirkenden  Impuls  fortbewegt. 
Damit  ist  die  fQr  die  theoretische  Betrachtung  zunächst  störende 
Einwirkung  der  zur  Fortbewegung  des  Schiffes  dienenden  Mechanismen 
(Ruder,  Räder,  Schrauben  u.  s.  w.)  ausgeschaltet.  Das  Problem  der 
Schiffspropulsion  erhält  später  (in  Nr.  9)  eine  gesonderte  Behandlung. 

1)  Die  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen,  Auf  das  solcherweise 
vereinfachte  Problem  der  Schiffsbewegung  findet  dann  die  in  der 
theoretischen  Hydrodynamik,  insbesondere  von  Lord  Kdvin^^)  ent- 
wickelte Lehre  von  der  Bewegung  fester  Körper  in  einer  inkompres- 
siblen  Flüssigkeit  (IV  16,  Nr.  2  a — e,  A.  E.  H.  Love)  eine  Anwendung. 


65)  Eine  genauere  Orientderang  über  verschiedene  Einzeli'ragen  findet  man 
in  den  in  der  dem  Referate  voranstehenden  Litteraturübersicht  genannten  Hand- 
büchern, bzw.  Monographien.  Diese  sind,  soweit  sie  nnr  eine  zusammenhängende 
Darstellung  über  den  SchifFswiderstand  bzw.  die  Schiffspropulsion  geben,  in  den 
folgenden  Zitaten  nicht  jedesmal  wieder  herangezogen. 

66)  Vgl.  insbesondere  W.  Thomson  und  P.  G.  Tait,  Treatise  on  natural 
philosophy  1,  2.  ed.  Cambridge  1879,  §  319—325.  Betreffs  weiterer  Citate  vgl. 
IV  16,  Nr.  2  {Ä.  E,  H.  Love). 
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Es  genügt  hier  folgendes  zu  wiederholen:  Das  Wasser  wird  — 
weil  von  der  Ruhe  ausgehend  —  unter  dem  Einfluss  des  bewegten 
Schiffes  eine  (stetig  angenommene)  zirkulationsfreie  Potentialbewegung 
ausführen.  Das  Potential  bestimmt  sich  aus  der  Natur  des  unter- 
getauchten Schiffes  und  seinem  Bewegungszustand.  Das  Entscheidende 
dabei  ist^  dass  seine  Kenntnis  allein  genügt,  die  fernere  Bewegung 
des  Schiffes  zu  bestimmen.  In  der  Tat  reduziert  sich  die  Aufgabe 
auf  die  Bestimmung  der  Bewegung  eines  Systems  von  6  Freiheits- 
graden, die  auf  Grund  der  Prinzipien  der  Mechanik  starrer  Körper 
gelingt;  wenn  einmal  der  Ausdruck  der  kinetischen  Energie  T  des 
aus  Körper  und  Flüssigkeit  gebildeten  Systems  aufgestellt  ist.  Es  zeigt 
sich,  daß  T  eine  homogene  quadratische  Funktion  der  6  Geschwindig- 
keitskomponenten Uy  v^  w,  p,  q,  r  des  Körpers  —  bezogen  auf  ein  im 
Körper  festes  Koordinatensystem  —  wird,  mit  konstanten  Koeffizienten^ 
in  denen  die  Masse  und  die  Trägheitsmomente  des  Körpers  um  gewisse 
Konstante  vermehrt  sind,  die  sich  aus  dem  Geschwindigkeitspotential 
des  Wassers  bestimmen  imd  die  dessen  Einfluss  auf  die  Bewegung 
des  Körpers  zum  Ausdruck  bringen. 

Bezeichnet  man  mit  §,  rjy  ^,  ;r,  x,  q  die  Komponenten  des  von 
Lord  Kelvin  sogenannten  „Impulses  des  Systems"  (vergl.  IV 16,  Nr.  2d), 
so  ist: 
/-IN  t djC^  ^T 

Die  Bewegungsgleichungen  sind  dann  durch  Gleichungen  gegeben, 
die  den  6  £W^schen  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  starren 
Körpers  analog  sind  und  ausdrücken,  wie  sich  der  Impuls  im  Körper 
ändern  muss,  damit  er  im  Räume  konstant  bleibt  (konstant,  weil 
keine  äusseren  Kräfte  wirken): 

(^)     "5^-  —  ^^  +  «S  =  0,  •  •  •      ^f  —  rx  -f  g(>  —  wiy  +  vg  =  0, . . . 

Bezeichnet  man  mit  T^  bezw.  T^  die  kinetische  Energie  des  Körpers 
bezw.  der  Flüssigkeit  allein  —  so '  dass  T  =  T^  +  ^j  —  bo  kann 
man  in  den  Gleichungen  (2)  sofort  diejenigen  Kräfte  und  Momente 
besonders  herausheben,  die  durch  den  Druck  der  Flüssigkeit  auf  die 
Schiffs  wände  ausgeübt  werden.     Es  werden  dies: 


(3)  ^    _ 

'r  ~       dt    dp  "^  ""  dv-       " ä»  "■"  '  "ää        ^Tr' 

entsprechend  der  Trägheit  des  mitbewegten  Wassers.     Es  sind  dies 
die  Kräfte,  welche  die  statische  Theorie  Temachlassigt 
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2)  Die  Äxen  der  permatienten  Translation.  Es  sei  nnn  speziell  an- 
genommen, dasB  das  Schiff  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  u,  Vy  w 
ohne  Rotation  fortbewegt.  Es  werden  dann  X^  =  J^  =  iZ^  =  0. 
Mit  anderen  Worten:  Es  übt  das  Wasser  auf  das  Schiff  lediglich  ein 
Drehmoment  ans.     Dies  verschwindet  fclr  den  speziellen  Fall,  dass 

du  dv  dto        ' 

m 

d.  h.  dass  sich  der  Körper  in  Richtung  einer  der  ELauptaxen  des 
Ellipsoides 

fortbewegt,  wobei  die  Wahl  des  Koordinatensystems  so  getroffen  ist, 
daß  der  Anfangspunkt  —  bei  symmetrischer  Massenverteilung  in  den 
Schwerpunkt,  sonst  in  einen  bestimmten  anderen  Punkt,  das  Reaktions- 
zentrum —  des  Korpers  fällt  und  die  Koordinatenaxen  mit  den  Haupt- 
axen  zusammenfallen.  Das  Resultat  ist  demnach,  dass  es  drei  Rich- 
tungen permanenter  Translation  für  den  Körper  giebt,  bei  dem  er  von 
dem  Wa^sser  überhaupt  keinen  Widerstand  erfährt.  Beim  Schiffe  faUi 
aus  Symmetriegründen,  eine  dieser  Richtungen  in  die  Kiellinie. 

Das  vorstehende  Resultat  zeigt,  dass  der  Ansatz  der  stetigen 
zirkulationsfreien  Potentialbewegung  einer  idealen  Flüssigkeit  zur  Er- 
klärung des  Schiffswiderstandes  —  der  doch  erfahrungsgemäss  auftritt, 
wenn  das  Schiff  sich  in  Richtung  der  Kiellinie  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  fortbewegt  —  nicht  führt.  In  der  Tat  zeigt  auch  die 
direkte  Überlegung,  daß  die  Druckdifferenzen,  die  in  diesem  Falle 
entlang  der  Schiffsoberfläche  auftreten,  sich  in  summa  aufheben,  da 
hier  angenommen  ist,  dass  die  Stromfäden  sich  dicht  hinter  dem 
Schiff  wieder  schliessen,  so  dass  sie  dem  Schiff  diejenige  Energie 
zurückgeben,  die  am  Bug  des  Schiffes  zur  Zerteilung  der  Stromfäden 
aufgewandt  werden  muss.  Trotzdem  hat  der  obige  Satz  als  Ausgangs- 
punkt jeder  rationellen  Theorie  des  Schiffswiderstandes  zu  dienen,  wie 
wie  dies  insbesondere  von  W.  J.  M.  RanJcine^'')  und  W.  Froude^)  in 


67)  Von  l^anJb'nes  Arbeiten  kommen  hier  insbesondere  in  Betracht:  On  plane 
water-lines,  London  Phil.  Trans.  164  (1864),  p.  869  =  Miscellaneons  scientific 
papers,  London  1881,  p.  496;  On  the  compntation  of  the  probable  engine  power 
and  speed  of  proposed  ships,  Trans»  of  the  Inst,  of  Naval  Axchitects  6  (1864), 
p.  316;  On  the  mathematical  theoiy  of  stream-lines,  expecially  those  with  fonr 
foci  and  npwards,  Lond.  Phil.  Trans.  161  (1872),  p.  267  (read  10.  Febr.  1870);  On 
stream-line  surfaces,  Trans,  of  the  Inst,  of  Naval  Axchitects  11  (1870),  p.  176. 
•  68)  Bezüglich  W.  Froude  vgl.  die  Erklämngen  zu  dem  in  Fnssn.  81  erwähnten 
Bericht  von  Merrifield^  Brit.  Ass.  Rep.  1869,  p.  48;  femer  Address  to  the  Mechanical 
Section  of  the  British  Association,  Brit.  Ass.  Bep.  1876,  p.  221  »»  The  theoiy  of 
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yerschiedenen  Arbeiten  —  besonders  gegenüber  der  um  die  Mitte  des 
19.  Jahrhunderts  allgemein  anerkannten  wove-Une  theory  von  J,  Scott- 
BusseU^^)  —  immer  wieder  betont  wurde.  Das  Problem  ist  eben  — 
unter  Beziehung  auf  obiges  Resultat  —  festzustellen^  wieweit  die 
tatsächliche  Wasserbewegung  von  der  hier  zunächst  betrachteten  zir- 
kulationsfreien (stetigen)  Potentialbewegung  einer  idealen  Flüssigkeit 
verschieden  ist,  um  unter  Zugrundelegung  der  solcherweise  erkannten 
Wasserbewegung  die  Frage  des  Schiffswiderstandes  erfolgreich  in 
Angriff  zu  nehmen  (vergl.  unten  Nr.  8). 

Ist  also  der  Ansatz  der  reinen  Potentialbewegung  für  die  Frage 
des  Schiffswiderstandes  überhaupt  keine  Approximation,  so  kann  man 
ihn  fiir  das  Verhalten  des  Schiffes  im  Wasser  nach  anderer  Seite 
wohl  als  erste  Annäherung  gelten  lassen. 

3)  Stabiläät  und  Instabilität  der  verschiedenen  Translationsrichtungen. 
Der  Einfachheit  halber  sei  das  Schiff  als  EUipsoid  gedacht  und  an- 
genommen^ dass  es  keine  Bewegung  in  Richtung  der  nach  oben  positiv 
gewählten  j?-Axe  ausführt.  Die  rr-Axe  liege  in  Richtung  der  Längs- 
axe  des  Schiffes.  Dann  zeigt  die  Überlegung,  dass  die  Bewegung  in 
Richtung  der  a;-Axe  instabil,  die  Bewegung  in  Richtung  der  y-Axe 
stabil  ist,  d.  h.  das  Schiff  ist  bei  Eintritt  einer  kleinen  Störung  in 
seiner  Richtung  bestrebt,  das  eine  Mal  seine  Orientierung  gegen  die 
Fortschrittsrichtung  beständig  in  einem  Sinne  zu  ändern,  das  andere 
Mal  pendelt  es  um  die  Fortschrittsrichtung.  In  der  Tat  wird  nach 
(3)  bei  einer  gegen  die  Axen  geneigten  Fortschreitungsrichtung  das 

wirksame  Eräftepaar: 

N={A  —  B)uv , 

wo  Ä  und  B  die  Trägheitskoefüzienten  von  ü*  und  v*  in  dem  Aus- 
druck der  lebendigen  EJraft  T  sind  und  nach  der  obigen  Festsetzung 
A<iB  ist.  Weicht  daher  die  Fortschreitungsrichtung  im  positiven 
Sinne  nur  wenig  von  der  a:-Richtung  ab,  so  sucht  das  Kräftepaar  — 
das  im  negativem  Sinne  wirkt  —  die  Ablenkung  zu  vergroßem,  d.  h. 
die  Fortschreitung  in  Richtung  der  Längsaxe  ist  instabil.  Weicht 
umgekehrt  die  Fortschreitungsrichtung  im  negativen  Sinne  von  der 
^-Richtung  ab,  so  sucht  das  Eräftepaar  —  das  auch  hier  im 
negativen  Sinne  wirkt  —  die  Ablenkung  zu  verkleinem,  d.  h.  die 
Fortschreitung  in  Richtung  der  Breitaxe  ist  stabil.     Kurz  kann  man 

stream-lines  in  relation  to  the  resistance  of  Bhips,  Natare  18  (1876),  p.  60,  89, 
180,  169  und  The  fandamental  principlee  of  the  reBistance  of  ships,  Roy.  Insti- 
tution Proc.  8  (1876—1878),  p.  188. 

69)  Hierüber  vgl.  etwa  J.  Scott  BusseU,  Trans,  of  the  Institution  of  Naval 
Architects  20  (1879),  p.  69. 
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sagen:   Das  Schiff  sticht  si{Ji  immer  so  ssu  orientieren,  dass  es  quer 
gegen  seine  FortschreUungmchtung  liegt. 

Das  im  letzten  Satze  ausgesprochene  Resultat  ist  mit  der  Er- 
fahrung in  merkwürdig  gutem  Einklänge.  Lord  Kdvin  hat  hier- 
über einige  Beobachtungen  zusammengestellt^  Yon  denen  hier  einige 
wiedergegeben  seien.  Dabei  ist  zu  bemerken^  dass  sie  sich  natürlich 
auf  die  Bew^ung  des  Schiffes  an  der  Oberflache  beziehen,  wobei  die 
Tendenz  des  sich  Querlegens  wegea  der  Wellen  u.  s.  w.  nicht  so  klar 
zum  Ausdruck  kommt.  Zudem  darf  nicht  vergessen  werden,  dass  die 
Reibung  in  dem  Ansätze  ganz  ausser  acht  gelassen  ist,  die  ebenfalls 
auf  die  Frage  der  Stabililät  und  Instabiliföt  —  wegen  des  hinter  dem 
Schiff  sich  ausbildenden  Kielwassers  —  nicht  ohne  Bedeutung  ist 
Lord  Kelvins  Beobachtungen^®)  sind  folgende: 

1.  Ein  symmetrisch  gebautes  Schiff  mit  Raasegeln  —  und  Steuer- 
ruder in  Richtung  der  Kiellinie  —  ist,  wenn  es  in  Richtung  des 
Windes  segelt,  instabil  und  kann  nur  dadurch  seinen  Kurs  halten, 
dass  man  durch  Legen  des  Ruders  die  jeweiligen  Abweichungen  aus 
der  Bahn  korrigiert.  Ebenso  können  die  kleinen  Schiffe  —  gleich- 
gültig ob  sie  Raa-  oder  Ghiffelsegel  führen  — ,  die  die  Kinder  über 
kleine  Wasserflächen  treiben  lassen,  durch  keine  siandige  Einstellung 
der  Segel  oder  des  Ruders  immer  vor  dem  Winde  segeln.  Sie  legen 
sich  nach  kurzer  Zeit,  wenn  nicht  durch  eine  Wind&hne  oder  eine 
beschwerte  Ruderpinne  die  Tätigkeit  des  Steuermanns  ersetzt  wird, 
stets  fast  quer  zum  Winde. 

2.  Die  Schlepp trosse  eines  E^analbootes,  die  an  seiner  Seite  be- 
festigt ist,  liegt  stets  —  wenn  das  Ruder  in  Richtung  der  Kiellinie 
festgehalten  wird  —  in  einer  Vertikalebene,  die  die  Längsaxe  f?or 
dem  Mittelpunkt  trifft. 

3.  Ein  Boot,  das  rasch  quer  gegen  die  Windrichtung  gerudert 
werden  soU,  erfordert  —  wenn  es  nicht  gar  zu  unsymmetrisch  in 
seiner  Wassertracht  und  der  Grrösse  seiner  dem  Winde  ausgesetzten 
Oberfläche  nach  den  beiden  Enden  zu  ist  —  ein  stärkeres  Arbeiten 
des  LuYriemens,  um  es  daran  zu  hindern,  sich  gegen  die  Windrichtung 
zu  drehen.  Ebenso  ist  ein  Segelschiff  im  allgemeinen  luvgierig  (Iut- 
gierig  d.  h.  die  Ruderpinne  muss,  damit  das  Schiff  seinen  Kurs  halten 
kann,  von  der  Mitschiffslage  nach  der  dem  Winde  zugekehrten  Seite 
gelegt  werden). 

70)  W.  Thomson  nnd  P.  G.  Tau,  Tieatise  of  natoial  philotophy  1,  Cam- 
bridge 1879,  Nr.  826.  Diese  finden  sich  z.  T.  schon  in  der  ersten  Auflage  1867, 
Nr.  886  (Tgl.  die  dentsche  Aasgabe  Ton  JET.  HdmhoUg  nnd  G.  Wertheim,  Braun- 
schweig,  1871). 
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4.  Bei  starkem  Winde  ist  es  ansserordentlicli  schwierig,  nnd 
oft  geradezu  unmöglich,  das  Schiff  aus  dem  hohlen  Raum  zwischen 
zwei  Wellen  herauszubringen;  jedenfalls  kann  dies  aber  nur  durch 
eine  rasche  Vorwärtsbewegung  geschehen. 

5.  Bei  glatter  See  und  massigem  Wind  in  einer  zu  den  Ufern 
parallelen  Richtung  kann  ein  auf  das  Ufer  lossteuerndes  Schiff,  das 
zu  wenig  Segel  gesetzt  hat,  nur  dadurch  am  Auflaufen  auf  das  Ufer 
gehindert  werden,  dass  es  mehr  Segel  setzt  und  rasch  auf  das  Ufer 
lossegelt,  wodurch  es  dem  Schiff  ermöglicht  wird,  abzudrehen. 

4)  Bewegung  eines  Schiffes,  bei  der  die  Axe  gezwungen  ist,  stets  in 
einer  Ebene  jsu  bleiben.  Es  ist  dies  der  einfachste  Fall  der  allgemeinen 
Bewegung,  die  ein  Schiff  im  Wasser  —  etwa  unter  einem  Anfangs- 
imptds  —  gemäß  unserer  Theorie  auszuf£diren  imstaude  ist.  Das  Schiff 
sei  speziell  als  Rotationskörper  angenommen  und  das  Koordinaten- 
system in  der  schon  oben  (unter  2>)  bezeichneten  Weise  festgelegt. 
Die  ausgezeichnete  Ebene  sei  die  Horizontalebene,  ein  Fall,  der  f&r 
die  Bewegung  eines  Schiffes  auf  der  Oberfläche  besondere  Wichtigkeit 
besitzt.  Da  jetzt  nur  die  Geschwindigkeitskomponenten  u,  v,  r  in 
Frage  kommen,  wird  die  kinetische  Energie  unter  Benutzung  des  Re- 
aktionszentrums als  Anfangspunktes  die  einfache  Form  erhalten: 

2T=Au*  +  Bv^  +  Rr'. 
Der  Impuls  also  ist 

g  =  Au,    7}  =  Bvy    Q  ^=^  Br 
und  die  Bewegungsgleichungen  lauten: 

A^l^^rBv,     B% rAu,     B%-^{A-B)uv. 

Die  Gleichungen  drücken  (wie  oben  unter  1))  die  Eonstanz  des  Im- 
pulses im  Räume  aus,  den  man  sich  im  yorliegenden  Falle  unter  dem 
Bilde  eines  translatorischen  Einzelimpulses  S,  H  Yorstellen  kann. 
Wählt  man  speziell  das  im  Raum  feste  Koordinatensystem  so,  dass 
die  X-Achse  in  die  Richtung  dieses  konstanten  Impulses  fällt,  so 
wird  &  =»  0,  und  wenn  0  die  Neigung  des  Impulses  gegen  die  a;-Aze 
(also  die  Längsaxe  des  Schiffes)  bezeichnet  (d.  h.  0  ss  r) : 

Au  =  ScobO,        Bv  =  — tSsmO, 

Be+'^^S'Hin2e  =  0^, 
C08*ö    .    8in*ö\  BÖ 


Bneyklop.  d.  math.  WiMenfoli.    IT  S»  3S 
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Z^if  Kdvin'*^)  farat  dieses  von  ilun  gegebene  Resultat  in  fügende 
Worte: 

1.  Die  Winkelgeschwindigkeit  6  befolgt  das  Gesetz  eines  Qu»- 
drantpendels,  iL  L  eines  Pendels,  das  sich  nach  jeder  Seite  Ton 
seiner  Gleichgewichtslage  ans  in  bezug  anf  einen  Quadranten  ebenso 
bewegty  wie  das  gewöhnliche  Pendel  in  bezng  auf  den  Halbkreis. 
Die  Lange  des  ein&chen  Graritationspendels  yon  gleicher  Sehwin- 
gnngsdauer  ist  gegeben  durch 

,_     gRAB 

2.  Die  Entfernung  des  Reaktionszentrums  yon  der  Linie  des  resul- 
tierenden Impulses  variiert  wie  die  Winkelgeschwindigkeit. 

3.  Die  Geschwindigkeit  des  Reaktionszentrums  parallel  zur  Rich- 
tung des  Impulses  ergibt  sich  als  Quotient  aus  dem  Überschuss  der 
gesamten  konstanten  Energie  T  über  denjenigen  TeU,  der  von  der 
Winkelgeschwindigkeit  um  das  Reaktionszentrum  herrührt,  und  dem 
halben  Impulse. 

4.  Die  Bewegung  ist  oszillatorisch  oder  nicht,  je  nachdem 


y^\/^^^^^Rcos2a, 


wo  a  die  Neigung  des  Impulses  gegen  die  anfangliche  Richtung  der 
Längsaze  ist,  und  zwar  erfolgt  die  Oszillation  um  die  Längs-  oder 
Queraxe,  je  nachdem  A^  B, 

Damit  ergeben  sich  als  Bild  der  Bewegung  zwei  Typen  {Ä  >  JB), 
die  man  in  folgenden  Worten  beschreiben  kann: 

Bei  der  oszillatorischen  Bewegungsform  durchläuft  das  Reaktions- 
zentrum eine  sinusähnliche  Kurve,  deren  Mittellinie  die  Axe  des  Im- 
pulses ist.  So  oft  sich,  auf  dieser  Kurve  fortschreitend,  das  Reaktions- 
zentrum auf  der  Impulsaze  befindet^  ist  die  Neigung  der  Längsaxe  gegen 
die  Vertikale  zur  Impulsaxe  ein  Maximum,  und  ebenso  die  fortschreitende 
Bewegung;  die  Drehgeschwindigkeit  ist  Null.  So  oft  aber  das  Reak- 
tionszentrum sich  in  einem  Scheitel  der  sinusähnlichen  Kurve  befibndet^ 
ist  die  Längsrichtimg  des  Schiffes  senkrecht  zur  Impulsaxe,  seine  fort- 
schreitende Bewegung  ist  ein  Minimum,  seine  Drehgeschwindigkeit 
in  dem  einen  oder  anderen  Sinne  ein  Maximum. 

Bei  der  zweiten  Bewegungsform  wird  das  Reaktionszentrum  auch 
noch  eine  sinusähnliche  Kurve  beschreiben,  die  aber  jetzt  ganz  auf 


71)  TT.  Thomson  und  P.  O.  Tait,  Treatise  on  natmal  philosophj  1,  1.  ed., 
Cambridge  1867,  (  383. 
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der  einen  Seite  des  Impulses  liegt;  so  dass  sich  das  Schiff  fortgesetzt 
überschlägt.  Seine  Fortschreitnngsgeschwindigkeit  ist  ein  Maximum, 
seine  Drehgeschwindigkeit  ein  Minimum,  wenn  das  Reaktionszentrum 
sich  in  dem  der  Impulsaxe  zugekehrten  Scheitel  der  Bahnkurve  be- 
findet. Die  Sache  verhält  sich  umgekehrt  in  dem  der  Impulsaxe  ab- 
gewandten Scheitel.  Dabei  ist  die  Richtung  der  Längsachse  im  ersten 
Scheitel  parallel,  im  zweiten  senkrecht  zur  Impulsaxe. 

Lord  Keltrin  giebt  an,  dass  die  merkwürdigen  Bewegungen,  die 
etwa  eine  Austemschale  ausführt,  wenn  man  sie  schräg  ins  Wasser 
fallen  lässt,  den  eben  beschriebenen  Bewegungstypen  nicht  ganz  un- 
ähnlich seien. 

5)  Die  allgemeine  Bewegung  eines  Schiffes  im  Wasser;  Schiffs- 
Schwingungen.  Sehr  viel  komplizierter  als  in  dem  eben  behandelten 
Spezialfall,  gestaltet  sich  die  Entwicklung,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  die  allgemeine  Bewegung  des  Schiffes  —  eventuell  auch  unter 
dem  Einfluss  äusserer  Kräfte  —  zu  studieren,  wozu  noch  kommt, 
dass  die  Schiffsform  durch  keinen  rechnungsmässigen  Ausdruck  ge- 
geben  ist,  so  dass  eine  Lösung  überhaupt  nur  durch  angenäherte,  ins- 
besondere graphische  Verfahren  wird  zu  erlangen  sein.  Dabei  ist 
hier  zunächst  immer  an  ein  allseitig  eingetauchtes  Schiff  (Unter- 
seeboot) zu  denken.  Jedenfalls  ist  aber  zu  betonen,  dass  das  Vor- 
stehende die  exakte  hydrodynamische  Grundlage  bietet,  auf  der 
j^liche  Theorie  der  Bewegung  des  Schiffes  in  einer  idealen  Flüssig- 
keit zu  basieren  ist.  Dies  gilt  insonderheit  auch  von  den  Schiffs- 
schwingungen, bei  denen  man  aber  insofern  wieder  eine  Vereinfachung 
eintreten  lassen  mag,  dass  man  die  höheren  Potenzen  der  Oeschwindig- 
keitskomponenten  vernachlässigt  und  sich  daher  nur  auf  sogenannte 
unendlich  kleine  Schwingungen  beschränkt.  Das  Charakteristische 
dieses  Ansatzes  gegenüber  dem  in  Nr.  4  entwickelten  hydrostatischen 
Ansätze  ist,  daß  man  so  —  unter  genauer  Berücksichtigung  der 
Wasserbewegung  —  eine  vollständige  Einsicht  in  den  Bewegungs- 
vorgang erlangt.  In  der  Tat  wird  die  Trägheitswirkung  des  Wassers 
richtig  in  Ansatz  gebracht,  und  damit  im  besonderen  genau  die 
Lage  desjenigen  Punktes  festgelegt,  um  den  die  Drehbewegungen 
in  jedem  Augenblick  stattfinden,  indem  es  nicht  statthaft  ist  —  wie 
in  der  Kinetik  des  starren  Körpers  —  die  allgemeine  Bewegung  in 
eine  solche  des  Schwerpunktes  und  eine  andere  um  diesen  Punkt  zu 
dekomponieren. 

6)  Die  Annahme  cyklischer  Bewegung  des  Wassers.  Bisher  wurde 
ausdrücklich  das  Wasser  in  (stetiger)  zirkulationsfreier  Potential- 
bewegung angenommen.     In  der  Tat  ist  dies  bei  einem  Schiff,  das 
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in  Richtung  seiner  Kiellinie  fahrt^  ans  Symmetriegründien  die  einzig^ 
mögliche  Bewegongsform.  Indes  kann  bei  schräger  Fahrt  —  wie 
dies  anter  Umstanden  bei  Segelschiffen  der  Fall  ist  —  die  Anwendimg 
einer  Ideenbildnng  nützlich  sein,  die  in  letzter  Zeit  insbesondere  toh 
F.  W,  Lanchester  für  die  Theorie  der  Gleitflieger  in  der  Luft,  in 
erster  Linie  fQr  Flachen,  die  den  Yogelflfigeln  nachgebildet  sind,  Ta> 
wertet  worden  ist'*). 

Die  Annahme  ist  hier^  dass  man  sich  die  Bewegong  der  Luft 
ans  einer  gleichförmigen  Strömnng  und  einer  Zirkulation  Ton  passen- 
dem Sinn  und  passender  Starke  um  den  —  f&r  den  Augenblick  fest- 
gedachten —  Flügel  komponiert  denkt.  Dann  ist  das  Wesentliclie, 
dass  so  das  Auftreten  einer  tragenden  Komponente  der  Luft  auf  der 
Seite  der  langsameren  Strömung  erklart  ist.  Im  Übrigen  wird  die 
Luffc  bei  Bewegung  des  Flügels  in  eigentümlicher  Weise  von  Wirbel- 
fäden durchzogen,  die  Ton  den  Flügelenden  ausgehen,  indem  eine 
solche  Potentialbewegung  mit  Zirkulation  in  einem  ein&ch  zusammen- 
hängenden Raum  —  um  einen  endlich  ausgedehnten  Körper  herum  — 
nur  mögüch  ist  in  Verbindung  mit  aus  dem  Körper  ausbetenden 
Wirbellinien,  die  nach  den  Gesetzen  der  Wirbelbewegung  auf  einander 
einwirken.  Wegen  der  Einzelheiten  muss  hier  auf  das  Buch  yon 
Lanchester  verwiesen  werden,  in  dem  yersucht  ist,  durch  mannigfache 
Figuren  diese  Ideenbildungen  dem  Verständnis  naher  zu  bringen. 

Die  Frage  nun,  in  wieweit  die  Übertragung  dieser  Ideen  auf  die 
Theorie  des  Schiffes  nützlich  sein  mag,  wird  sich  nur  von  Fall  zu 
Fall  entscheiden  lassen.  Für  die  Frage  der  Fortbewegung  des  Schiffes 
als  Gbmzes,  die  an  dieser  Stelle  zunächst  interessiert,  wird  die  Idee 
der  peripteralen  Bewegung'^')  im  allgemeinen  wenig  austragen.  In  der 
Tat  wird  man  z.  B.  ein  grosses  Bedenken  in  der  breiten  Ausbildung  des 
Kielwassers  hinter  dem  Schiff  —  das  besonders  stark  für  den  Fall  ist, 
wo  das  Schiff  nicht  in  Richtung  der  Saellinie  fahrt  —  finden  müssen, 
da  es  gerade  für  die  Theorie  der  zyklischen  Bewegung  wichtig  ist, 
dass  man  von  jedem  Kielwasser  absehen  kann.  Fruchtbarer  und  yon 
weitertragender  Bedeutung  wird  diese  IdeenbUduug  da,  wo  es  sich 
um  die  Fortbewegung  sehr  schlanker  und  dünner  Flächen  in  der 
Flüssigkeit  handelt,  wobei  das  Kielwasser  zu  yemachlässigen  ist 
Dies  ist  in  der  Theorie  des  Schiffes  etwa  bei  den  Flügeln  einer  Schiffs- 
schraube der  FsU,  wo  in  der  Tat  von  F.  W.  Lanchester  die  zyklische 


78)  F,  W.  Lanchester,  Aerodynamics,  London  1907. 

78)  Diee  ist  die  Benennung,  die  Lanchester  für  eine  PotentialstrAmimg  des 
Wassers  mit  Zirkulation  (von  n$Ql  und  nta^bv  »  Flügel)  einführt. 
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Wasserbewegung  herangezogen  wird^  um  sieli  ein  Bild  yon  der  Wir- 
kungsweise der  Schraube  zu  machen  (ygl.  Nr.  9). 

7  b.  Das  Schiff  auf  dem  Wasser  (Schifllswellen).  Gegenüber 
der  bisherigen  Annahme  befinde  sich  das  Schiff  jetzt  auf  dem  Wasser. 
Das  Entscheidende  ist,  dass  dann  schon  bei  massig  grosser  Geschwindig- 
keit die  Niveauänderungen  der  Oberfläche  nicht  mehr  yemachlässigt 
werden  dürfen.  In  der  Tat  geben  die  an  der  Schiffswandung  auf- 
tretenden Druckdiff'erenzen  zur  Ausbildung  yon  Wellen  Anlass,  die 
sich  yom  Schiff  selbständig  fortbewegen  und  so  jeweils  denjenigen 
Energiebetrag  yon  ihm  fortfahren ,  der  zu  ihrer  Ausbildung  yom 
Schiffe  geliefert  wurde.  Dieser  Energieyerbrauch  mißt,  pro  Längen- 
einheit des  Schiffweges  berechnet ,  einen  Widerstand ,  den  das  Schiff 
beim  Durchgang  durch  das  Wasser  fortgesetzt  auszuhalten  hat  und 
dessen  genauere  Bestimmung  eine  Hauptaufgabe  in  der  Theorie  des 
Schiffes  ist.  Es  interessiert  hierbei  nicht  so  sehr  die  Frage  nach  der 
ersten  Entstehung  der  Wellen  beim  Durchgang  des  Schiffes  aurch  das 
Wasser,  oder  etwa  nach  der  Gesammtenergie,  die  in  dem  Wellen- 
system enthalten  ist,  als  die  andere,  welche  Energie  erforderlich  ist, 
das  einmal  ausgebildete  Wellensystem  nach  Große  und  Geschwindig- 
keit relatiy  zum  Schiff  konstant  zu  erhalten.  Es  sei  daher  .auch  an 
dieser  Stelle  nicht  näher  auf  die  sogenannte  Theorie  der  Schitfswellen 
eingegangen,  um  so  mehr,  als  hierüber  in  lY  16,  Nr.  5e  ausführlicher 
berichtet  ist'*).  Sie  wird  hier  nur  der  Vollständigkeit  halber  berührt, 
indem  es  bei  ihr,  gerade  wie  in  den  bisher  behandelten  Fragen,  in 
erster  Annäherung  erlaubt  erscheint,  das  Wasser  als  reibungsfreie 
Flüssigkeit  yorauszusetzen.  Dabei  darf  allerdings  nicht  yergeesen  werden, 
dass  sich  die  Theorie  auf  die  Annahme  unendlich  kleiner  Amplitude 
beschränkt,  womit  ihre  Verwertung  unter  gewissen  Umständen  doch 
kaum  eine  befriedigende  Approximation  liefert.  Im  Übrigen  soll  im 
Wesentlichen  deskriptiyes  Material  nachgetragen  werden. 

1)  Das  Schiff  auf  dem  Ogean,  Die  Annahme  sei  zunächst  ein 
Schiff  auf  unendlich  ausgedehntem,  unendlich  tiefem  (ruhigem)  Wasser. 
Dann  ergibt  die  Beobachtung'^),  dass  das  Schiff  yon  zwei  wesentlich 


74)  Bezüglich  der  Theorie  der  Schiffewellen  ist  zu  der  bei  A,  E.  H.  Lave 
gegebenen  Litteratnr  jetzt  noch  nachzutragen:  Lord  Kelvin,  Deep  eea  ship  wave«, 
Edinb.  Roy.  Soc.  Proc.  25  (1906),  p.  1060  —  Phü.  Mag.  (6)  11  (1906),  p.  1  und 
W.  V.  Ekman,  On  the  waves  piodnced  bj  a  distribntion  of  pressure,  which 
travels  on  the  snr&ce  of  water,  Arldv  föz  Matematik  8  (1907),  Nr.  11.  Ygl.  anch 
H,  Latnb,  Hjdrodynamics ,  3.  ed.,  Cambridge  1906;  deutsch  von  J.  Friedel, 
Leipzig  1907,  p.  268. 

76)  Vgl.  insbesondere  W.  Froude^  Experiments  upon  the  effect  produoed 
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yerschiedenen  Wellensystemen  begleitet  ist.  Ein  System  sogenannter 
transversaler  WeUen,  dessen  Wellenkamme  ziemlich  genan  senkrecht 
zur  Fortschreitnngsrichtung  des  Schiffes  stehen,  schreitet  mit  dem 
Schiffe  fort,  so  dass  ihre  Wellenlange  durch  die  f&r  Tiefaieewellen 
geltende  Beziehung 

9 

(ygL  lY  16,  Nr.  5  c)  g^eben  ist.  Hat  das  Schiff  ein  sehr  langes 
paralleles  Mittelstück,  so  nehmen  die  Wellen  Yom  Bug  nach  dem  Heck 
an  Höhe  ab  und  können  so  hier  fast  verschwinden,  wo  sich  dann  zeigt, 
dass  vom  Heck  aus  nach  hinten  ein  neues  transyersales  Wellensystem 
sich  ausbreitet.  Bei  nicht  sehr  langem  MittelstQck  interferieren  die 
Bug-  und  Heckwellen.  Ausser  diesen  transyersalen  Wellen  erscheinen 
an  jeder  Seite  des  Schiffes  (und  zwar  wieder  sowohl  am  Bug  wie  am 
Heck)  je  ein  System  divergierender  Weüen,  deren  Wellenkänmie  in 
eigentümlicher  Staffelanordnung  einander  folgen:  die  einzelnen  Wellen- 
kämme sind  gegen  die  Fortschreitnngsrichtung  des  Schiffes  unter 
ziemlich  konstantem  Winkel  a  (etwa  40® — 50®)  geneigt'*),  wobei  jeder 
folgende  Wellenkamm  hinter  dem  vorhergehenden  um  ein  bestimmtes 
Stück  zurückbleibt.  Die  einzelnen  Wellenberge  verbreitem  und  ver- 
flachen sich  ein  wenig  nach  aussen,  so  dass  es  schwer  ist,  von  einer 
bestimmten  Wellenlange  in  Richtung  der  Normalen  zur  Wellenkamm- 
linie  zu  sprechen.  Indessen  entspricht  doch  im  Mittel  die  Wellen- 
lange einer  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dieser  Wellen  in  Richtung 
der  Normalen  zur  Wellenkammlinie,  die  gleich  ist  der  nach  dieser 
Normalen    genommenen    Komponente    der    Fahrgeschwindigl^eit    des 

Schiffes: 

-  2«F'Bin'a 

J       SS—    . 

^  9 

2)  Das  Schiff  auf  einem  Kanal'^'^).  Hier  komplizieren  sich  die 
Erscheinungen  gegen  früher  wesentlich  dadurch,  dass  der  Kanal  nach 
den   Seiten   ebenso   wie   nach   der  Tiefe   begrenzt   ist.     In   der  Tat 

on  the  waye-making  resistance  of  ehipa  by  length  of  parallel  middle  bodj,  Trans, 
of  the  Inst,  of  Naval  Architects  17  (1877),  p.  77  und  S.  E,  Fraude,  On  the  lea- 
ding  phenomena  of  the  wave-making  resistance  of  ships,  ebenda  82  (18S1), 
p.  220. 

76)  Diese  Angabe  findet  sieh  bei  W.  H.  White,  Manual  of  nayal  arohiiec- 
ture,  8.  ed.,  London  1894,  p.  469. 

77)  Über  das  Schiff  auf  dem  Kanal  vgl.  die  zusammenfassende  Darstellnng 
von  Ed.  Sonne  im  Handbuch  der  Ingenieurwissenschaften,  HL  Teü:  Der  Wasser- 
bau, 4.  Aufl.,  Band  5:  Binnenschiffahrt,  Schifffahrtskan&le,  Flusskanalisienmg, 
p.  8S— 180,  Leipzig  1906. 
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werden  die  Tom  Schiff  auslanfenden  Wellen  bald  an  den  Ufern 
reflektiert^  wodurcli  sich  dem  normalen  Wellensystem  ein  neues  über- 
lagert. Zudem  wird  die  ungleiche  Tiefe,  besonders  das  Ansteigen  des 
Bodens  nach  den  Ufern  hin,  nicht  unwesentlich  das  normale  Wellen- 
syrtem  verändern. 

Man  vereinfacht  die  theoretische  Behandlung,  indem  man  den 
Kanal  Ton  konstanter  Tiefe  h  annimmt  und  im  übrigen  entweder  den 
Kanal  unendlich  breit  voraussetzt  oder  annimmt,  dass  das  Schiff  den 
Kanal  nach  seiner  ganzen  Breite  ausfüllt.  Das  eine  Mal  werden  dann 
sowohl  transversale,  wie  divergierende  Wellen  auftreten,  während  im 
zweiten  Fall  nur  die  transversalen  Wellen  vorhanden  sind.  Indem 
jetzt  das  Wesentliche  ist,  dass  die  Wellengeschwindigkeit  von  der 
Tiefe  des  Kanals  abhängt,  sich  aber  bei  den  divergierenden  Wellen 
keine  weiteren  Besonderheiten  einstellen,  sei  hier  von  vornherein  nur 
der  zweite  obengenannte  Fall  berücksichtigt.  Es  kann  jedoch  bemerkt 
werden,  dass  der  erste  Fall  praktisch  da  vorkommt,  wo  ein  schnell- 
fahrendes Torpedoboot  sich  in  relativ  seichtem  Wasser  (in  der  Nahe 
der  Küste)  bewegt'^. 

Nach  den  in  IV  16,  Nr.  6  c  gegebenen  Entwickelungen  wird  die 
Geschwindigkeit  der  transversalen  Wellen  durch  die  Gleichung  ge- 
geben: 

woraus  ersichtlich  ist,  daß  die  Wellenlänge  A  mit  wachsender  Ge- 
schwindigkeit wächst  und  für  den  kritischen  Wert 

r'  =  gh 

dies  unendlich  wird.  Es  ist  der  Fall  der  zuerst  von  J,  Scott  BusseU  be- 
obachteten Einzelwelle,  die  mit  konstanter  Geschwindigkeit  ohne  einen 
Wellenschwanz  hinter  sich  zu  lassen,  über  den  Kanal  fort^uft^^.  Im 
besonderen  hat  ScoU  Russell  in  langjährigen  Versuchen  die  Ausbildung 


78)  Vgl.  hierzu  H,  Yarraw,  Experiments  on  the  effect  of  depth  of  water 
on  speed,  having  special  reference  to  destiojers  recentlj  bnilt,  Trans,  of  the 
Inst,  of  Naval  Architects  47'  (1906),  p.  839  und  W.  W,  Marriner^  Dednctions 
from  recent  and  former  ezperiments  on  the  inflnenoe  of  the  depth  of  water  on 
speed,  ebenda  47*  (1906),  p.  344,  wo  sich  weitere  Litteratnrangaben  finden. 

79)  Vgl.  J.  8coU  Bussen^  Ezperimental  researches  into  the  laws  of  certain 
hydrodTnamical  phenomena  that  accompanj  the  motion  of  floating  bodies,  and 
have  not  preTionsly  been  rednced  into  conformity  with  the  knovm  laws  of  the 
resistance  of  flnids,  Edinb.  Roy.  Soc.  Trans.  14  (1840),  p.  47  (read  3.  April  1837); 
firanz.  von  C.  Emmery  und  C.  Mary  in  Ann,  des  ponts  et  chaussäes  1837,  2.  säm., 
p.  143,  festgestellt. 
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dieser  Einzel  welle  studiert  ®®),  wobei  sich  zeigte  —  was  in  der  Formel 
nicht  zum  Ausdruck  kommt  —  dass  das  Wellen  System  hinter  einem 
Schiff  mit  wachsender  Geschwindigkeit  an  Amplitude  gewinnt  und 
zugleich  sich  immer  weniger  lang  hinter  dem  Schiff  erstreckt.  Nähert 
sich  das  Schiff  der  kritischen  Geschwindigkeit^  so  ist  im  wesentlichen 
nur  ein  hoher  Wellenberg  und  dahinter  ein  tiefes  Wellenthal  Tor- 
banden,  in  dem  das  Schiff  mit  seinem  Heck  liegt;  unter  umstanden 
kann  es  dabei  den  Grund  des  Kanals  berühren.  Dabei  findet  ein 
tumultarisches  Einströmen  des  nachfolgenden  Wassers  in  dieses  Wellen- 
thal statt.  Es  bedarf  eines  besonderen  Impulses  von  aussen,  um  dem 
Schiff  die  kritische  Geschwindigkeit  zu  erteilen,  wobei  es  sich  auf 
den  Wellenberg  hebt,  der  jetzt  allein  von  dem  ganzen  Wellensystem 
übrig  bleibt.  Wird  die  Geschwindigkeit  des  Schiffes  noch  grösser, 
so  wächst  die  Amplitude  der  Welle,  bis  diese  überschäumt,  so  dass 
das  Schiff  fernerhin  von  einer  erzwungenen  stets  überschäumenden 
Welle  begleitet  ist.  Es  ist  yerständlich,  dass  dieses  merkwürdige 
Verhalten  des  Wellensystems  einen  gegen  früher  yeränderten  Ein- 
fluss  auf  den  Widerstand  haben  muss,  worüber  das  Nähere  im  Zu- 
sammenhange mit  der  Frage  des  Gesamtwiderstandes  des  Schiffes 
weiter  unten  folgt. 

8.   Der  Sohifliiwiderstand. 

Die  konsequente  Durchführung  der  bisherigen,  an  der  Leistungs- 
fähigkeit der  Hydrodynamik  orientierten  Darstellung  würde  erfordern, 
dass  im  Anschluss  an  die  vorige  Nummer  nunmehr  untersucht  würde, 
wieweit  etwa  die  Annahme  sogenannter  Diskontinuitätsflächen  der 
Potentialbewegung  in  einer  idealen  Flüssigkeit  und  dann  weiter  die 
übliche  Theorie  der  reibenden  Flüssigkeiten  in  der  Li^  ist,  fOr  die 
Probleme  der  Schifbtheorie  befriedigendere  Ansätze  zu  geben.  Da 
es  sich  im  yorliegendem  Referate  aber  in  erster  Linie  um  die  Frage 
des  Schiffswiderstandes  handelt,  so  erscheint  es  zweckmässig,  diese 
Fragen  im  Zusammenhange  mit  dem  Problem  des  Gesamtwiderstandes 
des  Schiffes  im  Wasser  zu  behandeln. 

8  a.  Einteilung  des  Sohifllswiderstandes^^).  Es  ist  nach  dem 
Vorgang  von  W,  J.  M.  Bankine^'^  und  W.  Froude^)  üblich,  in  der 
Hauptsache  drei  Arten  des  Schiffswiderstandes  zu  unterscheiden:  den 


80)  /.  Scüti  Euaseü,  Report  on  wayes,  Brit.  Abboc.  Report  1844. 

81)  Ober  die  älteren  z.  T.  Behr  anznlftnglicheii  theoretiBchen  Überlegungen 
über  den  SchiffBwiderstuid  wird  im  folgenden  nicht  berichtet.  AIb  ziuiammen- 
fasBende  Übersicht  sei  genannt  C.  W,  Merrifield,  Report  on  the  siate  of  existing 
knowledge  on  the  stabilitj,  propnLnon  and  Bca-going  qualities  of  ships,  Brit. 
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Oherflächenmdersta/nd  (skin-resistance),  den  Kidwassenmderstand  (eddy- 
making  resistance)  und  den  WeUentmderstand  (waye-making  resistance). 
Von  diesen  drei  Faktoren  gehören  nach  ihrer  Entstehung  die  beiden 
ersten  näher  zusammen^  insofern  sie  den  Umstand  zum  Ausdruck 
bringen,  dass  das  Wasser  keine  reibungsfreie  Flüssigkeit  ist.  Zugleich 
treten  sie  bei  jedem  Schiff  wirklich  auf.  Der  dritte  Faktor  trägt  der 
Tatsache  Rechnung,  dass  das  Schiff  im  allgemeinen  sich  nicht  als 
Unterseeboot,  sondern  an  der  Oberfläche  des  Wassers  bewegt  und  da- 
mit durch  Erzeugung  von  Oberflächenwellen  fortgesetzt  einen  Energie- 
Verlust  erleidet.  EUerbei  spielt  die  Reibung  keine  wesentliche  Rolle, 
so  dass  man  bei  dem  Erklärungsyersuch  eines  solchen  Wellenwider- 
Standes  in  erster  Annäherung  die  innere  Reibung  der  Flüssigkeit  ver- 
nachlässigen mag,  wie  dies  bereits  in  Nr.  7  b  ausgeführt  wurde. 
Nichtsdestoweniger  kann  es  unter  einem  anderen  Gesichtspunkt  prak- 
tisch erscheinen,  den  Wellen-  und  Eielwasserwiderstand  zusammen- 
zufassen und  sie  als  sogenannten  „Formwiderstand'^  dem  Oberflächen- 
widerstand, den  man  auch  „Reibungswiderstand''  nennt,  gegenüber- 
zustellen^'), insofern  nämlich  für  die  beiden  ersteren  die  Form  der 
Schiffe  von  wesentlicher  Bedeutung  ist,  die  bei  dem  letzteren  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  praktisch  als  gleichgültig  angesehen  wird. 

Es  sei  nun  im  folgenden  stets  das  Schiff  im  stationären  Zustand 
vorausgesetzt,  also  angenommen,  dass  das  Schiff  sich  mit  konstanter 
Geschwindigkeit,  und  zwar  in  Richtung  seiner  Kiellinie^),  durch  das 


Ass.  Bep.  1869,  p.  16;  siehe  auch  JB.  de  St.-Venant,  Resistance  des  fluides,  Paris 
M^m.  de  l'Acad.  (2)  44  (1888).  Ebensowenig  sei  hier  auf  die  älteren  Versuche 
zur  Bestimmung  des  Schiffswiderstandes  näher  eingegangen,  da  sie  in  erster 
Linie  doch  immer  nur  auf  die  Gewinnung  dieser  empirischen  Formel  für  den 
Schiffswiderstand  ausgehen  und  daher  z.  T.  über  manche  Punkte,  die  fOx  die 
Entwicklung  einer  rationalen  Theorie  wichtig  sind,  keine  vollkommene  Auf- 
klärung verschaffen.  Über  die  Geschichte  der  wichtigsten  dieser  Versuche  vgl. 
die  historische  Obersicht  in  Nr.  1  oben,  sowie  den  genannten  Bericht  von  C.  W. 
Merrifield,  femer  C.  W,  Merrifield,  The  ezperiments  recently  proposed  on  the 
resistance  on  ships,  Trans,  of  the  Inst,  of  Naval  Architects  11  (1870),  p.  80.  VgL 
auch  M.  BüMmann^  Hydromechanik,  2.  Aufl.,  Hannover  1880,  p.  607  ff.  Eine  Zu- 
sammenstellung der  wichtigsten  empirischen  Formeln  ffir  den  Schiffswiderstand 
findet  sich  in  jedem  der  üblichen  Handbücher,  z.  B.  bei  Joh<no,  Hilfsbuch  für 
den  Schiffbau,  p.  638—688. 

82)  VgL  insbesondere  TFl  Riehn,  Die  Berechnung  des  Schiffs  Widerstandes, 
Hannover  1882. 

83)  Diese  Annahme  ist  jetzt  im  folgenden  durchaus  festgehalten.  Für  die  Praxis 
des  Segeins  ist  indess  auch  der  Schiffswiderstand  für  den  Fall  besonders  wichtig, 
dass  das  Schiff  „abtreibt*';  vgL  hierzu  etwa  J,  FoUard  et  A.  Dudebaut,  Theorie 
du  navire  4,  p.  1 — 16.    Ausserdem  ist  im  Text  das  Schiff  stets  auf  ruhendem 
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Wasser  fortbewegt  —  oder  noch  genaner  ausgedrückt^  da  man  die 
störende  Einwirkung  der  zur  Fortbewegung  des  Schiffes  dienenden 
Mechanismen  (Ruder^  Rader^  Schrauben)  bei  dieser  Betrachtung  zu  yer» 
meiden  wünscht,  —  von  aussen  irgendwie  (durch  Schleppen,  Treideln) 
fortbewegt  wird. 

Indem  man  dann  zunächst  von  dem  Wellenwiderstande  absieht, 
mochte  man  versucht  sein  zu  erwarten,  dass  zur  Erklärung  des 
Eiel  Wasserstandes  die  abstrakte  Hydrodynamik  in  der  Theorie  der 
sogenannten  Diskontinuitatsflächen,  und  zur  Erklärung  eines  Ober- 
flächenwiderstandes in  der  gewöhnlichen  Theorie  der  reibenden  Flüssig- 
keiten das  geeignete  theoretische  Substrat  an  die  Hand  giebt.  Jedoch 
ist  bei  einem  solchen  Ansatz  die  Idealisierung  schon  so  weit  getrieben, 
dass  wohl  kaum  von  einer  genügenden  Approximation  an  die  tat- 
sächlich eintretenden  Verhältnisse  gesprochen  werden  kann. 

Am  günstigsten  steht  es  noch  mit  der  Annahme  der  Disk(mtinuitäls- 
flächen,  wie  sie  zuerst  eingehender  yon  H.  von  HdmkdUg  betrachtet 
wurden,  d.  h.  Flächen,  an  denen  die  tangentialen  Geschwindigkeits- 
komponenten in  der  Flüssigkeit  einen  Sprung  erleiden  und  auf  denen 
der  Druck  konstant  ist  (vgl  lY  16,  Nr.  If).  Insbesondere  wird  durch 
diese  Annahme  die  yon  der  Beobachtung  gelieferte  quadratische  Ab- 
hängigkeit des  Widerstandes  von  der  Geschwindigkeit  richtig  wieder- 
gegeben. Aber  ein  Haupteinwand  wird  hier  immer  bleiben,  dass  nach 
dieser  Annahme  das  SchifP  ein  unendlich  langes,  im  Innern  ruhiges 
und  gegen  das  übrige  Wasser  wohl  abgegrenztes  Kielwasser  mit 
konstanter  Geschwindigkeit  hinter  sich  herziehen  mQsste,  was  durch 
die  Erfahrung  keineswegs  bestätigt  wird  (vgl.  auch  lY  17,  Nr.  1, 
8.  Finsterwälder), 

Noch  schwieriger  erscheint  es,  aus  der  gewöhnlichen  Theorie  reibender 
Flüssigkeiten  den  Oberflächenwiderstand  befriedigend  zu  erklären.  In- 
dess  liegt  hierfür  der  Grund  weniger  in  einem  Unvermögen  der  physi- 
kalischen Voraussetzungen,  als  in  dem  umstände,  dass  die  Theorie 
reibender  Flüssigkeiten  yorläufig  noch  nicht  weit  genug  fortgeführt 
ist.  In  der  Tat  ist  die  gewöhnliche  Annahme  der  Theorie,  dass  sich 
das  Wasser  in  stationärer  Laminarbewegung  (IV  15,  Nr.  16,  A.  E. 
H.  Love)  befinde,  bei  der  sich  einzebie  Wasserschichten  ganz  reguJ&r 
aneinander  vorbeischieben,  wobei  sich  dann  ein  Widerstandsgesetz 
ergiebt,  in  das  nur  die  erste  Potenz  der  Geschwindigkeit  eingeht 
Aber  die  Annahme  solch  regpilärer  Bewegungen  entspricht  nicht  im 
entferntesten  den  wirklich  beim  Durchgang  eines  Schiffes  durch  das 

Wasser  angenommen,  also  von  dem  Einflnsa  abgesehen,  den  die  Meeieswogen 
auf  den  Schiffdwiderstand  haben. 
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Wasser  erfolgenden  Wasserbewegungen.  Es  liegt  hier  die  gleiche 
Unstimmigkeit  vor^  wie  sie  zwischen  theoretischer  Hydrodynamik  und 
praktischer  Hydraulik  in  betreff  des  Problems  des  Strömens  von 
Wasser  in  Röhren  und  Kanälen  besteht  (ygl.  IV  20^  Vorbemerkung^ 
Ph.  Forchheimer).  Auch  hier  zeigt  die  Beobachtung,  dass  das  Wasser 
gar  nicht  in  regulären  Schichten  strömt,  sondern  in  unruhiger,  hin- 
und  hergehender,  sog.  „turbulenter^^  Bewegung  ist 

Diesen  Misserfolgen  gegenüber  erscheint  es  vorläufig  als  nächst- 
liegende Aufgabe  der  Theorie  des  Schiffswiderstandes,  durch  genaue 
Analyse  der  Beobachtungen  das  Charakterische  der  bei  Schiffswider- 
stand Yorliegenden  Erscheinungen  aufzufassen,  nnd  genau  den  Be- 
wegungstypus festzustellen,  der  beim  Durchgang  des  Schiffes  durch 
das  Wasser  in  diesem  tatsächlich  auftritt.  Demgemäss  tritt  auch  im 
folgenden,  wo  über  die  verschiedenen  Arten  des  Widerstandes  im 
einzelnen  noch  berichtet  wird,  das  descriptive  Element  etwas  stärker 
hervor,  wobei  aber  nicht  die  Ansätze  unterdrückt  werden,  4ie  auf  eine 
erfolgreiche  theoretische  Beherrschung  des  Gegenstandes  hinzudeuten 
scheinen. 

8  b.  Ghenauere  Angaben  über  die  verschiedenen  Arten  des 
Sohiffswiderstandes.  1)  Der  Oberflächentmderstand  kommt  in  unmittel- 
barer Nähe  der  Schiffswandung  zur  Ausbildung.  Denkt  man  sich  zur 
Bequemlichkeit  das  Schiff  ruhend  und  das  Wasser  mit  d^r  konstanten 
Geschwindigkeit  V  in  entgegengesetzter  Richtung  heranströmend,  so 
übt  das  an  der  Schiffswand  haftende  Wasser  durch  innere  Reibung 
auf  das  umgebende  Wasser  eine  verzögernde  Wirkung  aus,  die  über- 
wimden  werden  muss  durch  eine  Ejraft,  die  gleich  dem  Widerstand 
ist,  den  das  ruhende  Schiff  vom  strömenden  Wasser  erfährt.  Hier  ist 
nun  die  wesenÜichste  Bemerkung  eben  die,  dass  die  Strömung  nicht 
in  regulären  Schichten  vor  sich  geht,  so  dass  man  zur  Berechnung  des 
Oberfiächenwiderstandes  die  Betrachtungen  der  sogenannten  Laminar- 
bewegung heranziehen  könnte.  Vielmehr  deuten  die  bei  dem  an  der 
Oberfläche  des  Wassers  ruhenden  Schiff  hier  sichtbaren  kleinen  Strudel 
darauf  hin,  dass  die  Strömung  von  irgendwie  wirbelnden  Wasser- 
massen durchsetzt  ist.  Es  liegt  nahe,  mit  O.  O.  StoJces^)  und  W.  J. 
M.  Rankine^)  den  Grund  für  das  Auftreten  dieser  wirbelnden  Be- 
wegung in  den  vorspringenden  Kanten  xmd  Ecken  des  Schiffskörpers 
und   in   letzter   Linie   in   dem   verschiedenen   Rauhigkeitsgrad   seiner 

S4)  Vgl.  G.  G,  StokeSy  On  some  cases  of  floid  motion,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans. 
8  (1846)  [1848]  =  Mathematical  and  physical  papers  1,  Cambridge  1880,  p.  64. 
86)  TT.  J.  M.  Ttavikine,  London  Phil.  Trans.  161  (1871),  p.  800. 
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Oberfläche  zu  snchen.  Damit  aber  wäre  dann  nicht  erklärt,  dass  ebenso 
wie  die  turbnlente  Strömung  jeneeits  einer  gewissen  kritischen  Ge- 
schwindigkeit auch  in  vollkommen  glatten  Rohren  auftritt  (vgL  lY  16, 
Nr.  17),  das  durch  die  Erfahrung  gegebene  Widerstandsgesetz  des 
Oberflächenwiderstandes  auch  fQr  ganz  glatte  Schifbkörper  nicht  mit 
dem  von  der  bisherigen  Theorie  reibender  Flüssigkeiten  gelieferten 
Widerstandsgesetz  —  was  die  Abhängigkeit  sowohl  yon  den  Dimen- 
sionen, wie  von  der  Geschwindigkeit  des  Schiffes  anbetrifft  —  über- 
einstimmt. Es  liegt  hier  eine  theoretische  Schwierigkeit  Yor,  die 
bisher  in  keiner  Weise  gelöst  ist,  deren  Beseitigung  aber  die  Vor- 
bedingung für  •  die  rationelle  Begründung  eines  Gesetzes  f&r  den 
Reibungswiderstand  der  Schiffe  sein  muss. 

Vorläufig  ist  man  daher  zur  Bestimmung  des  Oberflächenwider- 
standes lediglich  auf  die  Experimente  angewiesen,  die  von  yerschie- 
denen  Autoren  unter  den  yerschiedensten  G^ichtspunkten  (sowohl  an 
Modellen  wie  an  wirklich  ausgeführten  Schiffen)  angestellt  sind^. 
Massgebend  in  der  Schiffbautechnik  sind  in  erster  Linie  die  Versuche 
von  W.  Froude^.  Aus  ihnen  ergiebt  sich  zunächst,  dass  für  ein 
Schiff  der  Oberflächenwiderstand  für  einen  ersten  Ansatz  praktisch  der 
gleiche  ist,  wie  für  eine  ebene  (dünne)  Platte  von  derselben  Länge 
und  dem  gleichen  Flächeninhalt,  die  mit  der  Schiffsgeschwindigkeit 
der  Länge  nach  durch  das  Wasser  gezogen  wird.  Für  solche  dünne 
(5  mm  dicke)  Platten,  die  an  der  Vorderkante  der  ganzen  Breite 
(0  m)|  475  nach  mit  einer  scharfen  Schneide  yersehen  waren  (Eintauch- 
tiefe der  oberen  Kante  3,7 '^),  fieuid  dann  Froude  als  Widerstandsgeeetz 
die  bereits  in  Nr.  1  mil^teilte  empirische  Formel: 

wo  5  die  benetzte  Oberfläche,  v  die  (Geschwindigkeit  bedeutet  und  der 
Koeffizient  k  sowohl  wie  der  Exponent  m  ausser  yon  der  Beschaffen- 
heit der  Oberfläche  noch  yon  der  Länge  der  Platte  ablmngen   Letzterer 


86)  Vgl.  zur  Orientienmg  über  die  älteren  Versache  auch  Bom'gois,  M^oiie 
stur  1a  r^ttiBtance  de  Tean  an  monvement  des  coxps  et  particoli^rement  des  b&ti- 
ments  de  mer,  Paris  1867. 

87)  W.  Froude,  Experiments  on  the  surface-firiction  ezperienced  by  a  plane 
moving  thzongh  water,  Brit.  Ass.  Bep.  1872,  p.  718  und  Report  to  the  Lords 
Commissioners  of  the  Admindtj  on  experiments  for  the  determination  of  the 
frictional  resistance  of  water  on  a  snzface,  nnder  Tarioos  conditions,  performed 
at  Chelston  Gross,  nnder  the  anthority  of  their  Lordships,  Bril  Ass.  Bep.  1874, 
p.  249. 
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ist  nur  wenig  von  2  verscliieden  und  im  Mittel  (für  nicht  allzu  rauhe 
Platten)  1,825.««) 

An  die  Aufstellung  seiner  Formel  schliesst  Froude^^)  eine  theo- 
retische Überlegung,  die  das  allmähliche  Abnehmen  des  Eoef&denten  h 
mit  der  Länge  erklären  kann.  Seine  Überlegung  ist,  dass  durch  die 
Bewegung  der  Platte  durch  das  Wasser  diesem  nach  hinten  hin  eine 
sich  über  immer  grössere  Schichtdecken  ausdehnende  Vorwärtsbewegung 
mitgeteilt  wird,  wodurch  mit  wachsender  Länge  die  relativen  Ge- 
schwindigkeiten immer  Ueiner  werden  und  infolgedessen  auch  die 
innere  Reibung  abnimmt.  Er  berechnet  geradezu  unter  Anwendung 
des  Impulssatzes  aus  der  Annahme,  dass  über  die  Entfernung  S  von 
der  Platte  aus  die  Geschwindigkeit  von  F  =  3m  sec"^  bis  auf  t;  =  0 
gleichförmig  abnimmt,  die  Breite  des  begleitenden  Stromes.  Hierbei 
findet  er  für  kleine  Längen  (ca.  15  m)  einen  mit  der  Beobachtung  an- 
nähernd stimmenden  Wert  (ca.  11  cm).  Für  grosse  Längen  führt  in- 
dess  die  Überlegung  zu  dem  Resultate,  dass  die  Platte  allmählich  von 
einem  Strom  begleitet  ist,  der  in  seiner  Breite  über  viele  Zentimeter 
hinaus  die  gleiche  Geschwindigkeit  wie  die  Platte  hat,  und  in  dem 
diese  den  gleichen  Widerstand  erführe,  wie  in  ruhendem  Wasser. 
Die  Erklärung  für  dieses  paradoxe  Resultat  aber  findet  schon  Fronde 
in  dem  Umstände,  dass  hier  unberücksichtigt  geblieben  ist,  dass  bei 
grösseren  Längen  die  Erscheinungen  der  turbulenten  Wasserbewegung 
immer  mehr  wirksam  werden,  so  dass  die  angenommene,  gleichförmig 
von  V  auf  v  =  0  abnehmende  Geschwindigkeitsverteilung  über  die 
Entfernung  H  hin  stark  modifiziert  ist,  wodurch  es  denn  erreicht 
wird,  dass  der  Widerstand  mit  wachsender  Länge  sehr  viel  langsamer 
abnimmt,  als  es  die  hier  vorgetragene  Überlegung  ergiebt. 

2)  Der  Kidwassenmderstand.  Als  solcher  wird  hier  derjenige  Wider- 
stand bezeichnet,  der  durch  Ausbildung  des  Kiel-  oder  Schleppwassers 
O^Sog*^  hinter  dem  Schiffe  zur  Wirkung  kommt.  Vielfach  wird 
er  auch  als  „Wirbelwiderstand^^  bezeichnet.  Indessen  ist  diese  Bezeich- 
nung nicht  gerade  glücklich,  da  die  Ausbildung  von  Wirbeln  nicht 
allein  für  das  Kielwasser  charakteristisch  ist,  indem  jeglicher  Rei- 
bungsvorgang im  Wasser  mit  Erzeugung  von  Wirbeln  begleitet  ist**). 


8S)  Froude  benutzte  Platten  von  yiez  verschiedenen  L&ngen,  die  bzw.  gleich 
0-61;  2»44;  6,"»10  nnd  16"24  waren. 

89)  Vgl.  TT.  Froude,  Brit.  Abb.  Rep.  1874,  p.  262. 

90)  Eine  so  scharfe  Trennung,  wie  sie  im  Text  zwischen  Oberflächenwider- 
stand nnd  Eielwasserwiderstand  gemacht  ist,  liegt  übrigens  bei  den  meisten  Autoren 
in  der  Litterator  nicht  vor,  bei  denen  es  dann  stets  unklar  bleibt,  was  eigentlich 
der  sogenannte  Wirbelwiderstand  (eddj-making  resistance)  ist;  vgl.  indess  B.  E. 


582        IV  22.    A.  Krüoff  and  C.  H,  MOUr.    Die  Theorie  des  Sehiffes. 

Was  hier  unter  dem  Eielwasserwiderstand  wirklich  gemeint  ist,  er- 
giebt  sich  leicht  dnrch  Bezugnahme  auf  die  Druckrerteilang^  die  ent- 
lang dem  Schiff  in  reibungsfreier  Flüssigkeit  statthat  Hier  ergiebt 
sich  im  stationären  Strom  am  Bug  des  Schiffes  eine  Geschwindigkeits- 
Terminderung^  der  eine  Druckerhöhung  entspricht^  an  den  beidtm 
Flanken  tritt  eine  Geschwindigkeitsrermehrung;  also  eine  Druckrer- 
minderung;  ein^  am  Heck  wiederholt  sich  der  gleiche  Vorgang  wie 
am  Bug,  weil  sich  hier  —  unter  Annahme  stetiger  Potentialbewegang 
—  die  einzelnen  Stromlinien  sofort  hinter  dem  Schiff  schliessen. 
Dieser  letztere  Umstand  tritt  nun  in  Wirklichkeit  nie  ein.  Es  bildet 
sich  yielmehr  hinter  dem  Schiff  eine  Schleppe  voll  wirbelnder  Wasser- 
masse auS;  die  das  Schiff  bei  seinem  Durchgange  durch  das  Wasser 
begleitet  ^^)  und  verhindert,  dass  dem  Schiff  durch  eine  entsprechende 
Druckerhöhung  am  Heck  diejenige  Energie  zurückgegeben  wird,  welche 
das  Schiff  zur  konstanten  Aufrechterhaltung  der  Druckerhöhung  am 
Bug  verliert.  Dabei  ist  es  aber  nun  durchaus  nicht  so  —  wie  die 
Theorie  der  unstetigen  Potentialbewegung  annimmt  —  dass  sich  hinter 
dem  Schiff  eine  relativ  zu  ihm  ruhende  Wassermasse  (ein  sogenanntes 
Totwasser)  befindet,  die  sich  bis  ins  unendliche  ausdehnt  Vielmehr 
zeigt  die  Beobachtung,  dass  das  Kielwasser  von  Wirbeln  durchsetzt  ist, 
eine  endliche  Ausdehnung  besitzt  und  durchaus  keine  stabile  Begren- 
zung hat,  auf  der  der  Druck  konstant  wäre.  Eine  befriedigende 
theoretische  Behandlung  des  Eielwasserwiderstandes  wird  daher  auf 
diese  wesentlichen  Momente  der  Erscheinung  Rücksicht  nehmen  müssen. 
Eine  solche  liegt  zur  Zeit  noch  nicht  vor.  Indessen  ist  in  einer 
Richtung  in  letzter  SiCit  ein  Fortschritt  gemacht,  insofern  von 
L.  Prandü^*)  die  Entstehung  des  Kielwassers  bzw.  die  erste  Ählösunq 

Frotide^  On  ship  resistance,  Papers  of  the  Greenock  Philosopliical  Society  1894, 
wo  68  heisst:  We  may  observe  the  effect  of  the  skin-friction  resistance,  in  the 
belt  of  eddying  water  which  clothes  the  surface  of  the  ship  from  end  to  end, 
getting  thicker  and  thicker  as  it  approches  the  stem.  We  may  obseire  the 
effect  of  the  eddy-making  leBistance,  in  the  increase  of  tiiis  eddying  maaa  of 
water  behind  the  Btem.  (Zitiert  bei  E.  J.  Reed,  On  the  advances  made  in  the 
mathematical  theory  of  naval  architecture  during  the  existence  of  the  Institation, 
Trans,  of  the  Inst,  of  Naval  Architects  89  (1898),  p.  96.) 

91)  Über  die  Greschwindigkeitsverteilong  im  Kielwasser  hat  G.  A.  Caivert^ 
On  the  measnrement  of  wake  currents,  Trans,  of  the  Inst,  of  Naval  Architects  34 
(1898),  p.  51,  MesBimgen  angestellt;  siehe  auch  0.  Reynolds^  On  theimequal  onward 
motion  in  the  upper  and  lower  cnrrents  in  the  wake  of  a  ship;  and  the  effecte 
of  this  unequal  motion  on  the  action  of  the  screw-propeller,  Trans,  of  the  Inst, 
of  Naval  Architects  17  (1876),  p.  127  «=  Papers  on  mechanioal  and  phydoal  sub- 
jects  1,  Cambridge  1900,  p.  149. 

92)  Vgl.  L.  Prandtl,  Über  Flüssigkeitsbewegung  bei  sehr  kleiner  Reibung, 
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von  Wirbeln  an  der  SchiffBwand  eines  soeben  in  Bewegung  gesetzten 
Schiffes  auf  Ghund  der  Hydrodynamik  reibender  Flüssigkeit  erklärt 
worden  ist. 

Die  Annahme  hier  ist,  dass  die  Reibnngskonstante  so  klein  ist, 
dass  die  Reibnngsglieder  in  den  Differentialgleichungen  nur  in  einer 
dünnen  Grenzschicht  in  der  Nahe  der  Wandung  des  Korpers  sich  be- 
merklich machen,  wo  ein  schroffer  Geschwindigkeitsabfall  bis  auf 
Null  erfolgt.  Durch  diese  Annahme,  die  auf  die  wirklichen  Flüssig- 
keiten sehr  gut  zutrifft,  werden  für  die  Grenzschichten  Differential- 
gleichungen erreicht,  die  eine  Integration  gestatten,  während  ausser- 
halb der  Grenzschichten  die  Bewegung  als  reine  Potentialbewegung 
angesetzt  wird.  Die  Entstehung  der  Wirbel  lässt  sich  dann  so  ein- 
sehen: Tritt  in  Richtung  der  Strömung  irgendwie  ein  Druckansti^ 
ein,  wie  dies  auf  der  Bückseite  der  Schi&wand  der  Fall  ist  (wegen  des 
Verlaufs  der  zunächst  Torhandenen  Stromlinien),  so  wird  —  da  eine 
Druckerhöhung  Ton  einer  Geschwindigkeitsemiedrigung  b^leitet  ist  — 
die  Geschwindigkeit  in  der  Nähe  der  Wand,  weil  sie  dort  durch 
Reibung  abgemindert  ist,  eher  unter  Null  sinken  als  weiter  nach  aussen; 
mit  anderen  Worten:  es  tritt  in  der  Nähe  der  Wand  eine  Rückströmung 
und  damit  eine  WirbelbUdung  ein.  Üher  die  weitere  Ausbreitung  der 
Wirbelbildung  vermag  indessen  diese  Untersuchung  vermöge  ihres  be- 
schränkten Ansatzes  vorläufig  nichts  auszusagen.  Hier  ist  man,  um  sich 
über  die  Dmckverteilung  im  Kielwasser  wenigstens  qualitativ  zu  orien- 
tieren, vollkommen  auf  die  Beobachtungen  angewiesen,  wie  sie  insbe- 
sondere von  F.  Ählbom^^)  und  L,  Prcmdä^)  an  der  Hand  von  Photo- 
graphien gegeben  werden.  Irgend  eine  zuverlässige  quantitative  Angabe 
über  die  Ghrösse  des  Kielwasserwiderstandes  dürfte  daher  zur  Zeit  kaum 
möglich  sein.  Bei  W.  Fronde^)  findet  sich  die  Angabe,  dass  bei 
Bchlanken  Schifctypen  der  KielwasBermderstand  relativ  gering  iet,  mit 
wachsender  Geschwindigkeit  wächst  und  bei  vollerem  Heck  grösser 
ist  als  bei  vollerem  Bug.  Er  giebt  an,  dass  er  bei  den  üblichen 
Schiffstypen  8Y0  des  Reibungs Widerstandes  ist. 

Verhandl.  des  BL  intern.  Mathematiker-KongreBsefl  in  Heidelberg  (1904),  Leipzig 
1906,  p.  484  und  die  n&heren  Ausführongen  bei  H,  Bkuiua^  Grenzschichten  in 
Flüssigkeiten  mit  kleiner  Beibang,  Diss.  Gdttingen  1907  ^  Zeitschr.  f.  Math. 
Physik  65  (1908),  p.  1. 

98)  F.  Ahlbom,  Über  den  Mechanismus  des  hydrodynamischen  Widerstandes, 
Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  Naturwiss.,  hrsg.  vom  Natorw.  Verein  in  Ham- 
burg 17  (1902);  Hydrodynamische  Experimentaluntersuchungen,  Jahrbuch  der 
schiffisbautechn.  Gesellschaft  6  (1904),  p.  417  und  die  Widerstandserscheinungen 
an  schiffsförmigen  Modellen,  ebenda  6  (1906),  p.  67. 

94)  TT.  Froude,  Roy.  Institutioir  Proc.  8  (1876—1878),  p.  209. 
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3)  Der  WeUenunderstand.  Schon  oben  (Nr.  7  b)  wnrde  aus- 
gesprochen; dass  es  zur  Bestimmung  des  Wellenwidersiondes  auf  die 
Beantwortung  der  Frage  ankommt:  Welche  Energie  ist  erforderlich,  das 
einmal  Tom  Schiff  erzeugte  Wellensystem  relativ  zu  ihm  nach  Grösse 
und  Geschwindigkeit  konstant  zu  erhalten?  Die  Antwort  wird  gegeben 
durch  das  Prinzip  der  sogenannten  Oru/ppengeschwindigkeit  (IV  16, 
Nr.  5d,  Ä.  E.  H,  Love).  Hiemach  ist  die  Geschwindigkeit  einer  Ghuppe 
von  ungefähr  gleich  langen  Wellen  als  Ganzes  kleiner  als  die  Ge- 
schwindigkeit der  einzebien  Wellen,  so  dass  diese  durch  die  Gruppe 
fortlaufen,  nach  Tome  sich  abflachen  und  weiterhin  aussterben,  während 
hinten  entsprechend  neue  Wellen  entstehen,  oder  mit  anderen  Worten,  da 
die  Ghruppengeschwindigkeit  zugleich  eine  Geschwindigkeit  des  Energie- 
stromes ist:  die  in  einer  Welle  enthaltene  Energie  pflanzt  sich  mit 
kleinerer  Geschwindigkeit  fort  als  die  Wellenphase.  Das  Verhältnis 
der  in  einer  Periode  über  die  Breiteneinheit  geschafften  Energie  zu  der 
in  einer  Wellenlänge  enthaltenen  Energie  ist  gleich  dem  Verhältnis 
der  Gruppengeschwindigkeit  zur  Wellengeschwindigkeit  ^). 

Es  werde  wieder  zunächst  das  Schiff  auf  dem  0$ean  betrachtet 
und  zunächst  so  Icwre  angenommen,  dass  man  Ton  nur  je  einem 
transversalen  bzw.  diyergierenden  Wellensystem  am  Bug  sprechen 
darf,  die  durch  den  Schiffskörper  nicht  weiter  modifiziert  werden.  Dann 
ist  die  Überlegung  folgende:  Für  Tiefseewellen  ist  die  Grruppen- 
geschwindigkeit  gleich  der  halben  Wellengeschwindigkeit,  so  dass, 
wenn  die  einzelne  Welle  um  zwei  Wellenlängen  fortgeschritten  ist, 
die  Energie  relativ  zur  Welle  um  eine  Wellenlänge  zurückgeblieben 
ist.  Auf  das  System  der  transversalen  Wellen  angewandt,  heisst  dies: 
Ist  einmal  ein  solches  Wellensystem  ausgebildet  und  erfolgt  keine 
Energiezufuhr  Tom  Schiff  aus,  so  wird  das  Wellensystem  um  so  viel 
Wellenlängen  hinter  dem  Schiff  zurückbleiben,  als  das  Schiff  doppelte 
Wellenlängen  zurückgelegt  hat.  Soll  also  das  Wellensystem  relativ  zum 
Schiff  fest  bleiben,  so  muss  das  Schiff  auf  zwei  Wellenlängen  seines  Weges 
je  eine  neue  Welle  erzeugen,  so  dass  das  Wellensystem  fortgesetzt  wächst 
und  in  einem  gegebenen  Momente  —  gemessen  von  einem  festen  Aus- 
gangspunkte —  eine  Ausdehnung  hat,  die  gleich  ist  der  halben  Ent- 
fernung des  Schiffes  von  diesem  Ausgangspunkt  Hat  nun  das  Schiff 
2n  Wellenlängen  L  zurückgelegt  und  hierbei  n  neue  Wellen  erzeugt, 
so  ist  der  mittlere  Widerstand,  wenn  E^  die  in  einer  Wellenlänge  ent- 
haltene Energie  bezeichnet: 


95)  Vgl.  hierzu  auch  Sir  Wiüiam  Thomson,  On  ship  wayes,  Populär  lec- 
torei  and  addxeraeB  3,  London  1891,  p.  460« 
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^*  ~"  2ni  ~  2L'    ^ 

Ähnlich  findet  man  für  jede  Reihe   der   divergierenden  Wellen  den 
Widerstand: 


R.= 


^ä 


WO  jetzt  E^  die  in  einer  divergierenden  WeUe  enthaltene  Energie  be- 
zeichnet. Zugleich  ist  hier  durch  das  Prinzip  der  Gfruppengeschwin- 
digkeit  die  Erklärung  für  die  staffelformige  Anordnung  der  divergie- 
renden Wellen  gegeben.  Indem  sie  in  ihrem  äusseren  Teile  in  rein 
oszillatorische  Wellen  übergehen,  lassen  sie  jeweils  die  Hälfke  ihrer 
Energie  zurück,  wodurch  bewirkt  wird,  dass,  wenn  die  vorangehende 
Staffelwelle  ausstirbt,  eine  nachfolgende  in  einer  Entfernung,  die  gleich 
dem  halben  Abstand  der  Fahrtrichtung  von  der  Wellenkammlinie  ist, 
das  Maximum  ihrer  Erhebung  erreicht. 

Für  praktische  Zwecke  kann  es  bequem  sein,  den  Wellenwider- 
stand als  Funktion  der  Schiffsgeschwindigkeit  auszudrücken.  Man 
findet  für  die  transversalen  Wellen,  wenn  a  die  Amplitude  der  WeUe 
bezeichnet 


pro  Breiteneinheity  so  dass,  wenn  man  annehmen  kann,  dass  a  mit 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  V  proportional  ist,  der  Wellen- 
widerstand der  transversalen  Wellen  mit  der  vierten  Potenz  der  Ge- 
schwindigkeit variiert.  Das  gleiche  Widerstandsgesetz  findet  Ä,  Dude- 
bout^'^  für  die  divergierenden  Wellen,  indem  er  zur  Berechnung  von 
E^  die  Theorie  der  Einzelwelle  heranzieht. 

Setzt  man  nunmehr  das  Schiff  nicht  mehr  klein  voraus,  so  dass 
am  Bug  und  Heck  getrennt  Wellen  erzeugt  werden,  so  bleiben  die 
vorstehenden  Überlegungen  bezüglich  der  divergierenden  Wellen  be- 
stehen, da  diese  sofort  nach  ihrer  Erzeugung  das  Schiff  verlassen  und 
die  Energie  nach  der  Seite  fortführen.  Die  transversalen  Wellen 
des  Bugs  und  Hecks   aber  können  mehr  oder  weniger  interferieren, 

96)  E.  B.  Froude,  Trans,  of  the  Inut.  of  Naval  AxiohiieotB  S2  (1881),  p.  220, 
vergleicht  den  ganzen  Vorgang  mit  den  enwnngenen  Sobwingungen  eines  Pendels 
in  einem  widerstehenden  Mittel,  das  dem  Pendel  während  einer  ganzen  Schwin- 
gung die  Hälfte  seiner  Energie  entzieht.  Das  Heranziehen  dieser  Analogie  hilft 
ihm  auf  Grund  der  Ybun^^schen  Regel  zu  erklären,  dass  gegenüber  dem  Druck- 
maximum  an  der  Spitze  des  Schiflfes  —  wie  es  durch  die  Stromlinienverteilung 
vor  Erzeugung  der  Wellen  geliefert  wird  —  das  Wellenmaximum  der  BügweUe 
eine  Phasenverschiebung  nach  dem  Heck  des  Schiffes  hin  aufweist 

97)  Vgl.  /.  PoUard  et  A.  Dudeboui,  Theorie  du  navire  8,  Paris  1892,  p.  440. 

Snejklop.  d.  tnfttii.  WiiMuioh.    IV  8.  89 
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80  dass  bei  einer  bestimmten  Länge  des  Schiffs  mit  wachsender  Ge- 
schwindigkeit ein  rascheres  oder  langsameres  Anwachsen  des  Wider- 
standes der  transversalen  Wellen  stattfinden  kann.  Ist  a  die  Ampli- 
tude der  ersten  Bugwelle^  a  diejenige  der  Heckwelle,  Tca  die  Ampli- 
tude derjenigen  Welle  des  Systems  der  Bugwellen,  die  das  Heck  er- 
reicht (Restwelle),  so  ist  der  günstigste  oder  ungünstigste  Effekt  der 
Interferenz  durch  die  Addition  bzw.  Subtraktion  der  beiden  letzt- 
genannten Amplituden  gegeben  {a'  +  ^a)-  I^i^  Energie  der  Bugwelle 
ist  proportional  ndt  a*,  diejenige  der  kombinierten  Heckwelle  mit 
(a^HhX;a)^  Zieht  man  in  Betracht,  dass  die  Bestwelle  dem  Schiffe 
keinen  Energieverlust  bringt,  so  ist  der  gesamte  Wellenwiderstand  J2, 
proportional  mit 

Für  das  Schiff  auf  dem  Kanal  werde  hier  nur  der  rein  zwei- 
dimensionale Fall  in  Rücksicht  gezogen,  d.  h.  der  Fall,  wo  das  Schiff 
den  Kanal  nach  seiner  ganzen  Breite  ausfüllt  und  nur  transversale 
Wellen  zur  Ausbildung  gelangen,  womit  dann  leider  die  interessanten^ 
aber  schwer  zu  fassenden  Erscheinungen  der  Zwischenfälle  (vgl.  oben 
Nr.  7  b,  2)  bei  Seite  gelassen  werden.  Die  Gh^ppengesch windigkeit  U 
ist  dann  (vgl.  IV 16,  Nr.  6d) 

wo  t=»il/2^,  woraus  sich  der  Wellenwiderstand  *^) 

^'        2ir         8inh2W 

ergiebt,  der  für  Ä  =  c»  in  den  früher  gefundenen  Wert  für  JB^ 
übergeht.  Von  besonderem  Interesse  ist  nun  der  Fall,  wo|  sich  V 
der  kritischen  Geschwindigkeit  nähert.  Obige  Formel  ergiebt  hier 
ein  Abnehmen  des  12^,  das  den  Wert  0  erhält,  wenn  die  kritische 
Geschwindigkeit  erreicht  ist  oder  überschritten  wird.  In  der  Tat  wird 
für  F*  =  gh  die  Ghruppengeschwindigkeit  gleich  der  Wellengeschwin- 
digkeit, mit  anderen  Worten:  die  Wellenenergie  geht  mit  der  Ge- 
schwindigkeit des  Schiffes  fort,  so  dass  sie  dem  Schiff  nicht  verloren 
geht.  Das  würde  also  bedeuten,  dass  das  Schiff  keinen  Wellenwiderstand 
erleidet,  wenn  es  mit  einer  Geschwindigkeit  fahrt,   die  gleich  oder 

98)  B.  E.  Froude,  Trans,  of  the  Inst,  of  Naval  ArchitecU  22  (1881),  p.  220. 

99)  Den  Wellenwiderstand  eines  Schiffes  auf  dem  Kanal  hat  zuerst  experi- 
mentell festgestellt  J.  ScaU  Russdl,  Edinb.  Boy.  Soc.  Trans.  14  (1840),  p.  47. 
Vgl.  hierzu  auch  die  in  der  Litteratnrübersicht  genannten  Bücher  von  Engds, 
Haack  und  de  Mas. 
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grösser  als  die  kritische  Geschwindigkeit  ist.  Praktisch  ist  aber  zu 
bemerken^  dass^  —  da  auch  die  Amplitude  der  Schiffswellen  wesent- 
lich von  der  Geschwindigkeit  des  Schiffes  abhängt,  —  bei  Annäherung 
der  Fahrgeschwindigkeit  des  Schiffes  an  die  kritische  Geschwindigkeit 
zwar  der  Wellenschwanz  sich  hinter  dem  Schiff  immer  weniger  lang 
erstreckt,  dafür  aber  die  Amplitude  der  einzelnen  Wellen  wächst,  bis 
bei  der  kritischen  Geschwindigkeit  der  Wellenschwanz  vollkommen 
verschwindet,  während  gleichzeitig  das  Maximum  der  Amplitude  und 
damit  das  Maximum  des  Wellenwiderstandes  erreicht  ist.  Erst  wenn 
die  kritische  Geschwindigkeit  etwas  überschritten  ist,  wird  der  in 
Bede  stehende  Wellenwiderstand  praktisch  gleich  Null,  um  wieder  zu 
wachsen,  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Schiffes  über  die  kritische 
Geschwindigkeit  hinaus  gesteigert  wird,  entsprechend  dem  Umstände, 
dass  jetzt  das  Schiff  von  einer  überschäumenden,  erzwungenen  Welle 
begleitet  ist,  wie  es  früher  geschildert  wurde. 

8  c.  Fraktisohe  Bestünmung  des  Sohiffswiderstandes.  Die 
Modellregel.  Es  ist  bereits  oben  in  Nr.  1  erwähnt,  dass  in  der  Praxis 
des  Schiffsbaues  der  Schifi&widerstand  seit  W.Fraude^^)  unter  Heran- 
ziehung des  Prinzips  der  mechanischen  Ähnlichkeit  durch  ModeU- 
versuche  bestimmt  wird,  und  auch  mitgeteilt,  wie  hierbei  im  einzelnen 
vorg^angen  wird  (Berechnung  des  Oberflächenwiderstandes  nach  der 
aus  Froudes  Versuchen  berechneten  Tabelle,  experimentelle  Ermittelung 
des  Bestwiderstandes  aus  Modellversuchen)  ^^^).  Es  sei  hier  daher  nur 
nachgetragen,  wieso  dies  Vorgehen  durch  die  bisherigen  theoretischen 
Überlegungen  gestützt  wird.  In  der  Tat  ergiebt  das  Prinzip  der 
mechanischen  Ähnlichkeit  folgendes:  Da  Schiff  und  Modell  beide 
in  derselben  Flüssigkeit  (Wasser)  sich  bewegen,  und  hierbei  beide 
zugleich  derselben  Ejraft  (Schwerkraft)  unterliegen,  so  müssen  sich  — 
wenn  das  Verkleinerungsverhältnis  von  Modell  und  Schiff  1  :  >l  ist  — 
die  korrespondierenden  Geschwindigkeiten  wie  1:  )/Ä,  die  Wider- 
stände wie  1 :  X^  verhalten.     Es  muss  also,  um  aus  dem  Widerstand 


100)  Vgl.  W.  FroudeB  dem  Bericht  von  C.  W,  Merrifield  (vgl.  Pussnote  81) 
angehängte  ,,Explanation8*\ 

101)  Wegen  der  näheren  praktischen  Ausgestaltang  dieser  Methode  vgl. 
R.  E.  Fronde^  The  Constant  System  of  notation  of  resnlts  of  ezperiments  on 
modeis,  Trans,  of  the  Institution  of  Naval  Archit.  29  (1888),  p.  804;  Some 
additional  featores  in  the  ^^Constant*^  notation,  ebenda  83  (1892),  p.  246  nnd  Some 
resnlts  of  the  model  experiments,  ebenda  46  (1904),  p.  64.  Vgl.  auch  W,  Froude 
(FuBsn.  76),  und  Joh.  Schütte,  Untersuchungen  über  Hinterschiffsformen,  speziell 
über  Wellenaustritte,  ausgeführt  in  der  Schleppversuchsstation  des  Norddeutschen 
Lloyd,  Jahrb.  der  schiffsbautechn.  Gesellschi^  2  (1901),  p.  881. 
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des  Modells  auf  den  des  Scliiffes  schliessen  zu  können^  f&r  diesen 
folgendes  Gesetz  gelten:  Der  Widerstand  mnss  proportional  dem 
Produkt  entweder  aus  einer  Fläche  und  dem  Quadrat  der  Geschwindig- 
keit^ oder  aus  einer  Länge  und  der  vierten  Potenz  der  Geschwindig- 
keit sein.  Diese  Gesetze  aber  kann  man  nach  dem  Früheren  nun  gerade 
fär  den  Eielwasserwiderstand,  bzw.  den  Wellenwiderstand  angenähert 
als  erftillt  ansehen,  so  dass  man  sie  wohl  als  theoretische  Grundlage 
für  die  Beurteilung  der  Modellversuche  ansehen  darf. 

9.  Die  Sohiffspropulsion^®^).  Noch  weniger  Bestimmtes  als 
über  das  Problem  des  Schiffiswiderstandes  kann  im  folgenden  über 
das  Problem  der  Schiffspropulsion  mitgeteilt  werden.  Es  ist  hier 
nicht  die  Theorie^  sondern  vor  allem  die  praktische  Erfahrung  der 
Seeleute,  die  an  der  Hand  höchst  unbestimmter  allgemeiner  mechani- 
schen Prinzipien  alles  beherrscht. 

Dies  gilt  in  allererster  Linie  von  der  Propulsion  durch  den  Wind. 
Zwar  sind  insbesondere  in  früherer  Zeit  verschiedene  Theorien  des 
Segdns  entwickelt  worden,  die  sich  auch  mehr  oder  weniger  ausführ- 
lich in  den  Handbüchern  über  den  Schiffbau  mitgeteilt  finden.  Aber 
die  Tatsache,  dass  man  über  den  Luftwiderstand  doch  noch  sehr  un- 
vollkommen orientiert  ist  (vgl.  IV  17,  S.  Finsterwalder),  zusammen  mit 
dem  umstände,  dass  die  Segelfläche  keine  wohldefinierte  Fläche  ist, 
zumal  sie  aus  den  einzelnen,  verschieden  zueinander  orientierten  Segeln 
besteht,  lässt  es  vorläufig  wenig  aussichtsreich  erscheinen,  durch  theo- 
retische Überlegungen  mehr  als  eine  ganz  unbestimmte  Auskunft  über 
die  zur  Fortbewegung  des  Schiffes  zur  Verfügung  stehende  Eraft^  was 
ihre  Richtung,  Grosse  und  Angriffspunkt  betrifft,  sowie  über  das 
Problem  der  Stabilität  des  Schiffes  unter  Segeln  zu  erzielen.  Eine 
erste  Vorbedingung  wären  genaue  Versuche  z.  B.  über  den  Winddruck 
auf  die  einzelnen  Segelflächen,  die  Luftbewegung  entlang  dem  Segel 
usw.,  wofür  in  der  Litteratur  sich  bisher  systematische  Angaben 
kaum  finden. 

Nicht  sehr  viel  günstiger  ist  die  Sachlage  bei  der  Theorie  der  vom 
Schiff  aus  angetriebenen,  zu  seiner  Propulsion  dienenden  Mechanismen 
(der  BudeTy  Bäder,  Pumpen  und  Schrauben).  Man  ist  auch  hier  weit 
davon  entfernt,  die  Einzelheiten  der  Bewegung  genau  zu  beherrschen. 


102)  Ein  Bericht  über  die  ältere  Litteratur  findet  sich  in  dem  öfter  ge- 
nannten Report  of  a  Committee,  consieting  of  C.  W,  MerrtfiM,  O.  P.  Bidder, 
Douglas  QnUon,  F.  GdUon,  Rankine  and  W.  IVoude,  appointed  to  leport  on  the 
Btate  of  ezigting  knowledge  on  the  Stability,  Propulnon,  and  sea-going  qnalities 
of  flhipi,  Brit.  Abb.  Rep.  1869,  p.  22. 


9.  Hydrodynamik  des  Schiffes:  Die  Schiffspropulsion.  589 

Wie  eigentlich  die  Wasserbewegung  durch  die  Fortbewegungsmechanis- 
men  beeinflusst  wird;  welche  Bedemtimg  diese  für  die  Modifizierung 
des  durch  Schleppen  des  SchiiSes  gemäss  dem  Ähnlichkeitsgesetze 
ermittelten  Schiffswiderstandes  haben  mag,  insbesondere  wenn  sich 
das  Schiff  nicht  in  seiner  Langsaxe  fortbewegt,  sondern  ,,abtreibt'',  ist 
noch  viel  zu  wenig  aus  wirklich  zuverlässigen  Beobachtungen  bekannt. 
So  z.  B.  werden  die  an  den  Seiten  eines  Raddampfers  angebrachten 
Schaufelrader  einen  wesentlichen  Einfluss  auf  Vermehrung  des  Schiffs- 
widerstandes haben,  indem  sie  die  glatte  Wasserbewegung  an  den 
Seiten  des  fortgeschleppten  Schiffes  beträchtlich  stören,  nach  hinten 
Wellen  sehr  bedeutender  Amplitude  aussenden  usw.  Andererseits 
arbeitet  die  Schiffsschraube  nicht  in  ruhigem  Wasser,  sondern  in 
dem  lebhaft  bewegten  Kielwasser.  Und  ist  schon  die  reguläre  Wasser- 
bewegung durch  die  Schraube  hindurch  an  sich  schwer  au£Eu£Etssen, 
so  werden  die  Verhältnisse  hierdurch  noch  komplizierter.  Auch  für 
eine  rationelle  Theorie  der  Fortbewegungsmechanismen  bleiben  daher 
—  genau  wie  bei  der  Propulsion  durch  den  Wind  —  zweckmässig 
angestellte  Versuche  an  Modellen,  die  das  Tatsächliche  der  Erschei- 
nungen wirklich  au^Kufassen  lehren,  die  unerlässliche  Vorbedingung. 
Solche  sind  für  die  Schiffsschrauben  erst  in  allerjüngster  Zeit  plan- 
mässig  begoimen  worden  ^^^.  Das  Meiste  muss  vorläufig  hier  noch 
aus  gelegentlichen  Bemerkungen  aus  der  zerstreuten  Schiffbaulitteratur 
zusammengesucht  werden  ^^). 

Jedenfalls  können  die  bisher  entwickelten  Theorien  bei  dieser 
Sachlage  nur  als  vorläufige  erscheinen.  Sie  beruhen,  soweit  sie  nicht 
einfach  eine  Zusammenfassung  empirischer  Formehi  sind,  auf  mehr  oder 
weniger  willkürlichen  Annahmen,  unter  deren  Zugrundelegung  es  unter 
Umständen  gelingt,  durch  Anwendung  allgemeiner  mechanischen  Prin- 
zipien  gewisse  Aussagen  zu  machen,  die  als  eine  erste  Orientierung 
über  die  Wirkungsart  der  Propeller  angesehen  werden  können.  Es 
liegen  hier  der  Art  nach  —  nur  wesentlich  komplizierter  —  die 
gleichen  Verhältnisse  vor  wie  in  der  praktischen  Hydraulik  (TV  20, 


108)  F,  AhXbom,  Die  Wirkung  der  Schiffsschraabe  auf  das  Wasser,  Jahrb. 
der  schiff bautechn.  GeseUschaft  6  (1905),  p.  82;  0.  Flamm,  Beitrag  zur  Ent- 
wicklung der  Wirkungsweise  der  Schiffsschraube,  ebenda  9  (1908),  p.  427.  Vgl. 
auch  JS.  Wctgner,  Versuche  mit  Schiffsschrauben  und  deren  Ergebnisse,  ebenda  7 
(1906),  p.  264. 

104)  Die  ergiebigste  Quelle  sind  hier  die  Abhandlungen  und  die  sich  an- 
schliessenden Diskussionen  in  den  Transactions  of  the  Inst,  of  Naval  Architects, 
für  deren  erste  46  Bände  (X860— 1904)  ein  ausfflhrlicher  (Nominal-  and  Subject-) 
Index  vorliegt,  London  1905. 
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Ph.  Forchheimer)  und  der  in  der  Praxis  üblichen  Theorie  der  hydrau- 
lischen Motoren  (IV  21,  Jf.  Grubler),  wo  man  auch  in  der  Haupt- 
sache auf  die  Einsicht  in  die  Einzelheiten  der  Bewegung  verzichtet 
und  unter  Heranziehung  der  Eontinuitatsgleichung,  des  Energie- 
prinzips und  der  Impulssätze  —  imter  Einfährung  von  Erfahrungs- 
koeffizienten —  eine  vorläufige  Orientierung  über  die  in  Frage  kom- 
menden Probleme  sucht. 

In  der  Tat  ist  es  auch  in  der  Schiffbautechnik  der  ImpulssatSy 
der  in  einer  oder  der  anderen  Form  als  allen  bisher  entwickelten 
Theorien  der  Propeller  zugrunde  liegend  sich  immer  wieder  findet  In 
seiner  einfachsten  Form  gewinnt  er  folgende  Formulierung:  Ist  V  die 
Geschwindigkeit  des  Schiffes  in  Richtung  seiner  EjeUiniC;  {7  die  in 
gleicher  Richtung  genommene  Geschwindigkeit  des  Propellers  (Schaufel- 
geschwindigkeit des  Rades,  Schraubungsgeschwindigkeit  der  Schraube), 
so  ist  U —  V  seine  Geschwindigkeit  relativ  zum  Schiff,  deren  Ver- 
hältnis zur  Propellergeschwindigkeit 

U—V 

man  als  Schlüpfung  (slip)  bezeichnete^).  Ist  nun  Q  das  vom  Propeller 
in  der  Zeiteinheit  nach  rückwärts  in  Bewegung  gesetzte  Wasser- 
volimien,  R  der  horizontale  Widerstand  des  Schiffes  in  der  Fahrt- 
richtung, so  ergiebt  sich  als  Ausdruck  des  Impulssatzes: 

ifQ(U-  F)  =  JS. 

Führt  man  hier  das  Eigengewicht  y  =  Qg  des  Wassers  ein  und  setzt 
weiter  Q  =^  Job*  ü  (h*  ein  zweckmässig  gewählter,  grSsster  Querschnitt, 
k  ein  Erfahi-ungkoeffizient  <  1),  so  resultiert  die  häufig  benutzte 
Formel: 

!^wuiu-n 

Es  soll  nun  nicht  die  Absicht  sein,  au  dieser  Stelle  etwa  näher 
auszufahren,  wie  sich  auf  Grund  des  vorstehenden  allgemeinen  Prin- 
zips eine  fOr  die  Praxis  zum  Teil  brauchbare  Theorie  der  einzelnen 
zur  Propulsion  dienenden  Mechanismen  aufbauen  lässt.  Für  die  Theorie 


104)  Man  untersobeidet  im  gegebenen  Falle  noch  zwischen  scheinbarem  und 
wahrem  Slip,  je  nachdem  das  Bessngsystem  in  absoluter  Ruhe  ist  oder  die  Be- 
wegung des  Kielwassers  (ohne  Schraube)  hat.  Danach  ist  der  scheinbare  Slip 
stets  kleiner  als  der  wahre.  Bei  Schrauben  hat  man  oft  einen  negativen  schein- 
baren Slip  beobachtet,  vgl.  W.  J.  M.  Bankine^  Some  remarks  on  apparent  negative 
slip,  Tians.  of  the  Inst,  of  Naval  Architectore  8  (1867),  p.  68. 
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der  Binder  hat  bereits  L.  Etiler  ^^^)  solcherweise  die  Ghrundlagen  ge- 
geben^ die  dann  von  MaresHer^^)  auf  die  Bäder  ausgedehnt  worden 
sind  und  hier  zu  manchen  interessanten  kinematischen  Überlegungen 
über  die  gegenseitige  Anordnung  der  einzelnen  Schaufeln,  über  die 
mittlere  Tauchtiefe  usw.  Anlass  gegeben  haben.  Für  die  Theorie  der 
Ptmpen  (bei  den  sogenannten  Beaktionsschiffen)  kann  auf  das  vor- 
stehende Referat  von  Jf.  Grübler  (IV  21)  verwiesen  werden.  Die 
Theorie  des  SchrcmbenpropeUers  findet  sich  auf  Orund  dieses  An- 
satzes in  dem  Referate  über  Aerodynamik  von  8,  Finsterwalder  in 
rV  17,  Nr.  9  exponiert.  Das  Wesentliche  bei  dieser  elementaren  Be- 
handlung des  Problems  der  Schiffspropulsion  ist  die  zweckmäßige 
Inbeziehungsetzung  der  durch  die  Erfahrung  und  aus  den  Versuchen 
gewonnenen  Einsichten  mit  dem  genannten  allgemeinen  Ansatz  (Be- 
stimmung der  in  die  Formeln  eingehenden,  praktisch  als  konstant 
anzusehenden  Koeffizienten).  Man  sucht  so  insbesondere  Aufschluss 
zu  gewinnen  über  den  Wirkungsgrad  des  Propellers  und  vor  allem 
die  Abhängigkeit  des  Wirkungsgrades  von  dessen  Form  und  Grosse. 
Am  weitgehendsten  ist  in  dieser  Hinsicht  —  entsprechend  der  grossen 
praktischen  Bedeutung  des  Schraubenpropellers  —  für  diesen  die 
Theorie  entwickelt,  über  die  man  sich  in  ihren  Einzelheiten  am  besten 
in  den  in  der  Litteraturübersicht  genannten  Werken  von  C.  Busley^^^), 
B.  W.  Tayhr^^^)  und  W.  J.  Durand^''^  orientierte^). 

Für  den  Schraubenpropeller  liegen  indess  auch  Versuche  zur 
Ausbildung  einer  hydrodynamischen  Theorie  vor,  über  die  noch  einiges 
mitgeteilt  sei.  Den  Ausgangspunkt  bildet  hier  eine  Arbeit  von  W.  J, 
M.  Bankme^^^y   an  die   sich   weitere  von   J.  H.  CoUerül^^^),    Ä.  G. 


105)  L.  Efder^  Memoire  sur  Tactioii  des  lames,  faisant  snite  ä  la  th^orie 
compläte  de  la  construction  et  de  la  manoenvre  des  vaisseanx,  St.  Pätersbouxg  1773. 

106)  Marestier^  Memoire  sur  les  bateaux  ä.  vapear  des  £tats-UniB,  Paris  1824 
(zitiert  bei  J.  PoUard  und  Ä.  DudehoiU^  Theorie  du  navire). 

105)  C.  Busley,  Die  Schiffsmaschine,  ihre  Konstruktion,  Wirkungsweise  und 
Bedienung,  Kiel  1886;  8.  Aufl.  Kiel  und  Leipzig  1898  ff. 

106)  D.  W.  Taylor,  Resistanoe  of  ships  and  screw-propulsion,  London  1893. 

107)  W.  F.  Durand,  Resistance  and  propulsion  of  ships,  New  York  1903. 
Dazu  noch  W.  F,  Durand,  Performance  of  the  screw-propeller,  Carnegie  Insti- 
tution, Washington  1907. 

108)  VgL  auch  B.  E.  Froude,  Desoription  of  a  method  of  investigation  of 
screw-propeUer  efficiencj,  Trans,  of  the  Listitution  of  Naval  Archit.  24  (1883), 
p.  881  und  The  Determination  of  the  most  suitable  dimensions  of  screw-propeller, 
ebenda  27  (1886),  p.  250. 

109)  W,  J.  M.  Bankine,  The  mechanical  principles  of  the  actions  of  pro- 
pellers,   Trans,   of  the  Inst,   of  Naval  Architect«  6  (1865),   p.  18.    Vgl.   auch 


rrr^fiphiin^'\  ir  R  I^on^e'^^^  jiniwhliftMWH.  Jedoefa.  k&tneft.dia»  Vct^ 
•inrhp  iinr  t-jn  rh^nn^fifH^hpff  Inkiro^w^  biM»i|>Taebcii^  indeoL  sie  siek 
-Htnflif'h  nnf  s^hr  <tf%rk  iiipfllifnf^rte  Ffilla  bmekeB»  Nidri  nur  ist  die 
Annrthnip.  «Iww  "S  ^irh  um  t^inen  I-*inpeü«r  iirit  unendlicb.  viekn^ 
''TiHlich  (Ifiniipn  ^^[»hRnfplTi  hnndRlt,  sondent  et  wiid  auch,  dia  Wi 
i»nw^Q^n<;  vor  uTid  i)iTif''(»r  <lf»ni  Pi'opeilor  höohtfc  spemti.  angBiwitut 
RiTifnH  In  rArfolHr^n  pprÄnpü^n,  Atistritt  in  sehranbeoffirmig.  go- 
•A'imHpnpn  Sir^jmfSdpn)  und  »nonentlich  nur  nach  denL  «IvnamiBehexL 
Aqnirnfpnt  ']\i^nf^  ron  vnrrtherem  angenommenen  Andening.dGr  Waaser- 
nr^worfuniif  ifefrtitrt.  Im  »>in9{pln<»n  imtmn^chmden  steh  dob^  die  Ansätze 
ffannrh,  ob  sie  sieh  anf  Jen  efn«*n  <)d4»r  »nderen  Grenzlaül  einee  unr 
«•nflich  Iftntjjen  oder  unendlich  iniT«An  Propeller«  l^eaiehan^  se  daas  die 
^>f<!r*hw{ndTi2fIceif(«ftndpnmi;  .sf4»h  einTnal  i^z  im  PropeUar,  «iaas  andere 
\fn1  Lflffw  anjwprljftlb  d«5«p|bpn  t>fn8t«4li  Darüber  iiber,  wie  «?ine 
O-r^^rb^'ndigkeitftfindpnTn^  vdo  dem  PropeUer  ensengt  wird,  wie  sie 
\-r)n  sfHnffr  HfthrniMform  abhängt  «i.  9.  w.,  vermag  Iceine  ilieser  TLeohea 

In  Anb^rftrbf.  dieflfw  w<*ni!|  fTfhlgrpichen  VorgehMia  uraciiwnt  es 
-im  c'mfl«ipbtfm»i#»h»t#»n ,  den  umgekehrten  Weg  einwiafsh  lagen  and  auf 
r»inpm  g[*m«nen  Stndiiim  der  t»tt«ftehiichen  Waaserbewegong  —  wie 
«irt  dtirrh  die  Aufnehmen  vnn  i?".  ^Jp(/v>r9t  iinii  inabeaond^ne  0.  Flamm 
an  dip  ffand  fj[4>geben  wird'***)  —  mne  hydrodynamiache  Theorie  auf- 
/nbanon.  Dsh^j  wird  man  mit  ßrfolg  die  achon  aboi  erwähnte  ron 
/*.  W.  fjfrn^M9it^'^^^\  entwickelte  Vrvratelluug  der  cykUschen  Bewegung 
lim  die  Scbnnfrln  hemm  heranziehen  k<Hnnen.  In  «ier  Tat  wird  aoldiBr 
V^^itw*  nicht  mir  dnrch  vörschieden  raechea  Strömen  an  Absl  beiden 
Sf^itcn  A^f  FlilgÄl  da«  V<>rhandeneeitt  mnea  Dmcka  anf  die  Schraaben- 

^   ff/nf^^,  ^hY  \:his  AY^TV^ntary  t6\^^n  betw(M»  piteh.  .<ihip.  and  pFopnüirra  »it%- 

ff<V;  ./.  //.  fyr^^tff,  'fbe  imnimntA  ar^a  of  Made  in  a  jcrew  propeOer  ne- 
f*f*9<inty  ^o  form  a  <^'Wr(>l<^fÄ  ^hrttm,  Tran«.  6f  t.h^  Inat  oi  Nafml  Arcfaisecto  50 
^fA7<^/,  |r  f.^;  ^rrr  f.h^  Aharr^Af  ^  \pr9^\  ra  ih«  «nrfaea  of  the  water  sazronmimg 
fl  v^a^^T  ffttjthf'f^^  yry  f>fA  tK^fi^m  <yf  a  ptffp^Wfrr  aad  hy  skia  frieüoB,  Tiazu.  of 

iii)  A.  ff  fifr^^nhflf,    A  tb^erff  ^  ih^  (ifrcrw-propeller,   Traas.  of  the  huL 

HS;  /?  /9  P'rnthh,  Ort  thft  paff-  playM  in  prrypnlnion  by  differencec  of  fluid 
fifha«rfth,  'Vrnun.  df  fhi»  Irii^l:  ^f  Na?al  Arnhii«*oittro  flO  (18a9),  p,  890;  Bemarks 
fifi  nf-hhfihlM>  fhMfff-r  fit  fhi»  l•^rew-p^flpnll«^^,  nbrnda,  p.  406;  On  the  theoretica] 
^♦fn^f  hf  fh^  fft^r»  fMfnflnfi  »tii  wrew  pr(ipflll«tr  efflcionoy,  ebenda  88  (1892),  p.  266. 

\\n\  W t»\kpnf\i'ht^w^  Ifif.  U\PT  Pin  Atinaiii  von  //.  l/orftiz,  Neue  Theorie  und 
f<nt»*rlmtitttf  d^^i-  Htpl«i»lrader,  Mftni>hpn  und  Mprlin  1906. 

\\i\  11*.  P\  ^rtftrÄ«»frt-.  AenMlrnamioi,  Iiondon  1907,  p.  168—178. 


9.  Hydrodynamik  des  Schiffes:   Die  Schiffspiopulsion.  593 

flügel  erklärt,  sondern  auch  durch  die  Ton  den  Enden  der  yerschiedenen 
Flügel  ausgehenden  Wirbelfaden,  die  sich  beim  Fortschreiten  des 
Schiffes  am  einander  schraubenförmig  aufwickehi,  das  Strömungsbild 
verständlich,  wie  es  auf  den  Photographien  von  0.  Flamm  wieder- 
gegeben  ist  und  wie  man  es  anch  ohne  weiteres  hinter  einem  Schiff 
beobachten  kann,  wenn  etwas  Luft  von  der  Schraube  eingesaugt  wird, 
wodurch  die  Axen  der  Wirbel  sichtbar  werden***). 


116)  W,  F.  Lcmchester,  Aerodynamics,  p.  824. 


(Abgeschlossen  mit  März  1906,  Anhang  mit  Dezember  1907.) 
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